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Bareme : toutes les questions sont notées sur 20 points, ce qui fait un total
de 220 points; la note est considérée sur 200.

Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

1. On considere la fonction A : R — R définie par
VteR, A(t) = max(0,1 — |¢]).
Vérifier que la transformée de Fourier de A est la fonction

Sinuib/t)2/2)>2'

-~

A :wERH(

sin(w/2)
w/2
On a, par définition de la transformation de Fourier, pour tout w € R*,

Aw) = /RA(t)emdt:/_l A(t)e ™t dt

1

1 0 .
= / (1— |t)e ™ dt = / (1+t)e ™ dt + / (1—t)e it dt
N 0

1 -1

_ 2/1(1 — ) cos(wt) dt = 2 [(1 - t)smfdm)} o /1 sin(wt)

0 w

(avec la convention =1siw=0).

2 4sin*(w/2 in(w/2)\?2
= 21— cos(wt) = sin(w/2) <sm(w/ )) .

w? w? w/2
La transformée de Fourier de la fonction intégrable A étant une fonction
continue de w, on a aussi

A(0) = lim (M>2 —1

et le résultat voulu est bien démontré.

2. Pourw € R, on pose ¥(w) := Zkez[ﬁ(w—l—%ﬂ)]?. Montrer que la fonction
U est continue sur R, 2w-périodique, et en déduire qu’il existe deux constantes
strictement positives ¢ et C telles que

VweR, c<¥(w) <C.
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Soit kg € N*. Si w € [—27ky, 27ky], alors, pour tout |k| > ko, on a d’apres
I'inégalité triangulaire,

< 16 < 1
T (w+2km)t T w(|k| — ko)t

IA(w + 2km)[?

d’ott 'on déduit (via le critere de Riemann) la convergence normale des deux
séries de fonctions R
[[A(w + 2k7)]?
k>ko+1
sur [—2kom, 2kom]. Les sommes de ces deux séries de fonctions définissent
donc des fonctions continues sur [—2kom, 2ko7] ; comme ¥ s’obtient sur ce
segment en ajoutant a ces deux sommes la fonction continue

W Z (w + 2km)]?,

k=—ko

la fonction W est bien une fonction continue sur [—2kgm, 2kom]. Comme kg
était arbitraire, c’est en fait une fonction continue sur R. La périodicité de W
résulte de I'invariance du réseau 277 par translation de 27. Puisque W est une
fonction 2m-périodique continue sur R, somme de fonctions positives, c¢’est
une fonction positive bornée par une constante C' (cette borne supérieure
étant d’ailleurs atteinte sur [0, 27]). D’autre part, U ne s’annule pas car pour
que ¥ s’annule en w, il faudrait que ﬁ(w + 2km) = 0 pour tout entier k,
ce qui imposerait sin(w/2 4+ kr) = 0 pour tout entier k, soit w = 2{m pour
[ € Z; mais, pour un tel w = 2lm, on sait que ¥(w) = ¥(2lr) = ¥(0) > 1 =
32(0). Comme fonction 27-périodique continue et ne s’annulant pas sur R, la
fonction positive ¥ est donc minorée par une constante strictement positive
¢, cette borne inférieure étant atteinte sur [0, 27]. On a bien I'encadrement
c < V¥ < (C sur R tout entier.

3. Vérifier, pour tout w € R, pour tout k € Z, la formule

1
/ [(A(t) + At —1))e ™ 2™ qt = A(w + 2kn) .
0

On remarque que

1
A(w + 2km) = /A(t)ei(“’”k”)tdt



! 0
e / A(t>€*iwt€*2iﬂ’kt dt _'_ / A(t>67iwt€72iﬂ’kt dt
0 —1
1 . . 1 ' '
— / A(t>€flwtef2mkt dt + / A(u . 1)€fzw(ufl)€f2z7rku du
0 0

- /01 [(A(t) + e A(t — 1))6‘“} e 2t dt

4. En utilisant la formule de Parseval (que l'on rappellera) pour un élément
de L (R/Z), déduire du résultat établi en (3), que, pour tout w € R,

vo)= [

On fixe ici w € R. D’apres la formule de Parseval appliquée a la classe de
fonction 1-périodique ¢ dont un représentant est donné par

A(t) + e A(t — 1)‘2dt - %(1 + CO;”) .

g 1€ 01— (A(t) + C¥A(E— 1),

on a

4|wm%w:mmﬂz§]%@w,

kEZ

ou )
cx(g) ::/ g(t)e 2t qt
0

On obtient ainsi I'égalité

v = [

La seconde formule est juste un calcul d’intégrale :

2

A(t) +e“A(t —1)| dt.

/O[A(t)]th _ /O[A(l—t)]th:%
/OIA(t)A(t—l)dt _ /Olt(l—t)dt:é

2 2 W
dt = =4+ 2Re"

A(t) +e“A(t - 1) 3 s

1
J
d’ott le résultat (on a utilisé ici dans 'intégrant la relation |a + b|*> = |a|*> +
b|? + 2 Re (ab)).




5. Vérifier qu’il existe un élément (ci)vez € Z(Z) (avec ¢, = c_y sik € Z)
tel que la classe de la fonction 2m-périodique

1 / 3
W — =
U(w) 2+ cosw

modulo les fonctions nulles presque partout soit la limite (dans Lg(R/(27Z)))
de la suite (F,)n>0, ot F, a pour représentant la fonction 2w-périodique a
valeurs réelles

k=n

on donnera explicitement les ¢y, k € Z, sous forme de leur expression intégrale.

La fonction 2m-périodique réelle

1 3
weR+—— =\
U(w) 24+ cosw

est une fonction de classe C*°, donc peut étre considérée comme un représen-
tant d'un élément h de L2(R/(27Z),dw) (que P'on peut aussi considérer
comme un élément de LZ(R/(27Z), dw) en oubliant le fait que 7 admet un
représentant a valeurs réelles). On sait que les classes des fonctions ey,

w+— ek € 7Z, constituent une base hilbertienne du C-espace de Hilbert

LA(R/(27Z),dw). On a donc

27 n ) 2
h(w) — Z cpe

k=—n

Cr = Ck(h) h ek / A e pp— ,ka dw

est le coefficient de Fourier complexe d’indice k (k € Z) de h. Comme la
fonction

lim dw =20,

n—oo 0

ou

3

€ [, T —
w [ Wﬂ}—) 24 cosw

est paire et réelle, on a ¢, = c_p = ¢ (changer w en —w dans I'intégrale) et
les ¢ sont donc réels. Pour tout n € N, le polynome trigonométrique

n

W Z cre™ = co+ 2 Z ¢ cos(kw)

k=—n k=1



(qui n’est rien d’autre que la n-eme somme partielle de Fourier de h) est
a valeurs réelles et la suite (F),),>o des éléments de L3(R/(217Z),dw) ainsi
définie converge vers h dans le R-espace de Hilbert L2(R/(2nZ), dw). La suite
(ck)rez est dans [2(Z) puisque les ¢ s’interprétent comme les coordonnées

de h dans la base hilbertienne (e;)rez de LE(R/(27Z), dw).

6. Montrer que la suite des classes de fonctions

k=n
t— Z At —k

k=—n

converge dans L% (Ry, dt) vers un élément ¢ (on utilisera le fait que la trans-
formation de Fourier réalise, a un facteur multiplicatif prés, une isométrie
de LL(Ry,dt) dans LA(R,,dw) pour transporter le probléme dans le domaine
R, des fréquences).
Si p > n sont deux entiers positifs, la fonction

> At —k)

n<|k|<p
a pour transformée de Fourier
W — (I\l(w) X ( Z cke_ik‘”>
n<|k|<p

car

At —k)(w) = /A(t — ke ™t dt = / A(u)e~ ke gy
R R
= e—ikw / A<u)6—iwu du = e—ikw 3(&)) '
R

Grace a la formule de Plancherel

/ Z At —k ‘dt = /\A Z cpe it

n<|k|<p n<|k|<p
2(k+1)7r A 9
- Z/ (w)\Q‘ Z cre ™ dw
kel n<|k|<p
2
- Z/ w+2k:7r)|2 Z cre el dw
keZ n<\k;\<p
= / ’ Z cxe ik
n<|k|<p
< / Z cre ikl
n<|k|<p




D’apres la conclusion de la question (5), on voit que si n est choisi assez
grand, I’expression ci-dessus peut étre rendue arbitrairement petite. La suite

( Xn: R At — k:))nzo

est donc de Cauchy dans le R-espace de Hilbert L2 (Ry, dt) (qui est complet).
Cette suite est bien convergente dans cet espace vers un élément ¢, dont la
transformée de Fourier (au sens L?) a d’ailleurs pour représentant

~ 3
wr— Aw) V 2+ cosw '

7. Soit o un représentant de ¢ dans L3 (R, dt). Montrer (en justifiant chaque
égalité) que, sily,ly sont deuz entiers

/R ot — L)t — o) dt = % R[%((c:))] ity g

1 2 N 2 )
- = / [A(w + Zkﬂ-)] ez(lgfll)w dw
27 0 U(w)
keZ

1 27 )
- / ez(lg—ll)w dow
2 Jo

et en déduire que la famille (o 1)iez, ou

QDQJ(t) = gD(t—l) VZEZ,

constitue un systéme orthonormé de L% (Ry, dt) (on pensera a utiliser, aprés
Uavoir rappelé, la formule de Plancherel dans LA(Ry, dt)).

Pour tout | € Z, la transformée de Fourier (au sens L?) de o(t — [) est
I’élément de L? dont un représentant est

3 e—ilw N
= A
24 cosw A /\If(w) (w)

D’apres la formule de Plancherel (dédoublée), on a

—ilw

w— e Y5(w) = e A (w)

/Rgo(t—ll)cp(t—b)dt _ —/ T 1)) 9t — ) () dw

ei(llflg)w dw

Trfwmm
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2(k+1)7 | A 2
1 / |A(w)] pilli—l2)w g
2

27 £ Jokr U(w)
1 27 N 2 )
- = / |A(w + 21{77—)' ez(llflg)w dw .
27 0 U(w)
keZ

En utilisant le théoreme de Fubini (avec la mesure produit de la mesure de
comptage sur Z et de la mesure de Lebesgue sur [0, 27], il vient :

1 7 |A(w + 2km) 2 i(11—12)
- i @
27 é/o U(w) c “

2 2 [A(w + 2km)]? )
L [T ez 0 R L
e €Z(l1 l2)w dw = el(ll l2)w dw
21 Jo V(w) 2m Jo

d’apres la définition de ¥. Comme les classes des fonctions w — e*** forment
une base hilbertienne de LA (R/(27Z), dw), la famille (¢g,)1ez constitue bien
un systeme orthonormé de L3 (R, dt).

8. On désigne par Vy le sous-espace fermé de L%(R;,dt) engendré par les
classes des fonctions t — A(t — k), k € Z. Vérifier que la famille (¢o,)iez
forme une base hilbertienne de Vy et en déduire que, si f € LZ(Ry,dt), on a

k=n

Projy, [f] = T [ S (et — k)],

n—+o00

Li(Rt,dt) k=—n

o

VkeZ,u(f) = /Rf(t)go(t— k)dt.

La famille (¢g;)iez constitue un systeme orthonormé d’éléments de Vp. Il
reste a montrer que cette famille est aussi un systeme total. Mais la relation

~ ~ / 3
ﬁ(w)zylﬂ%w(w), Yw e R

et 'on a donc, en notant (dy)rez la suite des coefficients de Fourier complexes
de la fonction continue 2m-périodique

2
W +§)OSW:\/W7

7

se lit aussi



la relation
k=n

A= Tim Y dpp(t —k)

L2(R,dt) k=—n

(il suffit pour cela de reprendre le raisonnement fait aux questions (5) et (6)
en remplacant 1/v/W par V¥ et en échangeant les roles de A et ). On voit
ainsi que A (et donc toutes les classes A(t — k), k € Z) s’approchent dans
L2(Ry, dt) par des combinaisons linéaires finies des ©o,, | € Z. Le systeme
(V0.1)iez est donc bien total dans V; et c’est donc une base hilbertienne de
Vo. L’assertion

k=n

Projy,[f] = lim | > u(F)et — k)]

n—-+oo

LE(Ry,dt) k=—n

pour tout f € LA(Ry, dt) avec

weim [ FOplt =R de = (. fus) = (Proiulf]. o)

résulte du fait que, pour tout g € Vj,

k=n
g=lm [ 2_ (9. ¢ox) 900”“] '
VO k=—n

On applique ce résultat a g = Projy, [f]

p(t/2)
V2

P(2w) = mo(w) p(w),

o 2+ cosw cos(w /22
mo(w) = \/ 2 + cos(2w) [eos(w/2)]"-

On notera dans la suite (hy)nez la suite des coefficients de Fourier complezes
de /2 x g € LA(R/(277Z)). Vérifier que les nombres h,, sont réels, puis,
en remarquant que la fonction mg est de classe C* sur R (et 2m-périodique),
montrer que la suite (hy)nez est un élément de I} (Z).

On a

9. Vérifier que classe de la fonction t —

définit un élément de Vj

et montrer la formule

k=n

p = nlili]w Z CkA<t - /{7) y

L2(R) k=—n
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et donc i
5(t/2 —  A((t—2k)/2
G2y, 802002
V2 EEE, V2
Or )
A(t/2) = A(t) + §(A(t -1+ A(t+1))
(car cette fonction est la « dilatée » de la fonction A et prend respectivement

les valeurs 1/2,1,1/2 aux points —1, 0, 1, la valeur 0 en tous les autres points
entiers) et par conséquent

A((t— 28)/2) = A(t — 2K) + %(A(t k- 1) 4 At — 2k 4 1)).

On voit ainsi que la classe de la fonction

p(t/2)
V2

t—

est bien dans V4. On a d’autre part

3 ~

P(2w) = %—TS(QW) A(2w)

3 sin?(w)

2+ cos(2w)  w?

B 3 sin?(w/2) o
B 2 + cos(2w) (w/2)? (w/2)

2+ cosw 9 .
— s 2

d’ott la formule demandée. Comme la fonction v/2myq est réelle et paire, ses
coefficients de Fourier (h,),cz sont réels et satisfont h, = h_,. La fonction
2m-périodique v/2myq étant de classe C', on a, par intégration par parties et
pour n € Z*,

1
= — 2mb) .
ho, Z,ncn(\/—mo)

Puisque (¢, (v2mh))nez € 12(Z) (puisque mj, est continue et 27-périodique),
I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que ||(hy)nez|l1 < +00 car

1
nez* nez*
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10. Soit Vi le sous-espace vectoriel fermé de Vi engendré par les classes des
fonctions
t/2 —1
t— @14(t) = M, leZ.

V2

Vérifier que les classes @11, | € Z, forment une base hilbertienne de Vi et

que st
9= E Uk Lok
keZ

est un élément de Vy, la projection orthogonale de g sur V; est donnée par

Projvl [g] = Z ’ngbl,k‘ 3
keZ

o1l
VkeZ, v ::Zuyhl,_gk.

VEZ

En faisant le changement de variables ¢ = 2u, on constate que
[ en®eitdt = [ oo du= (oo, o)
R R

(les V2 au dénominateur se simplifient grace au facteur 2 au numérateur) et
le systéme (1;)ez est bien un systéme orthonormé de L (R;, dt) d’apres le
résultat établi a la question (7). Ce systeéme constitue donc un base hilber-
tienne du sous-espace vectoriel fermé de V; qu’il engendre, a savoir V; (c’est
un systeme orthonormé total dans ce sous-espace V;). Si © est un élément de
Vi, on a
0= (0, Gra) ik,
kEZ
la convergence de la série étant entendue, comme a la question (8), au sens

L2, c’est-a-dire
n

)= i [ o Vo]
v=am Z (U, P1k) PLE

L2(Ry,dt) k=—n

En appliquant cette formule a © = Projy, [¢], on trouve donc

Projy,[g] = > (Projy,[d], ¢14) 14
kEZ
= Z<97¢1,k>¢1,k-
keZ
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Si l'on pose vy := (g, ¥14), on constate, par continuité du produit scalaire

et puisque
n
gi=Tm | 37w,
L2(Re,dt) v=—n
que

ve = lim [ > /R wo. (t)p1x(t) dt]

pour tout £ € Z. Or, grace a la formule de Plancherel, on a, pour tout
k,v eZ,

1 N —ivw .
/ o (t)pri(t)dt = o Blw)e ™2 (2w)e 2k duw
R R
\/5 A —i(v—2k)w
= 5 | mo@)E)Pe 0
\/Q 201+ R .
= on mo(w)[(w)]Pe 20 du
n €7, 2l
2 2 ‘
= QKZ / o (w)[B(w + 20 2e 200 g,
T 0

— X2 W) ( Y (Bw + 2l7r)]2>e_i(”_2k)w dw

27
0 ez

la derniere égalité résultant du théoreme de Fubini appliqué avec la mesure
produit de la mesure de comptage sur Z et de la mesure de Lebesgue sur
[0, 27]. Or

L R N

24 cosw
- leZ

> [Bw + 2im)]

leZ

pour tout w € R (d’apres la question (5)). On a donc bien

1 [ .
/ o, (1)1 x(t) dt = —/ \/imo(w)e_z(”_%)w dw = h,_a,
R ’ 21 Jo

et, par conséquent,

v = n1—i>I—|I-1c>o { Z Uy /]R o (t)e1k(t) dt}

v=—n
n

=l [ 30wk

v=—n

= E uuhu—Qk )

VEZL
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la convergence normale de la derniere série bilatere résultant de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

11. Montrer que l'on définit un opérateur linéaire continu de 1%(Z) dans
lui-méme en posant

R[ Uk keZ = (Zuy v— 2k> )
keZ

on vérifiera pour cela les inégalités (que 'on justifiera) :

S bl theead)” = 30 (3 bl /Tl VTl )

k€eZ veZ keZ veZ

< ezl | 30D lunl 1o

keZ veZl
< [ (hn)nezl? 1l (wr)rez?

Vérifier que l'adjoint R* de R est l'opérateur

(Uk>k€Z — ( Z Uy hk2u) .
keZ

VEZL
On a
S (S bl o) = 3 (2 el /Tl % VT )
keZ vel keZ veZ
< (X ol ) (X ]
keZ veZ VEZL
< 2 (Z ) (3 -]
ke VvEZ VEZL
< ezl | 303 lunf 1o
ke€Z veZ

grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et a 'invariance de la mesure de comp-
tage sur Z par translation. Par Fubini-Tonelli,

SN ezl = 3 (D ek

kEZ veL Ve kez
< [[(hn)nezllill (ue)rezlls -

On a donc bien
| R[(ur)kezll2 < | (hn)nezllt % || (ur)rezll2
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puisque

2

IRluorezll = 30D whu o

keZ veZ

2

< (D lwllha)
kEeZ VEZ

Ceci prouve que R est bien un opérateur linéaire (la linéarité est évidente) et
continu de [%(Z) dans lui-méme, de norme au plus ||(h,)nez||1- Pour trouver
I’adjoint de R, il suffit d’appliquer la formule d’adjonction, 1’adjoint étant
défini par la regle

(Rlu], v) = (u, R*[v]) Vu,v € I5(Z).

Or, grace au théoreme de Fubini et a une interversion des indices muets v et
k
Y

(Blul, v) = 30 (D whuan e

keZ veL

= > u ( > Ukhu—2k>

VEZL kEeZ

= Z Vg ( Z Uyhk—2y> )

keZ VEZ

ce qui prouve par identification (avec la formule d’adjonction) que 1’adjoint
R* de R est bien 'opérateur

(Uk>k€Z — ( Z Uy hk2u) .
keZ

VEZL
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