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Textes de Devoirs surveillés






Université Bordeaux I — 2005/06 MISMI — Semestre d’orientation
Mathématiques Toutes séries

D.S. 1
29 Octobre 2005 — 8h30-9h50

Baréme indicatif : 3+34+2+4+4+4

Probléme 1. (1) [Cours] Donner la définition d’une application injective, et la définition d’une
application surjective.

(2) Donner un exemple d’application injective, mais pas surjective.

(3) Donner un exemple d’application surjective, mais pas injective.

Probleme 2. (1) [Cours] Donner les tableaux de vérité des connecteurs logiques A (« et »), V
(« ou »), = (« implique ») et = (« non »).
(2) Donner le tableau de vérité de Pexpression

(PAQ)V(=PAQ)) < Q.

Probléeme 3. Enoncer la formule du bindme pour (x +y)°.

Probléeme 4. (1) Calculer le pged d de a = 1045 et b = 1900.
(2) Trouver des entiers u, v tels que au + bv = d.

Probleme 5. Montrer par récurrence sur n que

(n+1)(2n+1)(2n+ 3)

P+3+ 4+ (@2n+1)?= 2

pour n > 0.

Probléme 6. On consideére les sous-ensembles suivants de nombres réels :
Xp,={zeR | 1<2% <3}

pour n > 1.

(1) Montrer que X, est un intervalle, déterminer la borne inférieure et la borne supérieure de X,.
Placer sur un dessin X1, X5, X3.

(2) On considere I’'ensemble X qui est la réunion de tout les X,, pour n > 1. Montrer que X est un
ensemble majoré par 2 et minoré par 0.

(3) Montrer que la borne supérieure de X est 3/2 et que 3/2 ¢ X.

(4) Soit a > 0 tel que a < 1/2. Montrer que a n’est pas un minorant de X. En déduire que la borne
inférieure de X est égale a 0.



CORRIGE du DS1

Probleme 1. (1) [Cours] Une application f : X — Y est injective si :
V(x1,20) € X x X, 21 # 29 = f(x1) # f(22).

(des éléments différents de X ont des images différentes par f).
Une application f : X — Y est surjective si :

VyeY, Jze X, fla)=y
(tout élément de Y est I'image par f d’au moins un élément de X).
(2) L’application
R—R
R
T e
est injective (car e® = e¥ si et seulement si x = y), mais non surjective car e* > 0 pour tout x.

(3) L’application

(x,y) —z

;. {RXR—>R

est surjective (car pour tout « € R, on a = f((x,0))) mais non injective (car f((2,0)) = f((2,1)) par
exemple).

Probléeme 2. (1) [Cours| Les tableaux de vérité sont

P/\QHQ:f‘Q:V P\/QHQ:f‘Q:V
P=f f f P=f f v
P=v f \s P=v v \s
P:>QH Q:f‘ Q=v H -P
P=f v v P=f v
P=v f v P=v f

(2) Le tableau de vérité de I'expression

(PAQ)V(—PAQ)) & Q
est
| Q=f | Q=v
P=f v v
P=v v v

Par exemple, quand P=vet Q=f, PAQ=f,-PAQ=f, (PANQ)V (-PAQ) = f, ol le résultat
dans ce cas.

Probléme 3. La formule du binome pour (z + y)° est
(z +y)° = 2° + 5zty + 1023y + 1022y + Say* + o/,
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les coeflicients pouvant étre trouvés a l’aide du triangle de Pascal :

1

11

121
1331
14641
15101051

Probleme 4. (1) Soit a = 1045 et b = 1900. L’algorithme d’Euclide fournit, en soulignant les
restes successifs :

1045 = 0- 1900 + 1045
1900 = 1- 1045 + 855
1045 = 1- 855 + 190
855 =4-190+ 95

190 =295 +[0]

ce qui signifie que d = 95, le dernier reste non nul.
(2) Pour déterminer une solution (u,v) de d = au + bv, on remonte 'algorithme a l’envers :

190

—4.
95|=2855—4- (1045 —1-855)
=5.855—4-1045

[95]=5-(1 00—1045) 4-1045

=5-1900 — 9 - 1045.

donc u = —9, v = 5 conviennent.
Probléme 5. Soit P(n) lassertion :

(n+1)(2n+1)(2n+3)
3

€12 4324+ +(2n+1)% = »

Pour n=0o0n a
O+1)(2-0+1)(2-0+3)
3 b

=(2-0+1)*=

ce qui montre que P(0) est vraie.
Supposons que P(n) est vraie, ot n > 0 est un entier. On a alors

P24+32 4+ 20+ 12+ 2+ 1)+ 1)2=12432 4+ .+ (2n+1)2 + (2n + 3)?

_ (n+1)2n+1)(2n+3)
= 3 + (2n + 3)?




(en utilisant P(n), vraie par hypothése)

_ (n+1)(2n+1)(2n + 3) + 3(2n + 3)?
(2n—|—3){(n+1)(23n—|—1) +3(2n +3)}

_ @2+ + 1){2n23+ 3n+146n+9}

_ @2+ + 1){2n23+ 9n + 10}

_ @+ 1){3(n—|- 2)(2n +5)}

_((n+ D+ 1)(2(3n +;) +1)(2(n+1)+3)

Cela montre que P(n + 1) est alors valide. Donc, par récurrence sur n > 0, on en déduit que P(n) est
vraie pour tout n > 0.

Probléme 6. On consideére les sous-ensembles suivants de nombres réels :

X,={zeR|1<2" <3}

pour n > 1.
(1) En utilisant les régles pour 'ordre, on a
1 3 1 3
P P N

qui est bien un intervalle. La borne supérieure d’un intervalle du type Ja,b[ (ou [a,b]) est égale a b et

sa borne inférieure a a, donc
1

sup X,, = i, inf X,, = —.
27L 2?’L
Le dessin de X =]1/2,3/2[, X5 =|1/4,3/4] et X3 =]1/8,3/8][ est laissé au lecteur...
(2) Soit X la réunion de tout les X,, pour n > 1. Pour montrer que 2 est un majorant de X, il faut
montrer que
VeelX, z<2.

Soit donc x € X. D’apres la construction de X, il existe n > 1 tel que z € X,, =|1/2",3/2"[. On a alors
x < 3/2™. Comme n > 1, on voit que 3/2™ < 3/2 < 2, et on a donc bien vérifié I’assertion demandée.
De méme, pour montrer que 0 est un minorant de X, il faut montrer que

VeelX, 0<x.

Mais il est encore évident que tout élément de X,,, n > 1, est strictement positif, donc cette assertion
est correcte.

(3) Pour montrer que sup X = 3/2, il faut montrer que 3/2 est un majorant de X, et que si a < 3/2
est un réel quelconque, alors o n’est pas un majorant de X.

Pour le premier point, on procede comme & la question précédente : on y a, en effet, montré que si
x € X, il existe n > 1 tel que < 3/2", donc x < 3/2 dans tout les cas. Ainsi 3/2 est bien un majorant
de X.

Soit maintenant a < 3/2 arbitraire. Si @ < 1/2, « n’est pas un majorant de X car, par exemple
a<1leX;=]1/2,3/2] (donc z < « pour tout € X est faux).
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Sil/2 < a<3/2 onaac X, mais alors 8 = (3/2 + «)/2, le milieu du segment entre o et 3/2,
est encore dans X, et vérifie § > a. La encore, on voit que a n’est pas un majorant de X.

On a donc vérifié que sup X = 3/2. Dans la premiere étape on a méme observé que x € X implique
x < 3/2,donc 3/2 ¢ X.

(4) Soit a > 0 tel que a < 1/2. Sin > 1 est un entier assez grand, on a 1/2™ < a : il suffit en effet de
choisir n > In(1/a)/In(2), ce qui est possible car 1/a > 0. On a alors 1/2" € X,, 11 =]1/27F1 3/2nH|
(c’est le milieu de X,,41) donc 1/2™ est un élément de X qui est < a, ce qui montre que a ne minore
pas X.

Comme de plus on sait que 0 est un minorant de X, que de plus si @ > 1/2, on a 1/4 < a et

1/4 € X3 C X (donc a n’est pas non plus un minorant), on a bien montré que 0 est la borne inférieure
de X.



Université Bordeaux I — 2005/2006 MISMI — Semestre d’orientation
Mathématiques Toutes séries

D.S. 2
10 décembre 2005

Baréme indicatif : 4 +4+4+4+4

Probléme 1.
(1) Calculer dans C les racines quatriemes de z = 8i.
(2) Les porter sur un graphique et préciser la figure géométrique ayant pour sommets les racines.

Probléme 2.

Etudier les limites suivantes :

(1) limp— 400 —ﬁ(rﬂ —n—2)
1

(2) limx_,3 z—3  72-9
. — /72
(3) limg— oo 2i—\/ix;ri1
3 1
(4) limg ;e

Probléme 3.

(1) Soit f une fonction numérique définie sur R, expliciter avec des quantificateurs le fait que f soit
continue en un point zg de R.

(2) Demontrer I'implication :  f dérivable en xyg = f continue en

Probléme 4.
(1) Calculer /A _t9r o

0 cos?x
z

(2) Par changement de variable u = v/e* — 1, calculer LL:; Miemdaﬁ ou Ln est la fonction

logarithme néperien.

Probléme 5.

Trouver sur |0, +00[ la solution du probléme de Cauchy y = Ly — 2% avec y(1) = -3,

10



Deuxieme partie

Texte de ’examen de session 1
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ANNEE 2005-2006 SESSION DE JANVIER 2006
GU : MISMI UE : MIS101
Date : 5/01/2006 Durée : 3h00

Documents non autorisés

Les deuz parties sont indépendantes et notées respectivement sur 6 points (sur 20) et 14 points (sur 20); les exercices
1 a 6 de la partie applicative (partie 11) sont totalement indépendants entre eux et peuvent étre traités dans un ordre

arbitraire. Les trois séries de questions de la partie I sont elles aussi totalement indépendantes entre elles.

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Série de questions I

I.a. Soit f une application d’un ensemble X dans un ensemble Y. Définir I'image directe f(A) d’un
sous-ensemble A de X et I'image inverse f~1(B) d'un sous-ensemble B de Y.

I.b. Montrer que si f est une application injective de X dans Y, on a f~1(f(A4)) = A pour tout
sous-ensemble A de X.

Série de questions II

Soit (un)nen une suite de nombres réels.

IL.a. Ecrire a 'aide de quantificateurs l'assertion : lim w, = 2.
n—-+o0o

IL.b. Ecrire & Daide de quantificateurs (et sans faire intervenir le symbole de négation —) I'assertion :
“la suite (uy)nen ne tend pas vers 2 lorsque n tend vers 400”.

II.c. Montrer que si la suite (uy,)nen vérifie assertion
IN>1,Vn>N, VM eN, |u, —2| <107,

alors u,, = 2 pour tout n assez grand.

Série de questions IIT

ITI.a. Rappeler le principe du raisonnement par récurrence.

ITI.b. Montrer que, pour tout entier n > 2, on a la formule

i# N
= k(k? — 1) 16 4n2(n+1)2°

13



DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.

1.a. A laide des formules d’Euler, calculer sin® # en fonction de sin 6 et sin(360) lorsque 6 est un nombre
réel.

1.b. Montrer (en utilisant le résultat établi au 1.a) que o = sin(mw/9) est une solution de ’équation
8X% —6X +v3=0. (%)

1.c. Calculer, en vous aidant encore du résultat établi au 1.a,
/2 )
/ sin®(9) d6 .
0

Exercice 2.

2.a. Comment la fonction Arctan (“Arctangente”) est elle liée & la fonction “tangente” (tan)? Quel
est le domaine de définition de la fonction Arctan? La fonction Arctan est-elle dérivable sur tout son
domaine de définition ? Si oui, calculer sa dérivée.

2.b. Exprimer en termes de fonctions classiques (fonctions polynomiales et prise de racine carrée) les
fonctions

x +—— cos(Arctanz)

x +—— sin(Arctanz)

apres avoir précisé leurs domaines respectifs de définition. Calculer ensuite les dérivées de ces deux
fonctions.

2.c. Montrer que

/”/4 dx K
o (1+tan%z) cos?z 4~
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Exercice 3.
3.a. Soit a > 1 un entier ; montrer que si a® est divisible par 3, alors a est divisible par 3.

3.b. On suppose que 'entier a n’est pas divisible par 3; quelles sont les valeurs possibles pour le reste
dans la division euclidienne de a par 37?7

3.c. Trouver, lorsque a = 1001, un couple d’entiers (u,v), u,v € Z, tel que 1 = au + 3v.

Exercice 4.

4.a. Soit n € N. En utilisant la formule d’intégration par parties, montrer que la recherche d’une
primitive F,, de la fonction
fn iz €R— 2" log(1 + 2?)

se ramene a celle de la recherche d’une primitive GG,, de la fonction

:L.n+2
Gn T ER+— ——

(on donnera explicitement la formule permettant d’exprimer une primitive F,, de f,, en fonction d’une
primitive G,, de g,).

4.b. En utilisant l'identité x% = 1 + (1 4+ 22)(2? — 1), déduire de 4.a une primitive de la fonction gs,
puis de la fonction fs.

Exercice 5.

Soient R, L, c trois nombres strictement positifs (R pour “résistance”, L pour “inductance”, ¢ pour

“capacité”, le modele sous-jacent étant celui d’un circuit électronique RLC couplant une résistance R,

un condensateur de capacité ¢ et une bobine d’inductance L). On suppose que les parametres sont

ajustés pour que R?c? — 4Lc soit un nombre réel strictement négatif que 1’on écrit donc sous la forme

R?c? — 4Lc = —w? avec w = V4Lc — R2¢2 > 0.

5.a. Exprimer en fonction de R, L, ¢,w I'unique fonction y : R — R, deux fois dérivable, telle que
Ley'(t)+Rey'(t) +yt) =0  VteR,

satisfaisant de plus aux conditions initiales y(0) = 0, y’(0) = 1. La fonction y a-t-elle une limite (finie
ou infinie) lorsque ¢ tend vers +oco (si oui préciser la valeur de cette limite) ? A-t-elle une limite (finie
ou infinie) lorsque ¢ tend vers —oo ?

5.b. On choisit des valeurs numériques pour les parametres R, L, ¢, a savoir : R = L = 2,¢ = 1. Donner
explicitement I'unique fonction y : R — R, deux fois dérivable, telle que

2y (t) +2y'(t) + y(t) = exp(—t)  VtER,

satisfaisant de plus aux deux conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0.

Exercice 6.
On considere dans I'espace R? le plan P d’équation
20 +4y —22=2,
On considere aussi (toujours dans R?) la droite D,,, d’équations
3 — 12y — 3z = 3
z + y + mz = 3
(m étant un parametre dont la droite dépend).

Chercher (suivant les valeurs de m) les points (z,y,z) d’intersection de P et de D,,; on posera le
systeme linéaire & 3 inconnues vérifié par les coordonnées de ces points, puis on résoudra ce systéme
par la méthode du pivot.

15
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Troisieme partie

Corrigé de '’examen de session 1
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GU : MISMI UE : MIS101
Date : 5/01/2006 Durée : 3h00

Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Série de questions I

La. Soit f une application d’un ensemble X dans un ensemble Y. Définir limage directe f(A) d’un
sous-ensemble A de X et l'image inverse f~1(B) d’un sous-ensemble B de Y .

fA) ={f(x), zcA} [ (B)={reX, f(z)e B}
I.b. Montrer que si f est une application injective de X dans Y, on a f~1(f(A)) = A pour tout sous-
ensemble A de X.
Soit f injective, on a alors x € f~1(f(A)) & f(z) € f(A) & Ty € A, f(y) = f(z).
Grace a l'injectivité de f, la derniere assertion implique que z = y et donc que = € A, la réciproque
étant triviale.
On a donc bien f~1(f(A4)) = A.

Série_de questions II

Soit (un)nen une suite de nombres réels.

IL.a. Ecrire a laide de quantificateurs ’assertion : lim wu, = 2.

n—-+oo
Ve >0,IN eN,n> N = |u, —2| <e¢

ILb. Ecrire & Uaide de quantificateurs (et sans faire intervenir le symbole de négation —) lassertion :
“la suite (un)nen ne tend pas vers 2 lorsque n tend vers +00”.
C’est la négation de ’assertion précédente :

Je>0,YNeN,In> N, |u, —2|>¢

II.c. Montrer que si la suite (uy,)nen vérifie l'assertion
IN>1,Vn>N,VMEeN, |u, —2| <107,

alors u, = 2 pour tout n assez grand.

Soit 1 > ¢ > 0. On a, pour M > —lgoggfo,et pour n > N, |u, — 2| < ¢

donc Vn > N, |u, — 2| est la borne inférieure de ]0; 1] donc Vn > N, u,, = 2

Série de questions I1I

ITI.a. Rappeler le principe du raisonnement par récurrence.
cf. cours

IIL.b. Montrer que, pour tout entier n > 2, on a la formule
" 1 1 1

F, S — )
(Fn) kz—z k(k2—1)2 16 4n?(n+1)2

- 22 i L 5= 2(221_1)2 =1/18 et £ — m =1/16 — 1/144 = 1/18 donc (F3) est vraie .

19



n+1
- Si (Fn) est vraie alors kzz m = % - 4n2(71+1)2 + (n+1)((n1-|-1)2—1)2

1 1 _ 1 1 1 _ 1
Or I D((n+1)2—1)2 ~ 2nZ(n+1)? — nZ(n+l) ((n+2)2 - 4(n+1)) =~ ImFD ) ot donc (Fnt1) est
vraie.
— (Fy) est vraie et (F},) = (Fp4+1) donc d’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour

n
tout entier n > 2, on a la formule ) m = % - m
k=2

DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.

l.a. A laide des formules d’Buler, calculer sin® @ en fonction de sin @ et sin(360) lorsque @ est un nombre
réel.
On utilise la formule d’Euler pour le sinus puis la formule du binéme.

= z—ZSin39+%sin9

s el _ o—if 3 30 _ =30 _ 3,10 4 3,—if 1
sin® 0 = - —
2i (2i)3

1.b. Montrer (en utilisant le résultat établi au 1.a) que o = sin(w/9) est une solution de l’équation
8X% —6X +V3=0. (%)

8a3 — 6a + /3 = —2sin(37/9) + 6sin(7/9) — 6sin(7/9) +v/3 = —2v/3/2 + /3 = 0 donc « est solution
de (x)

1.c. Calculer, en vous aidant encore du résultat établi au 1.a, foﬂ/Q sin®(0) d .

fow/z sin®() df = OW/Q (—1sin30 + 3sing) df = [Leos3? %cos@]g/2 =-1/124+3/4=2/3

Exercice 2.

2.a. Comment la fonction Arctan (“Arctangente”) est elle liée a la fonction “tangente” (tan) ¢ Quel
est le domaine de définition de la fonction Arctan ? La fonction Arctan est-elle dérivable sur tout son
domaine de définition ¢ Si oui, calculer sa dérivée.

C’est du cours.

2.b. Ezprimer en termes de fonctions classiques (fonctions polynomiales et prise de racine carrée) les
fonctions

fi:x — cos(Arctanx)

forx +—— sin(Arctanz)

apres avoir précisé leurs domaines respectifs de définition. Calculer ensuite les dérivées de ces deux
fonctions. Les fonctions fi et fo sont définies sur R ( ce sont des composées de fonctions définies sur
R).

Pour tout réel x, Arctanz €] — 7/2; /2],

donc cos(Arctanz) = /cos?(Arctanx) = , / 1+tan(grctanw) = \/11”2

Pour tout réel z, Arctanz €] — 7/2;7/2[ et Arctan z est du signe de = que ’on note e(x),
donc sin(Arctanz) = e(z)y/sin’(Arctan ) = e(x),/1 — cos?(Arctanz) = e(z)/1 — H%

donc sin(Arctanz) = () % =t

20



Les fonctions f; et fo sont dérivables sur R comme composées de fonctions dérivables sur R et d’apres
la formule de dérivation des fonctions composées on a, pour tout réel x :

1 . T
fi(z) = T X (—sin(Arctanz)) = —m
et
Hx) = SN (cos(Arctanx)) = _
2 14 22 (1+ x2)%

2.c. Montrer que

/”/4 dx K
o (1+tan’z) cos?z 4~

Pour tout réel « € [0;7/4], 1+ tan®?z = —1— donc m =1
L1 /4 d _rm/4 o
On en déduit que [; T ewe: = Jo dz=17.

21



Exercice 3.

3.a. Soit a > 1 un entier; montrer que si a® est divisible par 3, alors a est divisible par 3.

Soit @ > 1 un entier.

On effectue la division euclidienne de a par 3 : a = 3¢ + r avec ¢, r entiers naturels et r € {0,1,2}.
Grace & la formule du binoéme, a® = (3¢+7)? = 33¢> +3x3%2¢%r+3x3qr?+r3 = 3(32¢>+32¢%*r+3¢r?)+13
donc 7% = a® — 3(32¢3 + 3%2¢%r + 3¢r?)

donc si 3|a® alors 3|r3.

Or 72 ne prend que les valeurs {0, 1,8} dont seule 0 est un multiple de 3.

Donc si 3|a® alors r = 0 et donc 3|a.

3.b. On suppose que l’entier quelles sont les valeurs possibles pour le reste dans la division euclidienne
de a par 3 ?

Si I’entier a n’est pas divisible par 3, le reste de la division euclidienne de a par 3 vaut 1 ou 2.

3.c. Trouver, lorsque a = 1001, un couple d’entiers (u,v), u,v € Z, tel que 1 = au + 3v.

En appliquant 1’algorithme d’Euclide et en le "remontant”, on trouve : —1 x 1001 +3 %334 = 1(u = -1
et v = 334).

Exercice 4.

4.a. Soit n € N. En utilisant la formule d’intégration par parties, montrer que la recherche d’une
primitive F,, de la fonction
fo 2 € R— 2" log(1 + %)

se ramene a celle de la recherche d’une primitive G,, de la fonction
xn+2

w T ER ———

(on donnera explicitement la formule permettant d’exprimer une primitive F,, de f, en fonction d’une
primitive Gy, de gy ).
Fo(z) = [ fo(z)dz = [ 2™log(l + 2?)dx =
n+41
F.(z)= T X log(1 + x?) — %HG,L(:U)
4.b. En utilisant Uidentité x* = 1+ (1 + 22)(2? — 1), déduire de 4.a une primitive de la fonction go,
puis de la fonction fs.
D’apres l'identité 2% = 1+ (1 + 2?)(2? — 1), pour tout réel z, ga(z) = % = H% +a? -1
3
donc Go(x) = [ go(x)dr = Arctanz + & — x + cste
donc Fr(z) = ‘”—; log(1 + 2?) — 2 (Arctanx + %3 — x) + cste

a:n+1

n+1

x log(1 + 2?%) — n%_l Jantt 1_2&2 dx

Exercice 5.

Soient R, L,c trois nombres strictement positifs (R pour “résistance”, L pour “inductance”, ¢ pour
“capacité”, le modéle sous-jacent étant celui d’un circuit électronique RLC couplant une résistance
R, un condensateur de capacité ¢ et une bobine d’inductance L). On suppose que les paramétres sont
ajustés pour que R%2c? — 4Lc soit un nombre réel strictement négatif que l'on écrit donc sous la forme
R?c? — 4Lc = —w? avec w = V4Lc — R2c2 > 0.

5.a. Ezprimer en fonction de R, L, c,w l'unique fonction y : R — R, deuz fois dérivable, telle que
Ley"(t)+ Rey'(t) +y(t) =0 VteR,

satisfaisant de plus auz conditions initiales y(0) = 0, y'(0) = 1. La fonction y a-t-elle une limite (finie
ou infinie) lorsque t tend vers +oo (si oui préciser la valeur de cette limite) ¢ A-t-elle une limite (finie
ou infinie) lorsque t tend vers —oo ¢
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L’équation caractéristique de I’équation différentielle est Le X2 + ReX + 1 = 0. Elle a 2 racines

complexes conjuguées —% + 157 donc

VEER, y(t)=e 2! (A cos (ﬁ t) + B sin (i t))

ou A et B sont des constantes réelles que nous ajustons en utilisant les conditions initiales.

y(0)=0=A=0.

On a alors y/(t) = Be 2t t (— 4k sin (32 t) + 55 cos (325 t)) et donc y/(0) =1 = B = 2L<
Conclusion :pour ¢t € R,

y est le produit d’une fonction bornée par une fonction de limite nulle en +o0o done lim;_, o y(t) = 0.
y n’a pas de limite en —oo.
5.b. On choisit des valeurs numériques pour les parametres R, L, ¢, a savoir : R =L = 2,¢ = 1. Donner
explicitement 'unique fonction y : R — R, deux fois dérivable, telle que

2y" (t) + 2y (t) + y(t) = exp(—t) vt e R,

satisfaisant de plus auz deux conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0.
Une solution particuliere de cette équation sur R est ¢ — et

La solution générale de ’équation différentielle donnée est la somme d’une solution particuliere et la solu-

tion générale de ’équation homogene ( cf question précédente) donc y(t) = e tte st (A cos (% t) + Bsin (% t))
On ajuste les constantes A et B grace aux conditions initiales. On trouve A = —1 et B = 1 donc

1
WtER, y(t)=e e 2! (Sin (2 t) — cos (; t>>

On considére dans Uespace R? le plan P d’équation

Exercice 6.

20+ 4y — 22 =2,
On considére aussi (toujours dans R3) la droite D,, d’équations

3r — 12y — 3z = 3
r + y + mz = 3

(m étant un paramétre dont la droite dépend).

Chercher (suivant les valeurs de m) les points (x,y,z) d’intersection de P et de D,, ; on posera le
systéme linéaire a 3 inconnues vérifié par les coordonnées de ces points, puis on résoudra ce systéme
par la méthode du pivot.

Les coordonnées (x,y, z) des points d’intersection de P et de D,,, vérifient le systéme linéaire suivant :

2¢ + 4y - 2z = 2
3r — 12y — 3z = 3
r + y 4+ mz = 3

On le résout par la méthode du pivot de Gauss, les systemes suivants sont équivalents :

20 + 4y — 22 = 2 Ly« 1iL,
3 — 12y — 3z = 3 Ly — 5Lo
r + y + mz = 3
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r + 2y — =z =1
r — 4y — z =1 Lg — L2 — L1
r + y + mz = 3 Ly «— L3 — 1Ly
r + 2y - z = 1
— 6y = 0
-y 4+ (m+1)z = 2
T — z =1
Yy =0
(m+1)z = 2
— Sim = —1 le systéme n’a pas de solutions, la droite D_; est strictement parallele au plan P
— Sim # —1, D,, est sécante & P au point de coordonnées (nml—ﬁ, 0, miﬂ)
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Documents non autorisés

Les deuz parties sont indépendantes et notées respectivement sur 6 points (sur 20) et 14 points (sur 20); les exercices
1 a 6 de la partie applicative (partie 11) sont totalement indépendants entre eux et peuvent étre traités dans un ordre

arbitraire. Les trois séries de questions de la partie I sont elles aussi totalement indépendantes entre elles.

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Série de questions I

On considére ’ensemble
U:={z€C; |z =1}

et les applications f; et fo de U dans C définies par

fi ¢ o228

22

fo At

I.a. Rappeler ce que signifient, pour une application f d’un ensemble F dans un ensemble F les
assertions
f injective

f surjective

L.b. Quel est 'ensemble f1(U)? Quel est Pensemble f;'({1})? L’application f; est elle injective ?
surjective de U dans C? surjective de U dans U ?

I.c. Dessiner ’ensemble U et montrer que deux nombres complexes z; et zo de U tels que |21 — 22| = 2
sont nécessairement diamétralement opposés ; en déduire que fo est une application injective de U dans

C.

Série de questions II

Il.a. Ecrire, sans faire apparaitre le signe — de négation, la négation de ’assertion logique suivante :
Ye>0,3n > 0,¥(z,y) €R?, (|Jz —y| <n =" —e¥| <e).

IL.b. Ecrire, sans faire apparaitre le signe — de négation, la négation de ’assertion logique suivante :

Ve e R,VA > 0,Ve > 0,3y € R,
(st <0 0 (£ ).

Série de questions IIT

ITI.a. Rappeler le principe du raisonnement par récurrence.

ITI.b. Montrer que pour tout entier non nul n et pour tout nombre réel non nul z, on a
n
sing = 2”(1‘[ cos(x/QJ)> sin(z/2") .
j=1
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IIl.c. Ecrire en utilisant les quantificateurs V et d ’assertion :

lim (51n£f§3")) =1;

n—-+4oo

cette assertion est elle vraie ou fausse (justifier votre réponse) ?
I11.d. Vérifier

n—-+o0o €T

lim (ﬁcos(x/Qj)) = sinx.

DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.
Soient a et b deux nombres entiers non nuls premiers entre eux.

1.a. Montrer qu’il existe au moins deux nombres entiers c et d tels que ad — bc = 1; exhiber deux tels
nombres ¢ et d lorsque a = 31 et b = 6.

On suppose a partir de maintenant que a, b, ¢, d sont quatre nombres entiers tels que ad — bc = 1.
1.b. Pour quelles valeurs de z € C la quantité

az+b
cz+d

est-elle définie (on distinguera les cas c=0et ¢ #0)?

1.c. Si ¢ = 0, montrer que 'on a nécessairement a = d et que I’équation

az+b
=z
cz+d
n’admet aucune solution dans C.
1.d. Si ¢ # 0, montrer que 1’équation
az+b
=2z
cz+d

peut avoir, selon la valeur de a + d :

- soit une racine double réelle

- soit deux racines complexes disctinctes et conjuguées

- soit deux racines réelles distinctes.

Déterminer la condition sur a + d correspondant a chacun des trois sous-cas.

Exercice 2.

Calculer les limites suivantes :

im((xiél) a (x2i16))
lim (W—&r)

r——+00 T — .’I)Q + 2
z/3 -1

i (21,

r—1 xTr° — ]_

Exercice 3.
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On considere la fonction f : R\ {1} — R définie par

Ve e R\ {x1}, f(z) zcos(

=
2 -1/

3.a. Montrer que cette fonction est dérivable sur R\ {£1} et exprimer en termes de fonctions classiques
la fonction dérivée f’.

3.b. Soit (uy)n>1 la suite numérique de terme général

/ 1
Y Jr2n

montrer que les deux suites (uy,)n>1 €t (f(uy))n>1 sont convergentes lorsque n tend vers 400 et calculer
leurs limites respectives.

3.c. Déterminer une suite (v, ),>1 de nombres réels différents de +1 telle que
li = 1
R
ni, Flon) = =1
3.d. La fonction f admet-elle une limite en z =17 en z = —17 Mémes questions pour la fonction

x € R\ {1} — /|22 — 1] f(x).

Exercice 4.

4.a. Quelle est la dérivée de la fonction x € R — arctan z (ol arctan désigne la fonction arc-tangente) ?
Exprimer a partir des fonctions classiques une primitive de la fonction

r —— xarctanx.

4.b. Déterminer des nombres réels a, b, ¢ tels que, pour tout u € R\ {—1},

u _a . bu+c¢
(1+u)? 1+u (1+u)?’

4.c. En utilisant un changement de variables approprié et les résultats des deux questions précédentes,
exprimer en termes de valeurs numériques de fonctions classiques 'intégrale

? 7 4 1
[ X (arctan (x ) + m) dﬂj .

Exercice 5.
5.a. En utilisant le changement de variables u = tan (¢/2) (ou tan désigne la fonction tangente), montrer
qu’une primitive sur | — /2, 7/2[ de la fonction

1

t— ——
cost

est la fonction
t — log(tan(t/2 + 7 /4)),

ou log désigne le logarithme néperien.
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5.b. Trouver toutes les solutions f :]—m/2,7/2[— R de I’équation différentielle homogene du premier
ordre :
cost X f'(t) +sint x f(t)=0;

de combien de parametres dépendent ces solutions ?

5.c. Un point mobile M (t) de 'axe réel est repéré par son abscisse
x(t) = 0M(t)

par rapport a lorigine 0. On suppose qu’a U'instant ¢ = 0, le point M est a lorigine (z(0) = 0) et que le
déplacement du point M (t) en fonction du temps est régi par I’équation différentielle du premier ordre :

cost x z'(t) +sint x z(t) = cost.

Calculer la trajectoire t — x(t) du point M (¢) & partir de I'instant ¢ = 0 (on utilisera le résultat établi
au 5.a). La fonction
t — x(t)

admet-elle une limite lorsque ¢ tend vers /2 ? Dessiner sommairement le graphe de la fonction
t — x(t)

sur lintervalle [0, 7/2[, puis décrire le mouvement du point mobile M (¢) & partir de l'instant ¢ = 0.

Exercice 6.

Résoudre et discuter suivant les valeurs du parametre réel m le systeme :

z4+y+(1l—-—m)z = m+2
I+m)x—y+2z = 0
20 —my+3z = m+2
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Cinquieme partie

Corrigé de '’examen de session 2
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GU : MISMI UE : MIS101
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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

PREMIERE PARTIE : COMPREHENSION DU COURS

Série de questions I

On considére l'ensemble

U:={z€C;|z| =1}
et les applications f1 et fo de U dans C définies par

fi @ oz— 28

fo @ zr—z——

L.a. Rappeler ce que signifient, pour une application f d’un ensemble E dans un ensemble F' les asser-
tions

f injective

f surjective

Dire que f : E — F est injective signifie que tout point de F' admet au plus un antécédent par f, ou
encore que

V.Il,l‘g eFr, (f(xl) = f(Ig)) - (l‘l = 1‘2) .

Dire que f : F — F est surjective signifie que tout point de F' admet au moins un antécédent par f,
ou encore :
Vy e F, 3z € E tel que y = f(x).

Lb. Quel est Uensemble f1(U) ? Quel est U'ensemble fi*({1}) ? L application f, est elle injective ?
surjective de U dans C ? surjective de U dans U ?
Si Z est un nombre complexe de module 1 (Z = ¢*?), on sait que le nombre complexe (lui aussi de

module 1)
z = exp(i6/3)

vérifie 2% = Z; ceci montre que f1(U) = U (en effet fi(U) C U car |z| = 1 = |z|> = 1 et de plus,
d’apres ce qui précede, tout point de U admet au moins un antécédent par fi; dans U, ce qui prouve
Pégalité f1(U) =U).
Par définition

f;l({l}) _ {Z eUv; 23 _ 1} — {1,627171-/3,6471#/3}

(d’apres le cours consacré a la résolution de 2V = 1 dans C, ici N = 3).

D’apres ce qui précede, f1 est surjective considérée comme application de U dans U, mais non surjective
comme application de U dans C. Comme 1 admet trois antécédents manifestement distincts (les trois
nombres 1, j, j2, racines cubiques de I'unité, f; n’est pas injective.
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F1a. 1 — Question L.c : |21 — 23| =2 = 21 = —2z3 lorsque 21,29 € U

I.c. Dessiner ’ensemble U et montrer que deux nombres complexes zy et zo de U tels que |z1 — zo| = 2
sont nécessairement diamétralement opposés; en déduire que fo est une application injective de U dans
C.

Si 21 et 2z sont deux points du cercle unité (de diametre 2) tels que |21 —z| = 2 = diameétre du cercle, les
points My et My d’affixes respectives z; et zo sont diamétralement opposés sur le cercle, d’ot 21 = —z9
(voir la figure 1 dans ce corrigé). Si fa(z1) = f2(22), on a

27 %
21— =2,
2 2
soit ) )
27 — 25 (21— 22)(21 + 22)
21 — 29 = = .
2 2
Ceci implique soit z; = 29, soit 21 + 2o = 2; d’apreés ce qui précede, si 'on est dans ce sous-cas,
21 = —(—22) = 22 (on a méme en fait 21 = 2z = 1 si 21 et 2o sont deux points de U tels que

21+ z2 = 2). En conclusion, on voit que si z1 et 22 sont deux points de U tels que fa(21) = fa(22), alors
z1 = z9; ceci prouve que fo : U — C est injective.
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Série de questions II

I1.a. FEcrire, sans faire apparaitre le signe — de négation, la négation de l’assertion logique suivante :

Ve > 0,3n > 0,Y(z,y) ER?, (|l —y| <n=|e" —e¥| <e).

On a la tautologie
“(P=Q)) = (PA(-Q)).

La négation de ’assertion est donc
Je>0,vn > 0,3(z,y) € R?, ((\x —yl<n)A(le" — e’ = 6)) :

IL.b. Ecrire, sans faire apparaitre le signe — de négation, la négation de l'assertion logique suivante :

Vr € R,VA > 0,Ve > 0,3y € R,
((m—y >€) A (‘W’ SA)).

On a la tautologie

(PAQ) = ((=P)V(=Q)).
La négation de l'assertion est donc (si 'on suppose, ce qui est implicite ici, que f désigne une fonction
a valeurs réelles) :

JreR,FA>0,3e >0,Vy € R,
f() = fy)
((=v1 <9 ({12200 > 4)).

Série de questions III

II1.a. Rappeler le principe du raisonnement par récurrence.

Supposons que 'on ait une assertion P(n) dépendant d’un indice n, entier tel que n > ng > 0. Pour
montrer que P(n) est vraie, il suffit de montrer que P(ng) est vraie et que l'assertion

P(n) = P(n+1)

est vraie pour tout n > ng. Ce principe est une conséquence du principe de récurrence dans 'axiomatique
de Peano qui régit la construction de I’ensemble N des entiers positifs.

II1.b. Montrer que pour tout entier non nul n et pour tout nombre réel non nul x, on a

sinz = 2”(ﬁcos(x/2j)> sin(z/2") .

On montre cette propriété (notée P(n)) par récurrence sur n > 1. Pour n =1, on a
sinz = 2sin(z/2) cos(z/2)

d’apres la formule classique donnant le sinus de ’angle double. La propriété est donc satisfaite si n = 1.
Supposons P(n) vraie, soit

Ve eR, sinae = 2"(H cos(a:/2j)) sin(z/2") .
j=1
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On a donc, pour tout z € R,

n+1

2"+1( 1:[ cos(m/2j)> sin(z/2"t) = 2" ( ﬁ Cos(x/Qj))
x 2 cos(z/2" 1) sin(x/2" 1)

2" ( f[ cos(x/2j)> x sin(z/2™)

= sinzx,

ce qui prouve bien que l'assertion P(n) = P(n + 1) est vraie. Le principe du raisonnement par
récurrence rappelé au ITl.a s’applique donc.
II1.c. Ecrire en utilisant les quantificateurs ¥ et 3 l'assertion :
sin(x/2"
lim (7( / )) =1;
x/2m

cette assertion est elle vraie ou fausse (justifier votre réponse) ?

n—-+4oo

Ceci s’écrit d’apres le cours :

. on
Ve>0, 3INeN, (n>N) = (‘M—1‘<e).
x/2"
Comme la fonction € R — sin z est dérivable de dérivéee x —— cos z, on a, par définition du nombre
dérivé it
lim S = cos(0) =1.
t—0 t

Comme 111;1_1 (x/2™) = 0, on a, par composition des limites
n—-+oo

. on
$n(@/2%) _ o0y = 1.
ntoe (a/27)
L’assertion en question est donc bien vraie.

IT1.d. Vérifier

n—-+oo o €T

lim (ﬁcos(x/?j)) = sinx'

On peut écrire, pour tout entier n > 1, pour tout x € R*, en utilisant le résultat établi par récurrence
sur n au IIl.a,

sinz (ﬁcos(x/?)) " sin(z/2") .

r x/2m

Si l’on fait tendre n vers +oo et que ’on applique le résultat établi au III.b, on trouve bien, pour tout
x réel non nul,

n

sinx )
= 1. j )
. (n_l)g_loo | cos(x/27)
Jj=1
< lim sin(z/2")

n—+o0 x/2”

= 1 s(2/27) .
nirilmjli[lcos(x/ )
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Si 'on décide de poser sin(0)/0 = 1 (ce qui revient & prolonger la fonction € R* — sinz/z en une
fonction continue sur R), on a bien, pour tout x € R, la formule

lim (ﬁcos(m/?)) = sinx.

n—-+oo B €T

DEUXIEME PARTIE : PARTIE APPLICATIVE

Exercice 1.
Soient a et b deux nombres entiers non nuls premiers entre eux.

1.a. Montrer qu’il existe au moins deux nombres entiers c et d tels que ad — bc = 1 ; exhiber deux tels
nombres c et d lorsque a = 31 et b = 6.

Comme a et b sont premiers entre eux, on sait qu’il existe (de par l'identité de Bézout) au moins eux
entiers u et v tels que
au ~+ bv = PGCD (a,b) = 1;

il suffit de poser d = u et ¢ = —v. Pour trouver (u,v) (et donc (¢, d)), on utilise I’algorithme d’Euclide
(une seule étape étant nécessaire ici) ; en effet
31=6x5+1

fournit

1=31x1-6x5;
on peut donc prendre ¢ =5 et d = 1.
On suppose a partir de maintenant que a,b, c,d sont quatre nombres entiers tels que ad — bc = 1.
1.b. Pour quelles valeurs de z € C la quantité

az+b
cz+d

est-elle définie (on distinguera les cas c=0 et ¢ #0) ?
Sic=0,0nad#0 (car ad = 1); la fonction

az+b
[
d

qui est dans ce cas une fonction polynémiale de degré 1 en z est définie dans C tout entier.
Si ¢ # 0, la fonction est définie pour tout z tel que z # —d/c; comme ad — be = 1, ce nombre complexe

20 = —d/c n’est pas zéro du numérateur et la fraction rationnelle n’est donc pas définie (elle ne se
simplifie pas) au point z = —d/c. Le domaine de définition de la quantité

az+b

cz+d

est donc (dans le cas ol ¢ ) exactement C\ {—d/c}.

l.c. Sic =0, montrer que l'on a nécessairement a = d et que [’équation

az+b
=z
cz+d

n’admet aucune solution dans C.
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Sic=0,o0naad =1, ce qui n'est possible (puisque a et d sont des entiers) que si a = d = 1 ou
a =d = —1 (les seuls diviseurs entiers de 1 étant 1 t —1). On a donc bien a = d lorsque ¢ = 0. Mais
alors, si z était solution de
az+b az+b
d a
on aurait az = az+b, d’ott b = 0, ce qui est impossible par hypotheéses (a et b étant supposés non nuls).
L’équation ci dessus n’a donc pas de solution dans C.

1.d. Si ¢ # 0, montrer que ’équation
az+b

cz—l—d_z

peut avoir, selon la valeur de a 4+ d :

- soit une racine double réelle

- soit deuz racines complexes disctinctes et conjuguées

- soit deux racines réelles distinctes.

Déterminer la condition sur a + d correspondant a chacun des trois sous-cas.

Dire que z € C\ {—d/c} est solution de 1’équation équivaut & dire que

z #£ —djc
z(cz+d)—(az+b) = cz*+(d—a)z—b=0.

Comme les deux polynémes az + b et ¢z + d n’ont aucune racine commune (car ad —bc = 1 # 0), la
premiere de ces deux conditions est de fait redondante et on peut lignorer. Dire que z est solution de
I’équation
az+b
=z (%)
cz+d
équivaut donc a dire que z est racine du trinéme cz? + (d — a)z — b = 0. Le discriminant de ce trinéme
vaut

(d—a)?+4bc=(d—a)?+4(ad—1)=(a+d)? —4=(a+d—2)(a+d+2).
Sia+d= %2, le trindéme (donc I'équation (*)) admet une racine double réelle
a—d
2¢
Sia+d €]—2,2], le trinéme (donc 'équation (*)) admet deux racines complexes distinctes et conjuguées
_a—dEi/4—(a+d)?
2c

Sia+d>2oua+d< -2, le trindme (donc I’équation (*)) admet deux racines réelles

_a—d+/(a+d)* -4
2c ’

Exercice 2.

Calculer les limites suivantes :

. 1 1
Jim, ((m—4) T (% — 16))
. V922 +1 - 3z
Jim ()

/3 -1
i (21,
z—1\ 23 —1

38



1 1 1 ( 1 ) 1 z+3
— = — = X .
(x—4) (22-16) z—-4 x+4 x—4 x+4+4
Comme
z+3 7
im =-
rz—4 r + 4 8
et que
1
z—4
tend vers 'infini avec le signe de x — 4, on a
i (5 )
im — - _
einca\(z—4) (22— 16) >
lim_ ( ! ! ) +
im — =
eimsa \(z —4) (2 — 16) >

mais on ne peut affirmer 'existence d’une limite dans R U {—o00, +00} lorsque x tend vers 4.

Pour ce qui est de la seconde limite envisagée, on a, en multipliant par les quantités conjugées ds
numérateur t dénominateur (toutes les deux strictement positives au voisinage de +00)

V912 +1 -3z (922 4+ 1) — 92%)(z + V22 + 2)

r—Va2+2 (2 — (22 +2))(V922 + 1 + 3x)
1 T+ vV +2

2 3r+vV922+1

1o 1+y/1+2/e?

2 3+43/1+1/(922)°

la limite de cette expression lorsque x — 400 se calcule immédiatement et vaut

1 141
—— X ——=-1/6.
2 343 /
Dans la troisieme limite envisagée, on pose y = z'/3; comme lim1 z'/3 =1, 0n a
. z/3 -1 . y—1
lim <7) = lim ( )
rz—1 J’,‘3 —1 y—1 y9 —1
i ( ) )
= lim
=Ny =D +y+y* 4+ +0°)

1
= lim( )
y=1\1+y+y?+-- +y8

Nel e

Exercice 3.
On considére la fonction f : R\ {£1} — R définie par

Vr e R\ {£1}, f(z) = cos (xf_ 1) .
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3.a. Montrer que cette fonction est dérivable sur R\{£1} et exprimer en termes de fonctions classiques
la fonction dérivée f'.

Cette fonction est dérivable comme composée de deux fonctions dérivables, a savoir la fonction

™
R\{-1,+1
rER\{-1,+1} —

(elle méme composée de la fonction polynémiale z — 2% — 1 et de la fonction dérivable X € R* —
m/X) et la fonction y € R —— cosy. La dérivée s’obtient en utilisant la régle de Leibniz et 1’on a donc,

puisque
( T )’ . 2z
2 -1/ (22 -1)2

(cosy) = —siny,

et que

Ve RV(-LIL F) = () x <—Si“(x27:1)>

2w . T
B (22 —1)2 s <x2 - 1) '

3.b. Soit (un)n>1 la suite numérique de terme général

montrer que les deuz suites (un)n>1 €t (f(un))n>1 sont convergentes lorsque n tend vers +o0o et calculer
leurs limites respectives.

La suite (up)n>1 tend vers 1 lorsque n tend vers Uinfini (car 1/(2n) tend vers 0 et que la fonction
x +— /1 + x est continue en z = 0). On a

™ - ™ o
2 - 1 -

n

2nm

et par conséquent

Vn>1, f(u,) =cos(2nm) =1.
La suite (f(un))n>1 stationne & la valeur 1, donc converge vers cette valeur 1 (comme la suite (uy,)n>1).
3.c. Déterminer une suite (v,)n>1 de nombres réels différents de £1 telle que

lim v, = 1
n—-4-o0o "

lim f(v,) = -1.

n—-+o0o

1+ !
Un =3[ 1+ 5——,
2n—1

la suite (v, )n>1 converge toujours vers 1. Mais on a

Si ’on pose, pour n > 1,

s ™
v2—1 1431 (2n =1

n 2n—1
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et par conséquent
f(vp) =cos((2n—1)m)=—-1 Vn>1.
La suite (f(vp))n>1 stationne a la valeur —1, donc converge vers cette valeur.

3.d. La fonction f admet-elle une limite en x =17 en x = —1 ¢ Mémes questions pour la fonction

x € R\ {1} — /|22 — 1] f(x).

La fonction f n’a pas de limite en x = 1 car si ¢’était le cas, cette limite [ devrait étre la limite de toute
suite (f(wn))n>1, OU (W, )n>1 est une suite quelconque tendant vers 1. Puisque les suites (up)n €t (vp)n
(toutes les deux tendant vers 1) générent des suites (f(un))n et (f(vn))n ayant des limites différentes
(1 et —1) d’apres 3.b et 3.c, ceci est impossible. Comme la fonction f est paire, il n’y a pas non plus
de limite en z = —1.

Comme on a |f(x)| <1 pour tout x € R\ {-1,1} , on a

Jim (Ve = 1] £(a)) = 0

car ¢ — /|22 — 1| tend vers 0 lorsque z tend vers 1 ou —1 (et impose donc sa limite lorsqu’on la
multiplie par une fonction de module inférieur a 1).

Exercice 4.

4.a. Quelle est la dérivée de la fonction © € R —— arctanx (ot arctan désigne la fonction arc-
tangente) ¢ Exprimer d partir des fonctions classiques une primitive de la fonction

Tr —— xarctanax.

La fonction arctan se dérive en la fonction

(calcul de la dérivée d’une fonction inverse, & savoir ici l'inverse de la fonction tangente). Par parties,
on a

v 1 17 1 [T 2
tarctantdt = — {(arctan t) xt ] - = dt
., 2 o 2), T4
il
2

e 1 (T14t2-1
(arctant) x tﬂ - 7/ -2 dt
a

a 2 141¢2

(22 + 1)arctan x

T
= ——  — — 4 constante;
2 2 +

une primitive de z — x arctan x est donc la fonction

(22 + Darctanx  x
T —
2 2

4.b. Déterminer des nombres réels a, b, ¢ tels que, pour tout u € R\ {—1},

U _a n bu +c
14+u)?2 1T+u (14+u)?’
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On raisonne par identification ; en réduisant au méme dénominateur, on doit avoir pour que cela marche
a(l+u)+(but+c)=(a+c)+(a+du=u YueR;
ceci est réalisé si a, b, ¢ vérifient les deux conditions

a+c = 0
a+b = 1.
C’est le choix dea =1, b=0 et ¢ = —1, soit

U 1 1
(1+u)? 1+u (1+u)?

que lon retiendra par la suite (puisqu’il s’agira de trouver une primitive simple de cette fonction).
Tout autre choix de a, b, ¢ satisfaisant aux deux conditions ci-dessus était bien str accepté lors de la
correction.

4.c. En utilisant un changement de variables approprié et les résultats des deux questions précédentes,
exprimer en termes de valeurs numeériques de fonctions classiques l’intégrale

? 4 1
/1 x (arctan(x )—l—m) dx .

En utilisant le changement de variable u = 2%, on a (par la formule de changement de variable dans les

intégrales et les résultats établis dans les deux questions précédentes)

2 g 4 1
/1 x (arctan () + m) dx

1 [6 1 % wdu
= 1/1 uarctanudu—l—4/1 02

(1+u)?
= (257 arctan 16 — 2 arctan ) i

16 — 1
2
1%, 1 1
= — du
+4/1 <1+u (1+u)2)
1 15
= §(257 artan (16) — 7r/2> — §
1
+7[log(1+ l—l—u}
= 3 (257 artan (16) — 7r/2) - §
1,1 1
+Z log(17/2) + (17 - 5)
257 artan (16) — /2 L+ log(17/2) 15 (1 1 )
B 8 4 4 34
257 artan (16) — /2 n log(17/2) 135
B 8 4 68
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Exercice 5.

5.a. En utilisant le changement de variables u = tan(t/2) (ot tan désigne la fonction tangente),
montrer qu’une primitive sur | — /2, 7/2[ de la fonction

t— ———
cost

est la fonction
t — log(tan(t/2 + 7/4)),

ot log désigne le logarithme néperien.
En utilisant le changement de variable v = tan (¢/2) comme indiqué, on voit que, si u €] — 7/2,7/2],
odt
o cost

tan (2/2) 1 4 2 2du
/0 1—w2” (14 u?)

tan (x/2) d
= 2/ 71‘2
0 1—u

tan (z/2) 1 1
d
/0 (1—u+1—|—u) “

s (T20) ], = ()
= log(tan (/2 + w/4))

puisque sin(7/4) = cos(m/4) = v/2/2 et que

sin(z/2 +7/4) = sin(z/2) cos(n/4) + sin(w/4) cos(z/2)
sin(z/2) + cos(z/2)
V2
cos(x/2 4+ mw/4) = cos(xz/2)cos(m/4) — sin(w/4) sin(x/2)
cos(x/2) — sin(x/2)
NG ;

ce qui donne la derniere relation dans la ligne d’égalités qui précede.

5.b. Trouver toutes les solutions f :]—m/2,7/2[— R de I’équation différentielle homogéne du premier
ordre :

cost x f'(t) +sint x f(t)=0;
de combien de parameétres dépendent ces solutions ?

Comme cos ne s’annule pas sur 'intervalle d’étude | — 7/2, 7/2[, I’équation homogene ci-dessus s’écrit
aussi

f'(t) +tan(t) f(t) =0.

D’apres la théorie générale des équations linéaires homogenes du premier ordre, les solutions de cette
équation sont les fonctions

t .
te]fw/2,7r/2[r—>Cexp(f/ SInY dv),
0

COSv

ou C est un parametre réel arbitraire. Ces solutions dépendent donc exactement d’un parametre (C,
que l'on peut interpréter ici comme la valeur de la solution & l'instant ¢ = 0). On peut ici pousser le
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calcul car, pour t €] — /2, 7/2],

tsinwv cost Jw
dv=— — = —logcost
0 COS v 0 w

(on utilise le changement de variables w = coswv, donc dw = —sinwvdv). Les solutions de 1’équation
homogene sont donc les fonctions

t €] —n/2,m/2[— Cexp(logcost) = Ccost,

ou C' est un parametre réel arbitraire (on peut le vérifier immédiatement en reportant dans I’équation
pour s’assurer que ’on n’a pas fait d’erreur de calcul, c’est toujours bien utile de faire cette vérification
si 'on a un peu de temps!).

5.c. Un point mobile M (t) de l'aze réel est repéré par son abscisse
x(t) = 0M(t)

par rapport & Uorigine 0. On suppose qu’a Uinstant t = 0, le point M est & Uorigine ((0) = 0) et que le
déplacement du point M (t) en fonction du temps est régi par I'équation différentielle du premier ordre :

cost x z'(t) +sint x x(t) = cost.

Calculer la trajectoire t — x(t) du point M(t) a partir de Uinstant t = 0 (on utilisera le résultat établi
au 5.a). La fonction
t — x(t)

admet-elle une limite lorsque t tend vers w/2 ¢ Dessiner sommairement le graphe de la fonction
t— x(t)

sur Uintervalle [0, 7/2[, puis décrire le mouvement du point mobile M(t) & partir de Uinstant t = 0.

Pour résoudre 1’équation avec second membre
cost x z'(t) +sint x x(t) = cost, ()

on utilise la méthode dite de variation des constantes et (compte tenu de ce que 'on sait concernant
la forme des solutions de 1’équation homogene), on cherche une solution particuliere de cette équation
inhomogene sous la forme

z(t) = C(t) cost.

On trouve en reportant
cos?(t) C'(t) = cost,

soit
1

cost

C'(t) =

On peut donc prendre (en utilisant le résultat établi au 5.a) comme solution particuliere de I’équation
(1) la fonction
t €] —7n/2,7/2[— log(tan (t/2 4+ m/4)) x cost.

Les solutions de I’équation (T) sont les fonctions
t — cost x (C + log(tan (t/2 + 7r/4))) ,
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0.7

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6
F1G. 2 — La trajectoire du point M lorsque ¢ € [0, 7/2[ (graphe de t — x(t)

ou C' est une constante réelle arbitraire. Pour trouver la solution ¢t — z(t) qui est assujettie & valoir 0
en ¢t = 0, on doit prendre nécessairement C' = 0. La trajectoire du point M (t) est donc donnée par

x(t) = cost x log(tan (t/2 + 7/4)) .

Lorsque t tend vers 7/2, t/2+ /4 tend vers /2 et le logarithme de tan (¢/2 4 7/4) tend vers +oco. Il y
a a priori une forme indéterminée 0 x oco. Pour lever éventuellement cette indétermination, il convient
d’étudier de plus pres lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs positives, la limite de

cos(m/2 — &) log(tan((w/2 — &)/2 4+ w/4)) = sin(§) log(tan(n/2 — £/2))
= sin(¢) log(cotan (£/2))

pour pouvoir conclure. En fait, comme les fonctions puissance imposent leur limite au logaritme, que

sin(¢) = {1+ e(§))
cos(£/2)

cotan (£/2) = mz%(l—l—@(f))»

ou les fonctions €; et €5 tendent vers 0 en £ =0, on a
glir% cos(m/2 — &) x log(tan((w/2 — §)/2+ w/4)) =0.

Lorsque ¢ tend vers 7/2, la trajectoire de M (t) revient donc vers l'origine. Le graphe de t — z(t) sur
[0,7/2] a été affiché sous la figure 2 ci-dessus; on demandait juste ici de suggérer cette trajectoire.

Exercice 6.

Résoudre et discuter suivant les valeurs du paramétre réel m le systéme :

r+y+(1l—m)z = m+2
(I+m)x—y+2z = 0
20 —my+3z = m+2
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On peut remplacer la premiére ligne par la somme des deux premieres et obtenir le systeme équivalent :

24+m)z+B-m)z = m+2
(I+mz—y+22z = 0
2c —my+3z = m+2

On peut maintenant remplacer la ligne 3 par la ligne L3 - m L2 et obtenir le systeme équivalent

2+m)x+B-—m)z = m+2
I+m)x—y+2z = 0
(—m*—m+2)z+(3-2m)z = m+2

On permute les lignes 2 et 3, ce qui donne le systeme encore équivalent

2+m)x+B-—m)z = m+2
—24+m)(m—-—1Dz+B-2m)z = m+2
(I+m)x—y+2z = 0.

On remplace maintenant la deuxieéme ligne en lui ajoutant (m — 1)-fois la premiere ligne (ce qui ne
change pas ’ensemble des solutions d’apres le cours). Le systéme devient :

2+m)x+B-m)z = 24+m
(B=2m)+(m—-1)B-m))z = m(m+2)
I+m)zx—y+2z = 0,
ot 2+m)x+B-m)z = 24m
{ m(2—m)z = m(m+2) (S)
I+m)x—y+2z = 0.

C’est avec ce systéme (S) (équivalent au systéme originel) que nous allons maintenant travailler. Ici
commence la discussion. Supposons dans un premier temps m(2 —m) # 0. On trouve & partir de la
seconde ligne de (5)

m—+2
z2=—.
2—m
La premiere ligne de (S) nous donne
(3—=m)(2+m)
2 —_— =2 . 1
2+ m)e+ S +m 1)
Ici, deux sous cas sont a distinguer :
— Lorsque m # —2, cette relation équivaut a
3—m
2
TroT m ’
soit a
3—m 1

En utilisant la troisieme ligne de (.5), il vient toujours dans ce premier sous-cas (m # 0,2, —2),

71+m m+27m+3
T m =2 m—2 2—-m’
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Le systéme (S) admet dans ce premier sous-cas (m # 0,2, —2) une unique solution

2—m
m+ 2
2—m

— Si m = —2 (second sous-cas), la relation (1) est toujours satisfaite et le systéme (S) équivaut
donc dans ce cas a

z = 0
—zx—y = 0

Les solutions dans ce second sous-cas (m = —2) sont donc tous les triplets de la forme
(x,—z,0), z € R;

il y a un seul degré de liberté et on a affaire a une droite de solutions dans ce cas.

Reste a étudier les deux cas m =0 et m = 2.
— Dans le cas m = 0, on voit, si ’on revient au point ou nous avons amorgé la discussion, que le
systéme (S) équivaut 4 :

20+ 3z =
r—y+2z = 0.

Les solutions sont tous les triplets de la forme

il y a encore un seul degré de liberté et on a affaire a une droite de solutions dans ce cas.
— Dans le cas m = 2, on voit (en renant encore au point ol nous avons amorgé la discussion) que
le systeme (5) équivaut a

dr+2z2 =
0 =
3r—y+2z = 0;
ce systéme n’admet aucune solution dans ce cas (& cause de sa seconde ligne).
Dans tous les cas (et sous-cas) ci-dessus (sauf le cas m = 2 ot il n’y a aucune solution), il est toujours

profitable (si I’on dispose d’un peu de temps) de vérifier que les triplets trouvés sont bien solutions du
systeme originel.
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