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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Deux concepts : suites et séries numériques

Une suite numérique est par définition une application définie sur I’ensemble des
entiers IN (ou éventuellement l’ensemble des entiers supérieurs ou égaux a un seuil
nog € IN) et a valeurs dans C : par exemple les applications :

neN — 2" (z€C)

nelN* — n7~?

neN\{0,1} —

= exp(—=zlogn)
b
n(n —1)

définissent des suites numériques; on notera de maniere abrégée une telle suite sous
la forme (up)n>n, no désignant précisément le seuil en deca duquel le nombre u,
n’est plus défini. On dit que u,, est le terme général de la suite. Si le terme général
de la suite est toujours un nombre réel, la suite est dite a valeurs réelles.

C’est sans doute avec le paradoze de Zénon qu’apparait (avec les questions qu’il
engendre en analyse) le concept de série numérique. Rappelons ce paradoxe célebre :
un archer (se trouvant en un point A) lance une fleche dans la direction d’un point
B. La fleche, que I'archer lance de A vers B, parcourt d’abord la moitié de la distance
qui sépare A et B; puis il la relance depuis son point d’impact, mais la force de son
bras ayant diminué de moitié, la fleche ne parcourt plus cette fois que la moitié de
la distance séparant le milieu de [A, B] (ou elle était arrivée au premier jet) de B;
le processus continue ainsi, la conclusion (qui constitue le dit paradoxe) est que la
fleche n’atteindra de fait jamais son but! On peut aussi formuler ce paradoxe plus
sérieusement en énoncant une assertion mathématique qui est loin d’étre si anodine
que cela (elle a des conséquences intéressantes concernant par exemple la localisation
dans le champ complexe des racines d’un polynome a coefficients complexes en
fonction précisément de ses coefficients) : si & = {(3, ..., (,} est un sous-ensemble
fini de C* tel que

¢ =0,
j=1

il existe toujours deux éléments distincts & et ¢ de & tels que |£]/[C] € [1/2,2]; pour
voir cela, supposons que le cardinal de £ vaille n et ordonnons les éléments des £



dans 'ordre des modules décroissants :

G| > (G| > oo > [Ca] > 0;

si la conclusion de 'assertion se trouvait en défaut, on aurait :

C1| > 2|Cof > 4|3 > -+ > 2"l -

Or
G=—C—CG—"—(n;
I'inégalité triangulaire donne :
11 1 11—+
< <=+ +- 4+ = - __ 2 7
61 < 1l + 1] < (545 4 37 )6 = 375l
ce qui donne
1
Gl < (1= 3)lal.

conclusion contradictoire avec (3| > 0.

L’axiomatique de IN inclut le fait que tout entier n admet un successeur n + 1;
'idée de série (on connait les concepts naif de loi des séries, séries d’évenements,
etc...) remonte bien stur a 'antiquité et constituait (le paradoxe de Zénon en est un
exemple) une perception analytique de 'infini.

Définition 1.1 Soit (uy,)n>n, une suite numérique; on appelle série numérique de
terme_général u, la suite (Sy)n>n, définie selon la régle inductive :

Sp=8_1+uU,, n>nyg+1, (1.1)
la condition initiale étant :
STL() - uno 7

la série de terme général u, (que l'on notera aussi [u,]n>n,) est donc la suite

[ttn]nzng = < En: uk>n>n0; (1.2)

k=ng

on dit que Sy, = Y_, u est la n-éme somme partielle (ou le total cumulé a l'ordre
n) de la série de terme général u,, n > ny.

Notons tout de suite que le processus de “capitalisation” des wuy selon la regle (1.1)
joue un role essentiel : si I'on imagine par exemple les entiers ordonnés suivant

l'ordre :
0,1,3,2,5,7,9,4,11,13,15,17,6, 19, 21, 23, 25,27, 8, 29, ...

et que l'on “capitalise” suivant cet ordre la suite (u,),>o de terme général u, =
(—1)™, on vérifiera que la suite ainsi définie par

g():UO, §1:UO+U1, 52:U0+U1+U3

§3:UO+U1+U3+U2, §4:UO+U1+U3+U2+U57...

est une suite dont le terme général n’est pas borné tandis que la série de terme général
uy, est, elle, une suite dont le terme général S,, appartient & {0, 1} (Sor, = 1, Sop11 =0
pour k£ € IN). Les deux processus de “capitalisation” de la suite (u,),>0 donnent
naissance a des suites numériques de nature différente, ce qui montre bien que la
regle de “capitalisation” imposée en (1.1) joue un rdle essentiel. On y reviendra.



1.2 Comportement asymptotique

Soit [up|n>n, une série numérique; le comportement asymptotique (lorsque n
tend vers l'infini) de la suite dont le terme général est S, = >p_, u (dite aussi
suite des sommes partielles) permet de classer les séries numériques en trois classes :

— les séries convergentes

— les séries divergentes

— les séries qui ne sont ni convergentes, ni divergentes .

Définition 1.2 Soit [u,]n,>n, la série numérique de terme général wu,, c’est-a-dire
la suite de terme général S, := Y _5_, ur. On dit que la série [uy]n>n, est
— convergente s’il existe S € C tel que

lim S, = lim < Z uk> =9, (1.3)

n—oo n—oo
k=ngo
ce qui signifie, rappelons-le,

Ve >0, EIN(E)E]NtelquenZN(e):>‘ Zuk—5‘<€;

k=ng

on dit alors que S est la somme de la série [up|,>n, €t l'on note :

S:Zuk;

k=ng

on note
o0
S — Sn = Z U — Rn
k=n+1
le reste de la série convergente au cran n ;
— divergente si l'on a

Jim 15, = Jim | 3 ue] = oo, (14
k=ng

ce qui signifie, rappelons-le,

¥R >0, 3N(c) €N tel quen> N(e) = | > | > R,

k=ng

Remarque 1.1. Il existe des séries numériques qui ne sont ni convergentes, ni divergentes, par
exemple la série de terme général u, = (—1)", n > 0, est telle que S,, prend les valeurs 1 si n est
pair, 0 si n est impair; il ne saurait exister de S tel que (1.3) soit remplie. La condition (1.4) est

aussi trivialement en défaut.

La convergence d’une série numérique [u,],>n, impose une contrainte immédiate sur
le comportement asymptotique de la suite sous-jacente (u,)n>n,; o0 a en effet la

Proposition 1.1 Si [uy]n>n, est une série numérique convergente, alors

lim u, = 0.

n—~o0



Preuve. Il suffit de remarquer que, pour n > ng + 1,
Up = Sn - Sn—l ;

si la série [uy]n>n, converge, on a

o
lim S, = lim S,,_; = Z Uy, ;
n—oo n—oo

n=ng

d’ou
JLHgoun:S_SZO

par linéarité de la prise de limite. <

Remarque 1.1 On utilise le plus souvent cette proposition a contrario pour vérifier la non-
convergence d'une série; notons que le fait que la suite (up)n>n, ne tende pas vers 0 lorsque n
tend vers 'infini n’implique toutefois pas la divergence, mais seulement la non-convergence (voir

la suite de terme général (—1)™).

ATTENTION !! La proposition 1.1 n’admet pas. on le verra plus loin de réciproque.

Les exemples les plus simples de séries sont les séries géométriques :

Exemple 1.1 : les séries géométriques. Soient a et z deux nombres complexes avec a # 0;
on appelle série géométrique de premier terme a et de raison z la série [az™],>0; le paradoxe de
Zénon concerne le cas a =1, z = 1/2. Si z est un nombre complexe de module différent de 1, on a

n 1— Zn+1

ag k=g — 2
1—=z2
i0

suivant une identité remarquable bien classique; si z est de module 1, z = ",
n . (n+1)0
. ) sin ~—5—
a § ezk@ _ aezn9/2< : 3 ) ,
P sin 5

la fonction de droite étant prolongée par continuité en la valeur a(n + 1) aux points 6 € 27Z (on
se souvient de ce que sin& ~ £ au voisinage de £ = 0). On voit donc que :
— si|z] < 1, la série [az"],>0 est convergente de somme

= a

E azk = T ;
-z

k=0

— si|z| > 1 ainsi que si z = 1, la série [az"],>0 est divergente;
— si|z| =1et 2 # 1 (soit si z = e avec 0 ¢ 27Z), on a, pour tout n > 0,

la]

sin(6/2)

b

on peut affirmer qu’il n’y a pas divergence; il n’y a pas non plus convergence; en effet, la
suite (az™),>0 est dans ce cas une suite de nombres tous de module |a| qui ne tend donc
pas vers 0; on applique la proposition 1.1.

Quand bien méme la proposition 1.1 n’a pas, ce serait trop beau, de réciproque, il est
cependant tres important (comme d’ailleurs pour les suites) de disposer d'un critere
permettant a priori d’assurer la convergence d’une série numérique sans connaitre
de candidat potentiel a la valeur de sa somme. On rappelle qu’une suite de nombres
complexes (Uy,)n>n, st convergente si et seulement si elle est de Cauchy, c’est-a-dire
satisfait le critére de Cauchy (version “suites numériques”) :

Ve >0, 3N(e) € N, tel que Vp,q > N(e), |u, —u,| <e. (Co)



Ce résultat se transporte au cadre des séries numériques en le critéere de Cauchy
(version “séries numériques”) suivant :

Proposition 1.2 La série numérique de terme général u,, n > ng, est convergente
st et seulement si

(C) Ve >0, IN(¢) € N, tel que

pour tout sous — ensemble fini d'un seul tenant

K={p,p+1,...,q} de [N(e), +o0][, }Zuk’ <e.

keK

(1.5)

Preuve. On applique simplement le critere (Cg) a la suite de terme général

Sn::Zuk. %

Le critere de Cauchy se double d'un critere plus simple encore a tester concernant
les séries numériques dont le terme général est réel positif (on dit alors que la série
est a termes positifs).

Proposition 1.3 La série numérique de terme général u,, n > ng, ot les u, sont
tous positifs pour n assez grand, est convergente si et seulement il existe C' > 0 tel
que

n
Yn >ng, |S, ::’ Z uk’ <(C.
k=ng

Preuve.

(=) Si la série [uy]n>n, est convergente, la suite de terme général S,,, n > ny, est
une suite convergente, donc majorée en module par une constante C'.

(«<=) Toute suite de nombres réels croissante majorée est convergente (critere de
convergence des suites monotones). Supposons que u, > 0 pour n > n; > ng. La
suite (S, — S, )n>n, (0U S, désigne la n-eme somme partielle de la série [wp]n>n,)
est une suite réelle croissante car

Sn—i—l - Sn + Uup

et que u,, > 0 pour n > n;y; cette suite est donc convergente vers une limite S, ce
qui prouve la convergence de la série [uy]|n>n, vers Sy, +5. <
Remarque 1.2. Si une série numérique [uy]n>n, est telle quil existe ny > ng avec u,, > 0 pour
n > n1, alors de deux choses 'une :
— soit la série [uy]n>n, €St convergente;
— soit la suite croissante de nombres positifs (S, — Sp, )n>n, tend vers +oo, ce qui implique
la divergence de la série numérique [tyn]n>n,-

La troisieme alternative n’est pas envisageable dans ce cas particulier; la remarque vaut aussi si
le terme général u,, de la série numérique est réel négatif au deld d’un certain rang nq (modulo le

fait de remplacer +o00 par —oo dans la seconde alternative.

Nous sommes en mesure d’introduire & ce niveau une seconde classe de séries numé-
riques type, les séries de Riemann, que nous nous proposons de classifier.




Exemple 1.2 (séries de Riemann)
— pour tout £ € IN avec k > 1, on peut écrire

k+1 dt
> / )
k t

(cela résulte de la décroissance sur |0, +oo[ de t — 1/t) ; on a donc, par la relation de Chasles,

"1 " at
ZEZ/l ?:log(n—&-l);

la série [1/n],,>1 est une série divergente, dite série harmonique; notons que c’est un exemple
de série divergente, mais dont le terme général tend malgré tout vers 0, ce qui prouve bien
que la proposition 1.1, comme nous l’avions annoncé, n’a pas de réciproque;

— six €]0, 1], on a, en exploitant la méme idée, que pour tout k € N, k > 1,

1 /’”1 dt
_ > -
[ T

(cela résulte de la décroissance sur 0, +oo[ de t — 1/t%); on a donc, toujours par la relation

de Chasles,
"1 gt 1
~ > L - 1)
Shs [T (o),

on voit donc que la suite des sommes partielles de la série (& termes positifs) [1/n%],>1 n'est
pas bornée, ce qui prouve la divergence des séries [1/n%],>1 lorsque = €]0,1[; ces séries
sont dites séries de Riemann divergentes; la série harmonique (cas z = 1) est aussi de fait
considérée dans cette classe;

— Si x est un nombre réel strictement supérieur a 1, on a, du fait de la décroissance sur |0, +o00|
de la fonction

Eol

1
t— —

tw

1 /’“ dt
< —
kz - b1 tr

on a donc, via encore la relation de Chasles,

que pour tout k > 2,

n

1 /ndt 1 1 1
Z—S - = 1- < ;
k= 1t -1 nr—1 x—1

k=2

il résulte donc de la proposition 1.2 que pour tout z > 1, la série numérique [1/n%],>1 est
convergente ; ces séries sont les séries de Riemann convergentes;

— si x <0, le terme général de la série de Riemann [1/n%],>1 ne tend pas vers 0; la série de
Riemann diverge donc dans ce cas d’apres la proposition 1.1.

En conclusion, la série de Riemann [1/n”],,>1 avec z € R converge si « > 1. diverge sinon.

En combinant les propositions 1.2 et 1.3, on a le résultat important suivant :

Théoréme 1.1 Soit [uy]n>n, une série numérique telle que la série numérique

[[tnllnzno

(c’est-a-dire la série de terme général |u,|) soit une série convergente, de somme
Y la série [up|p>n, est alors convergente, de somme S avec |S| < X. Une série
nUMErique [Uy|n>n, telle que la série de terme général |u,|, n > ng, soit convergente
est dite absolument convergente et le théoréeme s’énonce donc en disant simplement
que toute série numérique absolument convergente est convergente.




Preuve. On écrit, pour n > ng, u,, = &, +1n, avec &, et i, dans R ; on pose ensuite

& i=max(&,,0) &, :=max(—¢,,0)
Ny = max(n,,0) 7, = max(—7,,0).

On a [§u] = &5 + &, et || = 7 + 1, tandis que &, = §F — &, et g, =, — 1, , et
ce pour tout n > ng. Comme

X+ &+t 0 = 6]+ 1l < V2w,

et que les sommes partielles
n

Z ||

k=ng

sont par hypotheses majorées par une constante C, la constante v/2 C' majore, pour
tout n > ng,

n n n n
DL & s Y
k=ng k=ng k=ngo k=ng

d’apres la proposition 1.3, les séries a termes positifs [£],5n0, [0 Tnsn0s [0 Tn>nos
[0 Jn>ne SONt convergentes ; puisque

u, = (&5 —&)) +ilnf —n,), n>ng,

la série [up]n>n, €st convergente, de somme

s=ya-> i Yar- Y ).
n=ngo n=ngo n=ngo k=ng
Ceci acheve la preuve de la proposition. <

Remarque 1.3. On peut proposer une autre preuve de ce théoreme, d’aspect plus simple, mais
ou se trouve de fait le recours au critére de Cauchy (proposition 1.2); si la série [|un|]n>n, €st
convergente, on a en effet, du fait de la proposition 1.2 (sens direct) :

Ve >0, AN(e) € N, tel que

pour tout sous — ensemble fini K = {p,p + 1, ...,q} de [N(e), +o0][, Z |lug| < €;
keEK

Comme on a, du fait de 'inégalité triangulaire
PRZES ™
keK keK

pour tout sous-ensemble fini K de IN, on a aussi

Ve >0, dN(e) € N, tel que

Zuk’<e;

keK

pour tout sous — ensemble fini K = {p,p+ 1, ...,q} de [N(e), +o0][,

en vertu toujours de la proposition 1.2 (cette fois dans 'autre sens), on en déduit la convergence

de la série [un]n>n,, ce qui prouve bien le théoreme 1.1.

Remarquons que 'on a comme corollaire I'intéressant moyen de vérifier la conver-
gence d’une série numérique si l'on sait comparer le module du terme général de
cette série au terme général d’'une série a termes positifs dont on est assuré de la
convergence :



Corollaire 1.1 Soit [up|n>n, la série numérique de terme général u, ; on suppose
qu’il existe un entier ny > ng et une série numérique positive [Wy)n>n, (que 'on
qualifie de série majorante), convergente et de somme %, telle que

Vnzny, o |un| < wn;
la série [up]n>n, €st alors convergente, de somme S, avec

SI<| Y w|+ S

no<k<ni
Exemple 1.3
— si z est un nombre complexe de partie réelle x strictement supérieure a 1, on a, pour tout
n>1,
1 1
w2l T neo

comme la série numérique [1/n*],>1 est une série de Riemann convergente (voir ’exemple
1.2, item 3), le théoréme assure la convergence de la série [1/n*],>1; Riemann avait ainsi
introduit une fonction trés intéressante (car au carrefour de 'analyse et de la théorie analy-
tique des nombres, principalement autour des mysteres liés a I'organisation de la suite des
nombres premiers), la fonction “zeta” définie dans le demi-plan {z € C; Rez > 1} par

— 1
((2) ::ZE’ Rez > 1;
k=1

— en revanche, au stade ou nous en sommes, rien ne peut étre affirmé concernant le com-
portement asymptotique (convergence, divergence, ou rien) de la série numérique [1/n%],>1
lorsque z est un nombre tel que 0 < Rez < 1 et Im z # 0.

Concernant précisément la possibilité de vérifier la divergence de la série [wy]n>n,
lorsque les u,, sont tous réels et de méme signe pour n assez grand, on a, de par la
remarque 1.2, le pendant suivant au corollaire 1.1 :

Proposition 1.4 Soit [uy|n>n, la série numérique de terme général u,, ; on suppose
qu’il existe un entier nqa > ng tel que les u, soient tous réels et de méme signe si
n > ny, et une série numérique positive [wy|n>n, (dite série minorante), divergente
et telle que

Vn >ny,  |u| > wy;

la série [up]n>n, est alors divergente.

Il ressort de ce paragraphe qu’autant décider si une série dont le terme général est
réel et de signe fixe au dela d’'un certain rang semble une chose aisée, autant décider
ce qui se passe pour une série numérique quelconque, pour peu que ’on ne puisse
trouver de série majorante [w,],>,, pour appliquer le corollaire 1.1, n’est pas chose
facile.

Attention!! C’est bien dommage, le théoréme 1.1 n’admet pas de réciproque! Par exemple, la

suite de terme général v, = (—1)"/n, n > 1, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini; si 'on pose,
pour n > 2, u, = v, — Up_1, ON a, pour tout n > 2,

n
ZukZ(Uz—vl)—i—(z}g—v2)+---+(vn—vn,1):un—Ul;
k=2

la série [uy],>2 ainsi congue & partir de de la suite convergente (v, )n>1 est dite télescopique; cette
série est bien convergente, de somme —uv1, ici 1; en revanche

1 1
[un| = |vn = Vn—1| = — +
n

1
e
n—1"mn
comme la série harmonique [1/n],>1 diverge, la série [|u,|]n>2 est divergente (bien que [uy]n>2 ait

été une série convergente).



1.3 Séries a termes positifs ; criteres de comparai-
son
Le premier réflexe que 'on doit avoir face a I’étude du comportement asymp-

totique d’une série |u,|,>n, & termes u,, € C quelconques est d’examiner dans un
ZNno
premier temps la série a termes positifs [|u,|]n>n, :

— si cette série [|un|]n>n, (dont on peut étudier le comportement asymptotique
a la lumiere des techniques présentées dans cette section concernant 1’étude
des séries & termes positifs) converge, alors la série [uy],>n, converge aussi
(théoreme 1.1);

si cette méme série [|uy|]n>n, est telle que son terme général |u,| ne tende pas
vers 0, alors on peut affirmer que la série [u,],>n, €st non-convergente (sans
pouvoir préciser plus).

Comme on le voit, pour peu que la série [|uy,|]n>n, diverge et que la suite (uy)n>n,
tende vers 0 lorsque n tend vers l'infini, on ne peut plus rien conclure concernant
le comportement asymptotique de la série [up]n>n,; ce n'est que dans ce cas que
I’on mettra en oeuvre 1’ “artillerie plus lourde” concernant I’étude des séries a terme
quelconque (que nous envisagerons dans la section 1.4).

Dans cette section importante, nous envisagerons ’étude (plus simple) du compor-
tement asymptotique des séries a termes positifs (c’est-a-dire dont le terme général
u,, est positif pour n assez grand) ; il est bien siur immédiat de noter que cette étude
s’adapte aussi a celle du comportement asymptotique des séries a termes négatifs
(pour n assez grand).

On dispose de deux familles importantes (disons deux “catalogues”) de séries a
termes positifs : celle des séries géométriques [2"],,>¢ avec x > 0, celle des séries de
Riemann [1/n%], x > 0. Un critere de comparaison serait maintenant le bienvenu
pour décider du comportement d’une série a termes positifs (ou au moins positifs a
partir d’un certain rang) apres avoir comparé son terme général au terme général
d’une des séries prises dans I'un de nos deux catalogues. En voici justement un :

Théoréme 1.2 Soient [up|n>n, €t [Wnln>n, deuz séries numériques dont le terme
général est positif pour n > ny > max(ng, nq).
— sl existe C' > 0 et N > ny tel que

n>N— u, <Cuw,,
la convergence de la série [wy|n>n, implique celle de la série [uy)n>n, ; de plus,

si tel est le cas, alors, pour n > N, le reste au cran n de la série [ty,]p>n, €st
magoré par C' fois le reste au cran n de la série [wy]|p>n,, SOit

n>N — ZukgCZwk; (1.6)

k=n+1 k=n+1

— 5%l existe ¢ > 0 et N > noy tel que
n> N = u, > cw,,

la divergence de la série [wy)n>n, implique celle de la série [uy)n>n, ;



—si lon a u, ~ w, lorsque n tend vers linfini, les deur séries [uy]p>n, €t
[Wp]n>n, sont de méme nature ; de plus, on a dans ce troisieme cas (u, ~ wy,
lorsque n — o0)

o0 o0
k=n+1 k=n+1
lorsque les deux séries sont convergentes et

k=ng k=n1

lorsque les deux séries sont divergentes.

Preuve. Le premier point est un cas particulier du corollaire 1.1; la majoration
(1.6) est immédiate, car si ¢ >n > N,

q q q

k=n+1 k=n+1 k=n-+1

ensuite, on passe a la limite lorsque ¢ tend vers l'infini et 'on obtient (1.6). Le second
point est un cas particulier de la proposition 1.4. Le dernier cas est une combinaison
des deux; notons d’ailleurs qu’il nous suffit ici de savoir qu’il existe des constantes
c et C strictement positives tellesque, pour n assez grand, cw, < u, < Cw,, ce qui
est réalisé avec c = 1 —¢, C' = 1+€ pour n > N(€) > ny assez grand lorsque u,, ~ w,
quand n tend vers l'infini. Pour ce qui est de la preuve des assertions (1.7) et (1.8)
lorsque u,, ~ w,, distinguons ici les deux cas (les deux séries convergent toutes les
deux ou divergent toutes les deux) :

— dans le cas ou les deux séries convergent, on a, si ¢ > n > N(¢) 'encadrement

(1—¢) Zwk< Z“k (1+¢€) Zwk,

k=n-+1 k=n+1 k=n+1

puis, en faisant tendre ¢ vers l'infini

n>N() = (1—c¢) Zwk< Zuk (I1+¢) Zwk,

k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

ce qui prouve (1.7), puisque € peut étre choisi arbitrairement petit ;
— dans le cas ou les deux séries divergent, on peut écrire encore

n>N)= (1-¢ Y w< > wp<1l4e > wy;
k=N(e)+1

k=N(e)+1

si (Sp)n>ne €6 (Wh)n>n, sont définies respectivement comme les suites des
sommes partielles de la série [uy,]n,>n, et de la série [wy]n>n,, on a donc

n>N(e) = (1—€)(S,— Sn) <Wn— Wy < (1+6€)(Sn — Sne)

comme
S Wn = WN_@) _

1
= (Wn Sn - SN(e)

n—oo

(1.9)



puisque lim |S,| = lim |W,| = +o0, on voit que pour n assez grand (en tout
n—oo n—oo

cas plus grand que N(¢)), le nombre complexe

est aussi voisin que I'on veut de 1 : en effet, on a d’apres (1.9), pour n assez
grand (et en tout cas supérieur & N(e)),

|zn/t, — 1] < €/2,

_ Sn - SN(e)
Wi — Wi

vérifie [t, — 1| < €; on en déduit que z, se trouve, pour n assez grand, arbi-
trairement pres de 1, donc que S,, ~ W,,, ce qui constitue I’assertion (1.8).

tn:

Le théoréeme de comparaison 1.2 est ainsi prouvé. <

Attention!! Il convient de prendre garde au fait que, quand bien méme w, ~ w, pour n assez
grand (w, étant positif lorsque n est assez grand), il n'y a I’équivalence

n n
Dk~ ) uk

k:no k:n1

que si les séries [Un|n>n, €t [Wn]n>n, sont toutes deux divergentes; par exemple, si

1 1 1 -1
Up 1= — — = , n>
n n+l nn+1)
et 1
wn—m, n>1,

on a bien sur u, ~ w,, mais

“ 1
S, = =1-
;uk n+1

(suite tendant vers 1) tandis que la suite croissante (Wy,)p>1, ou
<!
Wn=> 15
k=1
tend vers un nombre certainement supérieur & 1 +1/4 =5/4 > 1.

1.3.1 Comparaison avec les séries géométriques

On rappelle la notion de valeur d’adhérence d’une suite de nombres réels, pensée

comme suite de points de la droite réelle achevée R U {—o00, 400} :

— un nombre réel « est valeur d’adhérence de la suite (uy)n>n, Si et seulement
I'on peut extraire de la suite des entiers supérieurs ou égaux a ng une suite
strictement croissante (ny)r>o telle que la suite extraite (uy, )r>o converge vers
le nombre «;

— 400 (resp. —oo) est valeur d’adhérence de la suite (uy,)n>n, Si et seulement
I'on peut extraire de la suite des entiers supérieurs ou égaux a ng une suite
strictement croissante (ng)r>o telle que la suite extraite (uy, )x>o converge vers
+00 (resp. —o0) ;




On rappelle que, suivant le théoreme de Bolzano- Weierstrass, I’ensemble des valeurs
d’adhérence d’une suite de nombres réels, vue comme suite de points de la droite
réelle achevée, est non vide et admet donc (considéré comme sous-ensemble de la
droite achevée R U {—00,+00}) une borne inférieure (qui peut fort bien étre —oo)
notée

lim inf u,,

n—~0o0

et une borne supérieure (qui peut fort bien étre +o00) notée

lim sup u,, .

n—oo
Le nom du mathématicien allemand Karl Wilhelm Weierstrass (1815-1897) est inti-
mement lié au développement pendant tout le 19-eme siecle de la théorie des séries,
et en particulier des séries de fonctions (le concept d’analyticité lui doit en particu-
lier beaucoup), théorie qui sera notre fil directeur tout au long de ce cours. Berhardt
Bolzano (1781-1848) était, lui, un philosophe et mathématicien praguois qui fut,
avec Augustin Cauchy, I'un des premiers a développer de maniere systématique la
théorie des fonctions d'une variable réelle.

Remarque 1.4. On pourra s’assurer que ces notations ne sont pas tout-a-fait usurpées car

liminfw, = lim (inf ug)
n— 00 n—oo k>n

limsupw, = lim (supug).
n— oo n—0o0 k>n

Exemples. L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite ((—1)"),>0 est 'ensemble {—1,1}; on
a donc
hm inf(—l)” = -1 , hm sup(—l)” =1 :

si @ est un nombre réel irrationnel, ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (sin(man))n>o
est le segment [—1,1]; on a encore

liminf(sin(ran)) = —1, limsup(sin(ran)) =1
dans ce cas; on pourra examiner ce qui se passe si a est un nombre rationnel.

Le théoreme de comparaison 1.2, combiné avec ce que l'on sait du comportement
asymptotique des séries géométriques (analysé dans I'exemple 1.1), nous permet
d’énoncer la régle de Cauchy :

Proposition 1.5 [régle de Cauchy]| Soit [uy)n>n, une série a termes positifs. Soit

1
r = limsup(us),
n—oo
avec la convention 0Y/™ = 0 pour n € N*. Sir < 1, la série numérique [tn]n>n
converge, tandis que si r > 1, cette méme série numérique diverge (le terme général
ne tend pas vers 0).

Remarque 1.5. Notons que ce critere de comparaison n’est pas assez puissant pour autoriser une
conclusion dans le cas litigieux r = 1; par exemple, si u,, = 1/n”* avec x € R, on a

1 logn
un = exp(—z

)

d’ou lim u,l/" = 1, soit donc r = 1; cependant, suivant que x > 1 ou x < 1, il y a convergence
n—oo

ou divergence de la série de Riemann [1/n*],>1 (voir I'exemple 1.2); il nous faudra donc utiliser



notre second catalogue de référence (celui des séries de Riemann) pour augmenter notre capacité de

décider du comportement asymptotique d’une série a termes positifs via un critére de comparaison.

Remarque 1.6. C’est au mathématicien francais Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) que ’on doit
Papparition de la rigueur mathématique dans le raisonnement en analyse (jusque la basé plus sur
Pintuition expérimentale ou les conceptions philosophiques autour par exemple du concept d’infini).
Cauchy (comme Weierstrass) contribua énormément au développement de Panalyse complexe; le
point de vue de Cauchy puise plus ses fondements dans des concepts empruntés & la physique (celui
par exemple de circulation, d’intégrale curviligne), tandis celui de Weierstrass repose plus sur la
théorie des séries. La regle de Cauchy que nous invoquons ici releve plus cependant de ce second

point de vue.

Preuve.
~ Si 7 < 1, il ne saurait exister de valeur d’adhérence de la suite (u,}/™),>1
dans lintervalle |r, 1] (puisque la borne supérieure d’un ensemble en est un
majorant) ; par conséquent, si 'on choisit € < 1 — r, il existe N(e) € IN tel
que :

1
n> N(e) = ur <r+e, soit encore u, < (r+¢€)";

comme 7 + € < 1, il suit du théoreme 1.2 (item 1) que la série numérique
[Un]n>n, est convergente (la série géométrique [(r + €)"],>o 'étant).

~ Si 7 > 1, il existe une valeur d’adhérence de la suite (u,/™),>; strictement
supérieure a 1 (soit 1+mn, avecn > 0si 1 < r < 400 ou bien +o00 si r = +00) ;
ceci résulte de ce que si [ est la borne supérieure d’un ensemble, alors aucun
I' < | ne saurait majorer cet ensemble. Il existe donc une suite strictement
croissante d’entiers (ny)g>0, tous supérieurs a ng, tels que

1imui_{1—1—77sil<7"<c>o
koo F T | 400 sir=400;

pour k assez grand, on a donc

1
wif =1+, soit uy, > (14 2)™,
ce qui montre que la suite (uy,)r>o ne tend pas vers 0; il résulte de la pro-
position 1.1 la non-convergence de la série numérique [uy,],>n,, S0it encore la
divergence puisqu’il s’agit d'une série a termes positifs. Notons que la raison
de la divergence est que le terme général ne tende pas vers 0.
La proposition est ainsi démontrée.

Application importante : Si (a)n>n, €st une suite de nombres complexes, la série numérique
n
[anz ]nZno ’

ou z est un nombre complexe arbitraire est
— absolument convergente (donc convergente) lorsque

1
2| < ———7;
limsup |a,| =
n—oo
— mnon convergente lorsque
1
|2

lim sup |an| =

n—oo



Exemple 1.3 Considérons € > 0 (rationnel) et la suite (a,)n>0 définie par
" :{%sm:klﬂ, ke N*
" 0 sinon ’

on voit que dans ce cas

limsup |a,| = = limsup (—)
. _ log(k!)
= limsupe *Fc =1
k—oo

puisque
log(k!) < klogk logk
k1+e — k1+e - ke

et que cette derniére quantité tend vers 0 lorsque k tend vers +oo puisque toute fonction puissance
impose sa limite au logarithme; on voit que la série numérique [a,2"],>0 converge absolument

lorsque |z| < 1, ne converge pas lorsque |z| > 1.

Il existe une seconde regle de comparaison du méme type, dite regle de d’Alembert,
un petit peu moins pratique cependant puisqu’elle oblige a introduire a la fois une
limite inférieure et une limite supérieure.

Remarque 1.7. On a déja rencontré l'encyclopédiste Jean Lerond d’Alembert (1717-1783) a
propos du théoreme fondamental de 1’algebre; c’est dans article intitulé Différentiel (volume 4 de
PEncyclopédie) qu’il développa ses idées sur les limites et la dérivée qui le conduisirent & énoncer
dans Opuscules mathématiques (volume 5 de I'Encyclopédie) la régle que nous mentionnons ci-

dessous.

Proposition 1.6 [régle de d’Alembert] Soit [u,]n,>n, une série numérique a
termes positifs; on désigne par (ng)g>o la suite (strictement croissante) des indices
n tels que u, > 0.

— 81

. Un,
limsup —* < 1,
k—o0 U,

la série [u,]n,>0 est convergente ;
- 81

..o Up
liminf —* > 1,
k—oo Unk

la série [u,],>0 est divergente (le terme général ne tend pas vers 0).

Preuve.

— Dans le premier cas, il ne saurait exister de valeur d’adhérence de la suite
(Uny,,/Un, ) k>0 dans l'intervalle |r, 1[ (puisque la borne supérieure d'un en-
semble en est un majorant) ; par conséquent, si I'on choisit € < 1 — r, il existe
K(e) € N tel que :

k> K(e) = tn,,, < (r+6)up,;
on a donc, pour tout k > K(e) + 1,
Uy, < (T + €)unk—1 < (T + €>2unk—2 <. < (T + 6)k_K(E)u”K(e) )

comme 7 + € < 1, il suit du théoreme 1.2 (item 1) que la série numérique
[, Jk>0 est convergente (la série géométrique [(r + €)*]x>o 1'étant) ; comme les
u,, autres que les u,, sont supposés nuls, la série numérique [uy,|,>n, est bien
convergente.



— Dans le second cas, on est certain (du fait de la définition de la limite inférieure)
qu’il existe n > 0 tel que l'invervalle [0,1 + [ ne contienne aucune valeur
d’adhérence de la suite (ty, ., /Un, )r>0; il existe donc K(n) € N tel que

par itération, on a donc, pour tout k > K(n) + 1,

g = (14 D, 2 (14 D, <0< (14 D)

MK (n) 7
comme 1 > 0, la suite (un, k>0 ne tend pas vers 0, mais au contraire vers
+00; il résulte de la proposition 1.1 la non-convergence de la série numérique
[Un, |k>0, SOit encore sa divergence puisqu’il s’agit d’une série a termes positifs ;
on donc divergence de la série numérique [t ]n>n,-

Ceci acheve la preuve du critere de d’Alembert. <

Application importante : Soit (a,)n>0 est une suite de nombres complexes non nuls et z un

nombre complexe; la série numérique
n
[anz ]nZno ’

ou z est un nombre complexe arbitraire est
— absolument convergente (donc convergente) lorsque

1
2] <
lim sup

n—oo

lanta| ’
lan|

— non convergente lorsque

1
|z| >
lim inf

l[anta] ’
n—o00 la

Exemple 1.4 Soit a,, = 1/n! (avec la convention 0! =1); on a

1
lim —lanﬂl = lim =
n—oo |an n—oo N + 1

)

la série numérique [a,2"],>0 converge donc pour tout nombre complexe z d’apres Iapplication
de la regle de d’Alembert énoncée ci-dessus; on peut remarquer la différence cruciale avec le
comportement de la série numérique introduite dans I'exemple 1.3; la suite des coefficients est
essentiellement la méme dans les deux cas (a, = 1/n!) mais 'on y avait alors introduit des “trous”

constitués de zéros en ne retenant que les valeurs de n qui étaient des carrés parfaits.

1.3.2 Comparaison avec les séries de Riemann

Si [tn]n>n, €st une série numérique a terme général strictement positif telle que

Jim, S =1,

la regle de d’Alembert proposée dans la proposition 1.6 ne permet pas de décider
du comportement de la série [u,],>n,. C’est donc l'occasion d’utiliser notre se-
cond catalogue-test, celui des séries de Riemann. Voici un exemple de critere, dit
régle de Raabe-Duhamel (Joseph Ludwig Raabe, 1801-1859, est un mathématicien
suisse, qui travailla a ’étude des séries numériques, tandis que Jean-Marie Constant
Duhamel, 1787-1872, fut enseignant a 1’école Polytechnique ou il succéda a Poisson
et est surtout connu pour ses contributions d’ordre pédagogique) :




Proposition 1.7 [régle de Raabe-Duhamel] Soit [u,],>n, est une série nu-
mérique a terme général strictement positif telle que

. Unt
lim /= =1;

n—oo uTL

0N SUPPoOSe que

Un, n
lorsque n tend vers linfini; alors
— sia>1, la série [up|p>n, est convergente ;
- sia <1, la série [uy]p>n, est divergente.

Remarque 1.6. Reste encore un cas litigieux (o = 1) ; une information plus précise concernant
le comportement de la suite wu,11/u, au voisinage de U'infini (par exemple la connaissance d’un
développement a 'ordre 2 en les puissances de 1/n) pourrait aider a lever cette indétermination
dans certains cas; I'idée serait de poursuivre plus avant le scénario que nous décrivons ici dans la
preuve de la proposition.

Preuve.
— dans le premier cas, on choisit x €]1, af (c’est possible puisque o > 1) ; on fait
un développement a l'ordre 1 en fonction des puissances de 1/n (n tendant
vers +00) de

n+ 1z uy
()

cela donne

+1\z u, — 1
(5 o)

comme r — « < (0, on est certain que pour n assez grand

(n—l—l)x Un+1 <1,

n U,

soit que la suite
n — n*u,

finit par étre décroissante passé un certain seuil ; il existe donc une constante
C telle que, pour n assez grand

Up <

C .

n®’
le théoreme 1.2 (item 1) et la convergence de la série numérique de Riemann
[1/n*],>1 (puisque x > 1, voir exemple 1.2, item 3) assurent la convergence de
la série numérique [,]n>n, ;

— dans le second cas, on choisit z €], 1] (c’est possible car cette fois a < 1) ; on
fait encore un développement a 'ordre 1 en fonction des puissances de 1/n (n
tendant vers +o0) de

n+1\z u,
(&)

cela donne toujours

+1\=z n — 1
(nn ) Uu:1:1+£5na+0( );



comme x — « > 0 cette fois, on est certain que pour n assez grand

(n—l—l)z Un+1 >1,

n U,

soit que la suite

n — n*u,

finit par étre croissante passé un certain seuil ; il existe donc une constante ¢
telle que, pour n assez grand

le théoreme 1.2 (item 2) et la divergence de la série numérique de Riemann
[1/n*],>1 (puisque z < 1, voir exemple 1.2, item 1 ou 2) assurent la divergence
de la série numérique [ty ]n>n,-

La regle de Raabe-Duhamel est ainsi prouvée.

1.3.3 Confrontation série/primitive

La méthode qui a inspiré (exemple 1.2) I’étude asymptotique des séries de Rie-
mann pour xz > 0 peut-étre exploitée dans d’autres situations : cette méthode se
trouvait basée sur la confrontation entre le processus de “capitalisation” (on dit aussi
de_sommation ou encore d’intégration discréte) et celui de primitivisation, c’est-a-
dire de recherche (et d’étude du comportement) de primitives de fonctions continues.
On a en effet la :

Proposition 1.8 Soit [uy,]n,>n, une série numérique a termes positifs dont la suite
des termes généraux est décroissante a partir d’un certain rang N ; soit f une fonc-
tion continue décroissante sur [N,4o0| telle que pour tout n > N, u, = f(n) (par
exemple la fonction affine par morceaux interpolant au point n le nombre u,, mais
l’on peut imaginer, comme dans le cadre de [’étude des séries de Riemann, une
fonction f implicitement déduite de ’expression analytique de u,, fonction de n); la
fonction f admet donc une primitive F' sur [N,4o00], croissante sur cet intervalle
(c’est la primitive d’une fonction positive). On a, pour tout n > N,

> u, > F(n+1)—F(N) (1.10)

g
S
A

F(n) — F(N); (1.11)

il en résulte
- que st
lim F(x)=+o0,

r—-+00

la série [up|p>n, est divergente et que l'on a [’équivalent suivant pour les
sommes partielles :

Spi= Y up~F(n);

n=ng



— que st
lim F(z)=10< +o0,

T——+00
la série [uy)n>n, €st convergente et que 'on a l’encadrement suivant pour le
reste : -
[—F(n+1)<R,:= Y w,<l—F(n).

k=n+1

La preuve de cette proposition repose juste sur le fait que si p et ¢ sont des entiers
tels que p > N et ¢ > p, on a

iuk > [" ftde = Fla+1) - F) (1.12)
_Zq: up < /qu(t)dt:F(q) — F(p). (1.13)

Ces deux inégalités se lisent graphiquement; pour la premiere, le nombre u; est
assimilé a la surface du rectangle [k, k + 1] x [0, f(k)] (hachuré verticalement sur la
figure 1) ; pour la seconde, le méme nombre uy est assimilé a la surface du rectangle
[k —1,k] x [0, f(k)] (hachuré horizontalement sur la figure 1) ; ce réflexe qui consiste
a penser u;, comme la surface d'un rectangle traduit le passage du discret au continu.
Ensuite, les inégalités résultent du principe de comparaison des intégrales : si g et
h sont deux fonctions continues positives sur un intervalle [o, 5] de R, alors

g > hsur o, f] = /ﬁg(t)dt > /ﬂ h(t)dt.

Fi1Gc. 1.1 — Comparaison série -intégrale

On fixe d’abord p = N et ¢ = n dans les deux inégalités (1.12) et (1.13), ce qui
donne (1.10) et (1.11).
— Si
lim F(x) =400,

T—00



on voit avec la premiere inégalité (1.10) que les sommes partielles de la série
[tn]n>n tendent vers +oo, d’ou la divergence de la série [uy,|n>n, avec 'équiva-
lence voulue en combinant (1.10) et (1.11) puisque F(n+1) ~ F(n) vu que la
différence de ces deux nombres est majorée par u,, soit par uy lorsque n > N ;
— si maintenant
lim F(z) =1< +o0,

r—00

la seconde inégalité (1.11) nous assure que les sommes partielles de la série
[tn]n>n sont toutes majorées par [ — F(NN), ce qui prouve la convergence de
la série [t ]n>n,-

Ensuite, pour avoir (dans le second cas) I'encadrement du reste, on prend p = n et
I'on fait tendre ¢ vers 'infini dans (1.13), ce qui donne la majoration voulue pour
R, ; puis on prend p = n + 1 et 'on fait encore courir g vers 'infini cette fois dans
(1.12), ce qui donne la minoration de R,, cherchée. La preuve de la proposition est
ainsi complete. &
Exemple 1.4. Si u, = 1/(nlogn) pour n entier supérieur ou égal & 2, la série [up]n>2 est diver-
gente puisque la fonction F(t) = log[log(¢)] (qui est une primitive de 1/(tlogt) sur [2, 00[) vérifie
tlim F(t) = 4+00. Plus généralement, les séries de terme général
—00
1
Up = ———=, n > 2,
" ne(logn)P -
ol « et 8 sont deux nombres réels, sont convergentes si > 1, divergentes si o < 1 (ce quelque soit
la valeur de 3); si @ = 1, la série est divergente si 8 < 1 et convergente si § > 1 (on pourra vérifier
cela en exercice en utilisant la proposition 1.8). On pourra d’ailleurs donner un équivalent du reste
de la série (si elle est convergente) et de la somme partielle d’ordre n (si elle est divergente). Ces

séries sont dites séries de Bertrand; le mathématicien francais Joseph Bertrand (I'un des pionniers

de la théorie des probabilités), 1822-1900, les introduisit et on les retrouve fréquemment dans la
théorie des probabilités (théoeme centrale limite ou loi du logarithme itéré).

1.4 Séries a termes quelconques non alsolument
convergentes
Comme on ’a vu, pour peu que la série [|uy,|]n>n, diverge et que la suite (s, )n>n,

tende vers 0 lorsque n tend vers 'infini, on ne peut plus rien conclure concernant le
comportement asymptotique de la série [u,]n>n, ; ¢’est par exemple le cas si

ou 6 # 0 (modulo 27). Ce n’est que dans ces cas litigieux (la série [|uy||n>n, di-
verge et lim wu, = 0) que l'on invoquera I'un des deux criteres ci-dessous, celui des
n—oo

séries alternées ou celui (qui le généralise) d’Abel.

1.4.1 Le critéere des séries alternées

Une éventuelle alternance de signe présente dans 1’expression des termes succes-
sifs d'une suite (uy,)n>n, de nombres réels tend naturellement a “brider” le compor-
tement asymptotique de la série [u,]n>n, ; On peut penser au processus de capitali-
sation : on gagne g;, puis on perd p; (mais moins que ce que 1'on vient de gagner),



puis l'on gagne a nouveau go (moins toutefois que ce que 'on vient de perdre p;),
etc...; on peut penser sous ces conditions, le total cumulé

g1—P1+9ge—Dp2 -+ Gn

tendra vers une limite lorsque n tend vers l'infini, ce si toutefois la suite (g,,),>1 tend
vers 0 lorsque n — oo. C’est ceci qu’exprime le critére des séries alternées.

Théoréme 1.3 [critére des séries alternées| Soit (a,)n>n, une suite de nombres
complezes, tous réels positifs pour n > ny, avec

n>ng = ay, > ayy >0

et
lim a, =0;

n—~o0

alors la série [(—1)"ay]n>n, est convergente; de plus, pour N > ny, le reste

—+00

RN: Z (—1)kak

k=N+1

N+1

est du signe de (—1)""an,1 (premier terme négligé) et est tel que

|RN| < any1-

Preuve. Soit, pour N entier tel que N > ng, Sy la N-ieme somme partielle

Sy = Z (—1)kak.

k=ng

Si n est un entier tel que 2n — 1 > nq, on a

2n—1 2n+1
Son—1— Sopt1 =Y (—1)*ay — > (—1)*ay, = —ag, + agny1 <0 ;
k=ng k=no
de méme
2n 2n+2
Son, — Sopto = Z (—1)*ay, — Z (=1)*ag = agni1 — agniz >0 ;
k=ng k=ngo

d’autre part,
Sont2 — Sont1 = Aopqa > 0

on a donc, pour n tel que 2n — 1 > nq, le jeu d’inégalités :
Son—1 < Sopy1 < Sopta < Sy, . (1.14)
On considere les deux suites
Ap = Sopn_1, 2n—1>m

et
fy = Sap, 2n—1 2> nq;



la premiere est croissante (car A\, 11 = Sa,11), la seconde est décroissante (car i, 1 =
Sont2) et T'on a, pour tout n tel que 2n — 1 > nyq,

An < b s

avec aussl
lim (p, — Ap) = lim a9, =0

n—oo n—oo

du fait que R vérifie 'axiome des segments emboités (toute intersection décroissante
de segments emboités dont le diametre tend vers 0 est réduite a un singleton), les
deux suites (), et (1n), qui sont dites adjacentes ont une limite commune S. Ceci
montre la convergence de la suite (S,)n>n,, donc de la série [tn]n>n,-

Si S est la somme de cette série [uy]p>n,, on a d’apres (1.14), pour 2n — 1 > ny,
Son—1 < Sopg1 <8 < Soppa < oy

On a donc
0< 8 —Sont1 = Ront1 < Sonsa — Sont1 = Aonto

et
0> 85— S, = Ry > Sopnt1 — Son = —Gon+1

ce qui prouve que Ry est bien toujours du signe de (—1)"™ay,; (premier terme

négligé) et est en valeur absolue majoré par ay,; dés que N > n;. Ceci acheve la
preuve du théoreme 1.3. <

Exemple 1.5. La série harmonique [1/n],>1 est divergente, mais la série [(—1)"~!/n],>1 est une
série alternée convergente; on calculera plus tard dans ce cours la valeur de sa somme S, qui de fait
vaudra log 2. Si I'on veut calculer log 2 avec 8 décimales exactes, on utilise le fait que la différence

entre log 2 et
2": (1)
k

k=1

est du signe de (—1)™ et est en valeur absolue majorée par 1/(n + 1); pour que cette différence

k—1
soit plus strictement plus petite que 1078/2 (c’est-a-dire pour que le nombre rationnel E )
k=1

représente log 2 avec au moins 8 premieres décimales exactes), il suufit donc que n+1 > 2 x 108. Ici
bien siir, la convergence de la somme de la série vers log 2 est lente. On fait appel a des techniques
du méme ordre (mais avec des séries dont on cherche a “accélérer” la convergence pour limiter le
temps de calcul) pour calculer par exemple le nombre 7. La formule de Machin (mathématicien
francais, 1680-1752) donne par exemple

77—162

et fournit plus rapidement des approximations de 7 par les sommes partielles (il s’agit de la

1

1/239 2k+1
S (1/239)

1/5 2k+1 42

différence de deux sommes de séries alternées).

1.4.2 L’intégration par parties discrete

Nous nous préparons (dans la sous-section 1.4.3) a énoncer des criteres (de
convergence de séries numériques) attribués au mathématicien norvégien Niels Hen-
rik Abel, 1802-1829. Les travaux d’Abel, contemporains de ceux d’Evariste Galois,
ont profondément marqué tant la pensée algébrique que géométrique et ont initié
le concept de géométrie algébrico-analytique. Abel exploita systématiquement 1'idée



inhérente a la preuve des critéres en question, idée consistant a mettre en parallele
les opérations de dérivation et de primitivisation (portant sur les fonctions) et celles
de dériwation discréte et de sommation portant sur les suites. C’est cette idée que
nous présentons ici.

Soit (U )n>n, Une suite numérique; la suite des sommes partielles (S),)n>n,, OU

Sn = Z U

k=ng

joue, pour cette suite (uy,)n>n, donnée, un role tout-a-fait analogue a celui que
jouerait la fonction primitive

F :z— / f(t)dt
xo
pour la fonction continue f sur [zg, +o0o[; a la place de la formule classique
Fl(z) = f(z), x>
qui permet de retrouver f a partir de F', on a les formules
un—i—l - STL—‘,—I - Sn; n 2 n07 uno - Sno 9

qui permettent de retrouver la suite (uy)n>n, & partir de la suite (Sy,)n>n,; il est
donc raisonnable d’appeler dérivation discréete a droite ’opération

(Sn)nzno = (Sns1 = Sn)nzne = (Un)n>ng -

Si f et g sont deux fonctions continuement dérivables sur un intervalle [a, b], on a la
tres utile formule d’intégration par parties

[ 100t = 0)g®)  f@gle) ~ [ ()t

Le lemme d’Abel est exactement le pendant discret de cette formule capitale.

Lemme 1.1 [lemme d’Abel] Soient (un)n>ngs (Un)n>n, deux suites de nombres
complexes et

(Sn)nzno
la suite des sommes partielles de la suite (Up)p>n, ; POUT ¢ > P > Mg, 0N @
q q—1
Z UV = Vg8 — VpSp_1 — Z(ka — V) Sk - (1.15)
k=p k=p
Preuve. L’astuce consiste juste a écrire, pour k = p, ..., q,
up, = Sk — Sk-1;
on a alors
q q
Z ULV = Z Uk(Sk - Sk—l)
k=p k=p
= Up(Sp = Sp-1) + Vp1(Sp1 — Sp) + -+ +04-1(Sg — Sg-1) + V4(Sq — Sg-1)
q—1
= —’UpSp_l + Z Sk(’l)k — Uk+1) + Uqu .
k=p

Le lemme d’Abel n’est donc qu’un jeu d’écriture, correspondant a une version
discrete de la formule d’intégration par parties. <



1.4.3 Les criteres d’Abel

Dans le terme général de la série [(—1)"an|n>n, faisant objet du critere des
séries alternées, le point clef (lié précisément a I'idée d’alternance) est que la suite
des sommes partielles de la série [(—1)"],,>0 est une suite bornée, tandis que la suite
(@n)n>n, décroit, elle, vers 0. Le premier critére d’Abel généralise cet état de fait.

Théoréme 1.4 [premier critéere d’Abel] Soit [un]n>n, €t [Vn|n>n, deux séries
numériques telles que
— la suite (Sp)n>n, des sommes partielles de la série [uy,]n>n, est une suite bornée,
s01t
AC > 0, tel que Yn > ng, |S,| < C;
— la suite (Vy)n>n, €St une suite a termes tous positifs pour n > ny, tendant vers
0 a linfini, et telle que

n>ny = v, > Uy > 0.

Alors la série [u,v,]n>n, €5t convergente et l'on a la majoration du reste
Zno

oo

> Ukvk‘ < 2Cv,11

k=n+1
pPOUT TV 2> Ty .

Preuve. On va montrer que la série [u,v,]n>n, satisfait le critere de Cauchy (C) de
la proposition 1.2; la conclusion du théoreme résultera alors précisément de cette
proposition 1.2. Soit ¢ > p > ny; on a, d’apres le lemme d’Abel 1.1 et I'inégalité
triangulaire

q q—1
‘ Z ukvk‘ < C(vp + v, + Z(“k — vk+1)) = 2C, (1.16)
k=p k=p

(on a utilisé ici la premiere hypothese sur la suite (vy,)n>n,) ; €n utilisant maintenant
la seconde hypothese sur cette suite, on voit que, pourvu que p > N(e),

q
’ > ukvk’ <€
k=p

le critere de Cauchy est vérifié, donc aussi la convergence de la série [u,vp]n>n,- Si
I'on fixe p = n + 1 et que l'on fasse tendre ¢ vers 'infini dans (1.16), on trouve la
majoration voulue pour le reste a I'ordre n de la série [u,vp]n>n,. <

Exemple 1.6 Si (an)n>n, est une suite de nombres complexes tous réels positifs au dela du cran
n1, tendant vers 0 a l'infini, avec de plus

n>Mn = ap > apy1 >0
et si € R, 8 £ 0 (modulo 27), les calculs de ’exemple 1.1 montrent que les sommes partielles de
la série [¢],,>0 sont bornées en module; les séries
[aneme]nzno , lan cos(nf)lnzn, » [an sin(nd)]n>n, ,

sont donc toutes convergentes d’apres le critere d’Abel (théoréme 1.4 ci-dessus).

Un énoncé comme le théoreme 1.4 est loin d’étre le seul énoncé que I'on puisse déduire
du lemme d’Abel ; voici par exemple un second critére d’Abel, que nous retrouverons
comme le premier lors de I’étude non plus des séries numériques, mais des séries de
fonctions :




Théoréme 1.5 [second critére d’Abel] Soient [u,]n>ng, [Vnlnsn, deux séries nu-
mériques telles que

— la série [up|p>n, €st une série convergente ;

— la série télescopique Uy, — Upi1|n>n, €St une série absolument convergente.
Alors la série [upvy)n>n, €st convergente.

Preuve. La preuve utilise différemment le lemme d’Abel 1.1. On note R,, le reste au
cran n de la série convergente [uy,]|,>n, ; mais au lieu de jouer avec la suite (Sy,)n>n,
de la série [uy]n>n,, On joue cette fois avec la suite (R, ),>n, des restes et I'on écrit

up = Ry_1 — Ry,

pour k > ng au lieu de up = Sy — Sp_1 comme dans la preuve du lemme d’Abel. Si
p > q > ng, on a donc, comme dans la preuve du lemme d’Abel 1.1 :

q

q
> ugvr =Y vp(Ri—1 — Ry)
k=p

k=p
= Up(Rp1 = By) + Upsr(Ry — Rpp1) + -+ - + vg-1(Ry—2 — Ry—1) + vg(Rg1 — Ry)
q—1
= UpRp_l + Z Rk(vkﬂ - Uk) - UqRq .
k=p

Par hypotheses, pour tout € > 0, il existe N(e) tel que
n> N(e) = |R,| < ¢;

sip > N(e) et ¢ > p, on a donc (grace a I'inégalité triangulaire)

q o9
|32 wen] < elfogl + oyl + 3 Jor = veal).

k=p k=no
Comme
p—1
|UP‘ = ‘ Z (Uk - Uk—i—l) — Unyg
k=ng
et
qg—1
gl = | 32 (06 = 0411) — vy,
k=ng
on a
o0
|[vp| + |vg] < 2(‘%0‘ + Z v — Uk+1|)-
k=no
On a donc

q o)
‘ Zukvk‘ < €(2lvne] +3 D vk — Vg ])-

k=p k=no

La série [unvy)n>n, vérifie encore le critere de Cauchy, donc converge (proposition

12). ¢



1.5 Opérations sur les séries numériques

Les séries numériques du type [u,],>0 (on peut toujours compléter une série
numérique [ty ]n>n, €n une telle série en décidant ug = - -+ = u,,—1 = 0) constituent
un C-espace vectoriel : on peut définir en effet la somme de deux séries numériques
[Un]n>0 €t [vn]n>0 comme la série :

[un]nZO + [Un]nZO = [un + Un]nZO ;
de méme, si A\ est un nombre complexe et [u,],>o une série numérique, on définit
A [un]nzo = P\Un]nzo ;

les deux opérations ('addition et la multiplication externe) conferent a 1’ensemble
des séries numériques la structure attendue de C-espace vectoriel. L’espace des séries
numériques a coefficients réels, hérite, lui, d’'une structure naturelle de R-espace
vectoriel.

Notons que la somme de deux séries convergentes est convergente (de somme la
somme des deux séries) et qu’ a contrario, la somme d’une série convergente et
d’une série non convergente est une série non convergente (cela sert souvent pour
décider de la non-convergence d’'une série numérique).

En ce qui concerne l'opération de “multiplication” des séries, nous en avons une
somme toute tres naturelle, celle par exemple qu’opere un logiciel de calcul lorsqu’on
lui soumet deux vecteurs lignes

Uw=[uu ... uy-1| , Vi=[wvr ... vy_i]
et qu’on lui soumet la routine

W=U .*x V

Il s’agit ici du produit “terme & terme”, dit aussi produit de Hadamard (Jacques
Hadamard, arithméticien et analyste francais, commenca sa carriere a 'université
de Bordeaux de 1893 a 1897) :

Définition 1.3 Le produit de Hadamard des séries numériques [un,]n>0 €t [vn|n>o0
est par définition la série numérique [U,vy,]n>0-

Cette opération (naturelle lorsqu’il s’agit de multiplier les suites numériques) n’est
cependant pas appropriée si I’on a en téte le processus de “capitalisation” sous-jacent
au concept de série.

Pour concevoir une opération plus naturelle, revenons au concept naif de “série
d’évenements” et supposons que L soit un appareil physique qui transforme les
suites numériques (u,),>o en suites numériques du méme type, et ce en agissant de
maniere linéaire. Les suites numériques d’entrée et de sortie peuvent étre supposées
indexées par le temps (qui prend les valeurs discretes t = 0, ¢ = 1,...) et il est naturel
de supposer que les parametres de la machine sont immuables dans le temps (on dit
alors que L est une boite noire). Alors, si la machine répond a la suite d’entrées

ep=1,e1=€e3=---=¢e, =---=0



en renvoyant en sortie la suite (vy,),>0, on voit aisément qu’elle se doit de répondre
a une suite d’entrées (u,),>o en renvoyant la suite (w,),>o définie par

Wy, = Z URUp— - (1.17)
k=0

L’importance de cette opération (dite convolution discréte) au niveau des suites

((Un)nzoa (Un)nzo) = (Un)n>0 * (Vn)nz0 = (Wn)n>0

(ot w,, est défini par (1.17)) dans le traitement de I'information numérique justifie
le fait qu’on la répercute au niveau non plus des suites, mais des séries. On définit
ainsi le produit de Cauchy de deux séries numériques. La proposition 1.9 justifiera
(dans le contexte des séries positives) que c¢’est bien le produit des sommes des deux
séries a termes positifs (u,)n>0 €t (v,)n>0 que l'on obtient en regardant la somme
de la série associée précisément a la suite (u,)n>0 * (Un)n>0-

Définition 1.4 Le produit de Cauchy des séries numériques [un|n>0 €t [Un|n>0 est
par définition la série numérique [wy),>o, avec

n n
Vne N, w,:= Zukvn_k = kaun_k.
k=0 k=0

La seconde raison (de nature plus algébrique cette fois) pour laquelle I'idée du pro-
duit de Cauchy s’impose est la suivante : pour calculer le produit des deux expres-

sions formelles
o0
> Xt
k=0

et
o0
Z Uka s
k=0

on fait appel aux regles de calcul algébrique (penser aux produits de polynémes ou
de développements limités) pour affirmer que le “produit” des deux expressions est

(0. ]
> wi X",
k=0
N k . .
ou wy 1= Y. uvi_;; on retrouve bien le produit de Cauchy.
)
1=0

Il se trouve que le produit de Cauchy se plie mieux au respect du comportement
asymptotique des entrées que ne le fait le produit de Hadamard (notons que les
criteres d’Abel sont souvent utiles pour vérifier la convergence du produit de Hada-
mard de deux séries numériques).

En ce qui concerne le produit de Cauchy, nous avons tout d’abord lI'important

résultat suivant :

Proposition 1.9 Le produit de Cauchy [wy,],>o de deuz séries numériques [un]n>o
et [Un]n>0 absolument convergentes est une série absolument convergente, de somme

S::ni;own: i (iukvn_k) = (iuk) (ivk)

n=0 k=0 k=0 k=0
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Fic. 1.2 — Absolue convergence du produit de Cauchy

avec donc Uestimation

1< (3 ) (3 )

Preuve. Considérons tout d’abord deux séries [u,],>0 €t [Un]n>0, toutes les deux
absolument convergentes. D’apres le critere de Cauchy (proposition 1.2), il existe
N(e) telle que, pour tout sous-ensembles finis sans trous K; et Ky de IN inclus

[N(€), +0o0], on ait
max (Y Jurl, Y Juil) <e.

keKy keKo

Soit K un sous-ensemble fini de IN sans trous inclus dans [2N (¢), +o00[;

n n sup K sup K sup K sup K
S won e < XYl loakl <D0 X fwpllugl+ DD fupl v
neK k=0 neK k=0 p=N(e) q=0 q=N(e) p=0
00 00
< e fugl +ed ] |uyl. (1.18)
q=0 p=0

Pour comprendre cette majoration, on s’aidera de la figure 2 : la somme des termes
|up| |v,] lorsque p+ ¢ € K a été majorée par la somme de ces mémes termes lorsque
(p, q) appartient au domaine entouré en gras, elle méme majorée par la somme :
— des |u,| |vy| lorsque p > N(e€) (domaine hachuré en pointillé horizontalement)
— des |u,| |vg| lorsque ¢ > N(e) (domaine hachuré en pointillé verticalement)

La quantité a droite de (1.18) pouvant étre rendue arbitrairement petite (quand e
est choisi assez petit), on conclut toujours d’apres le critere de Cauchy que la série
[Wp]n>0 obtenue comme le produit de Cauchy des deux séries absolument conver-
gentes [Uy]n>0 et [un]n>0 est aussi absolument convergente, donc convergente.

Pour calculer la somme, on remarque que

n n

|5 e (Su) (X)) < S Sl + 3 [l

k=0 k=0 p=n+1qg=0 qg=n+1p=0



le second membre de cette inégalité est égal a
(3 lol) Bulfu) + (3 fupl) Ru([0])
q=0 p=0

ou (R, ([|u]]))n>0 (resp. (Rn([|v]]))n>0) désigne la suite des restes de la série conver-
gente [|un|]n>0 (resp. [|vn|]n>0) et tend donc vers 0 lorsque n tend vers U'infini. On
en déduit donc

Jm (3 we) = Jim (S wox 3 u)

k<2n k=0 k=0
[o¢] [o¢]
= D uk X ) Uk,
k=0 k=0
ce qui acheve la preuve de la proposition.

De fait, nous disposons d’un résultat plus fort, ou seule I’absolue convergence de I'une
des deux séries [un],>0 ou [v,]n>0 s’avere nécessaire : c’est le théoréme de Mertens,
attribué au théoricien des nombres prussien Franz Mertens (1840-1927) :

Proposition 1.10 [théoréme de Mertens] Soit [u,],>¢ une série numérique ab-
solument convergente et [vy]n>0 une série numérique convergente. Le produit de Cau-
chy des deux séries [uy]n>0 €t [Un]n>0, soit la série de terme général

n n
Wy 1= ) UpUpk = D Ul
k=0 k=0
est une série convergente.

Remarque 1.7. On verra au chapitre suivant que, sous les hypotheses de cette proposition, la
somme de la série produit de Cauchy [wy]n>0 est encore le produit des sommes des séries [tn]n>0

et ['Un]nz()-

Preuve. On va utiliser pour la preuve le critere de Cauchy (proposition 1.2) :
d’aprés ce critere, on sait qu'étant donné € > 0, il existe N(e) € IN, tel que, pour
tout sous-ensembles fini (sans trous) K; et Ky de N inclus dans [N(e), +00[, on ait

max( > fual, ’ > ka <e

keK1 keKo

(ceci résulte de la convergence de la série numérique [v,],>0 et de I’absolue conver-
gence de la série [uy],>0). D’autre part, la convergence de la série [v,],>¢ implique
I’existence d’une constante C' telle que

Vn e IN,

Soit K un sous-ensemble fini de IN sans trous inclus dans [2N (¢€), +00] : en s’inspirant
de la figure 1.3, on écrit

N(e) p2(p) sup K

> (i“kvn—k) = Z( > Uq)up+ > ( MZ@) Uq)up?

neK k=0 p=0  q=p1(p) p=N(e)+1 q=p(p)
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Fi1G. 1.3 — Preuve du théoréme de Mertens

on a, compte-tenu du choix de N(e¢) et de I'inégalité triangulaire :

N(e)

Z( Z Uq)up

p=0  gq=p1(p)

N(e)

< Z |Up|

p2(p)

qu

q=p1(p)

o0
<€ Z |y
p=0

(en effet, pour tout p = 0, ..., N(¢), on voit sur la figure 1.3 que {p1(p), ..., u2(p)} est
inclus dans [N (e), +00[); on a aussi

sup K p2(p) sup K p2(p) sup K
> ( > vq)up < D ul|l DD vy <20 >0 Juy| < 2Ce.
p=N(e)+1 gq=p1(p) p=N(e)+1 q=p1(p) p=N(e)+1

Tout ceci montre que l'on a

> (3 wen)

neK k=0

<20+ [uy))e,

p=0

ce qui prouve que cette quantité peut étre rendue arbitrairement petite (pourvu que
inf K soit assez grand). Le critere de Cauchy (proposition 1.2) s’applique donc et
I'on en déduit la convergence de la série produit de Cauchy des séries [u,],>0 et

[Un]nzo- <>
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

2.1 Suites, séries de fonctions; convergence sim-
ple, uniforme

2.1.1 Les concepts de suite et série de fonctions

Soit D un sous-ensemble de R ou de C; une suite de fonctions définies sur D est
par définition la donnée, pour chaque entier n supérieur ou égal a un certain seuil
ng, d’'une fonction f,, de D dans C; si les fonctions f,,, n > ng sont toutes a valeurs
réelles, on dit que la suite est une suite de fonctions a valeurs réelles. On notera la
suite (fn)n>n, ; il est sous-entendu que toutes les fonctions sont définies sur le méme
sous-ensemble D de R ou C.

Exemples 2.1. Par exemple, si (ar)n>0 €st une suite numérique, on rencontrera fréquemment les
suites de fonctions (an2™)n>0 (ici D = C) ou (ay cos(nd))n>0, (an sin(nd))n>o (ici D = R); la suite

de fonctions
H (Z k) n>0

k=1

est par exemple une suite de fonctions sur D = C\ IN; par contre, si
fu(t) =log(t—n), t>n,

on ne saurait prétendre que (fy)n>n, €st une suite de fonctions sur un sous-ensemble D de R car
il n’y a aucun sous-ensemble de R sur lequel toutes les fonctions f,, pour n > ng, puissent étre

définies.

Il est important de souligner que l’ensemble des entiers IN est ordonné et que
la donnée d’une suite de fonctions (f,)n>n, sur un sous-ensemble D de R ou C
sous-entend que cet ordre soit pris en compte : il ne faut pas confondre I’ensemble
{fn;m > no} (ensemble de fonctions de D dans C) et la suite (fy)n>n,, que l'on
peut aussi interpréter, elle, comme une application de {ng,ny + 1,....} dans l'en-
semble F (D, C) des fonctions de D dans C :

(fa)nsne @ n>=mng— fo € F(D,C).

Disposant d’une suite de fonctions ( f,,)n>n, définies toutes sur une partie D de R ou
C, on peut introduire a nouveau le processus de “capitalisation” : on appellera série
de fonctions [fy]n>n, (avec cette notation entre crochets en place de parentheses) la
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suite de fonctions (.S,,)n>n, définie par :

n

Sut) =3 fult), t€D.n=mnp.

k=ng
Exemple 2.2. Si 'on considere la suite (f,,)n>0 de fonctions sur C\ N, olt

Fult) = o 1

z—n z—n-—1"

G-—)
z z—n—1/n>0"

Deux exemples particuliers de séries retiendront notre attention par la suite :

la série [fn]n>0 est la suite

— si (ay)n>0 est une suite numérique, la série de fonctions [a,2"|,>¢ (ici D = C)
est dite série entiére, le qualificatif “entiere” rappelant que z — 2" est une
fonction puissance d’exposant entier ;

— st (an)n>0 €t (by)n>o sont deux suites numériques, la série de fonctions (sur R
cette fois)

ay — b, an +1b,
n nezn0+ n ne inf

[a,, cos(nd) + b, sin(nh)],>o = 5 5

n>0

est dite série trigonométrique, le qualificatif “trigonométrique” rappelant que
le terme général implique les fonctions trigonométriques cos et sin.

2.1.2 Convergence simple ; convergence uniforme

Considérons deux exemples simples de suites de fonctions sur R :
— soit A la fonction “triangle” définie par

A(t) = max(0,1 — [{]) ;
soit la suite de fonctions (f,,),>0 sur R définie par
fut)=At—n), neN, teR;

le graphe de la fonction f,, se présente, lorsque n augmente, comme une “bosse
glissante” se déplagant vers la droite sans changer d’aspect ; il est clair que

vieR, lim f,(t) =0

(mieux, si t est fixé, tous les nombres f,(t) sont nuls pour ¢ assez grand) ; en
revanche, on a
Vn e N, sup|fu(t)] =1;

— soit, toujours sur R, la suite de fonctions
falt) = (g(8))"
ou g est une fonction de R dans R telle que sup |g| < 1; on a encore

VtER, lim f,(t) =0



mais cette fois
sup | f,| = (sup |g])" — 0

lorsque n tend vers l'infini; le graphe de f, s’écrase cette fois de maniere
uniforme sur ’axe des abscisses lorsque n tend vers I'infini.

Ces deux exemples nous conduisent aux deux concepts de convergence suivant
concernant les suites de fonctions le second étant plus fort que le premier :

Définition 2.1 Soit D un sous-ensemble de R ou C, (fn)n>n, une suite de fonctions
sur D et f une fonction sur D (toutes les fonctions sont ici a valeurs dans C);
— on dit que la suite (fy)n>n, converge simplement vers f sur D lorsque

VEeD, lm(f(t) - f(1) =0

— on dit que la suite (fy)n>n, converge uniformément vers f sur D lorsque

lim (sup |fu(t) = £(£)]) =0

n—oo

Exemple 2.3. Dans nos deux exemples ci-dessus, le premier est un exemple de suite de fonctions
convergeant simplement (mais non uniformément !) vers la fonction identiquement nulle (sur R),

le second un exemple de suite de fonctions convergeant uniformément vers la fonction nulle sur R.

Ces deux concepts se transposent au cadre des séries de fonctions :

Définition 2.2 Soit D un sous-ensemble de R ou C et (fy,)n>n, une suite de fonc-
tions sur D ; la série de fonctions [fu]n>0 = (Sn)n>n, est dite converger simplement
sur D si, pour tout t € D,

tin (3 7o)

k=ngo

existe ; cette série [fnln>n, €st dite converger uniformément sur D s’il existe une
fonction S : D — C telle que

lim (‘sup| f) filt) = (1)) = 0.

n—00 \ tcp P

Dans les deux cas, la fonction S définie sur D par
S(t) = lim (X fu(®) = 3 filt)
k=ng k=ng

est dite somme de la série de fonctions | fnn>n,-

Exemple 2.4. La série de fonctions [f,]n,>0 sur C\ N, ol

Fult) = r 1

z—n z—n-—1

(voir 'exemple 2.2) est simplement convergente et de somme S(z) = 1/z sur C\ IN; en effet



si n — o0 la convergence de cette méme série est uniforme sur tout disque fermé de C inclus dans
C\NN.
Remarque 2.1. Pour une suite de fonctions (fn)n>n, & valeurs réelles, on peut aussi parler de

convergence uniforme vers £0o ; par exemple une suite (fr,)n>n, de fonctions de D dans R converge
uniformément vers +oo si

VR >0, AN(R) > ng tel que Vn > N(R), YVt € D, f.(t) > R

(on remplace la fin par f,,(t) < —R si on veut transcrire la convergence uniforme vers —oo).

Pour une suite de fonctions a valeurs complexes, on peut aussi introduire la notion de convergence
uniforme vers 'infini. L’infini du plan complexe est & comprendre comme le pole Nord sur la sphere
unité $% de R? (de centre (0,0,0)), le plan complexe lui-méme étant en correspondance avec S
privé du pole Nord wia la projection stéréographique depuis le pole Nord, comme sur la figure 2.1
ci-dessous :

F1G. 2.1 — La projection stéréographique

Dire que la suite (fy)n>n, converge vers l'infini (si les f,, sont & valeurs complexes et toutes définies
dans un sous-ensemble D de C) uniformément sur D signifie

VR >0, IN(R) > ng tel que Vn > N(R), Vt € D, |fn(t)| > R

2.1.3 Les critéres de Cauchy (simple et uniforme)

Il est capital de savoir décider la convergence d’une suite de fonctions (fy,)n>n,
sans en connaitre a priori la limite (ou d’une série de fonctions sans en connaitre a
priori la somme) ; les mémes remarques valent concernant la convergence uniforme
d’une suite ou d’une série de fonctions. Pour cela, on dispose des deux criteres (I'un
pour la convergence simple, 'autre uniforme) de Cauchy suivants :

Proposition 2.1 [Critere de Cauchy 1 (convergence simple)] Soit (f,)n>n,
une suite de fonctions sur un sous-ensemble D de R ou C, a valeurs dans C.
— la suite (fn)n>0 est simplement convergente sur D si et seulement si

Ve>0, Vt €D, IN(e,t) € N t.q Vp,q > N(e,t), |fp(t) — fo(t)] <e;
(2.1)

— la série [fu]n>0 est simplement convergente sur D si et seulement si

Ve >0, Vt € D, IN(e,t) € N tel que
VK = {p,p+1,...q} C[N(e, 1), +o0l, | 3 fulh)] <€

keK 02)



Preuve. Ce premier critere est banal : on écrit, pour chaque t € D, le critere de
Cauchy (Cy) (version “suites numériques”) ou (C) (version “séries numériques” de
la proposition 1.2) pour la suite (f,,(t))n>n, ou bien la série [f,,(¢)]n>n,. L'important
ici (dans (2.1) ou (2.2)) est I'ordre des quantificateurs (en particulier, N (e, t) dépend
alafoisdeeetdet!) &

Proposition 2.2 [Critéere de Cauchy 2 (cadre uniforme)]| Soit (f,,)n>n, une
suite de fonctions sur un sous-ensemble D de R ou C, a valeurs dans C.
— la suite (fn)n>0 est uniformément convergente sur D si et seulement si

Ve >0, AN(e) >ng € N t.qVp,q> N(e), Yt € D, |fp(t) — f,(t)] < €;
(2.3)

— la série [fu]n>0 est uniformément convergente sur D si et seulement si

Ve >0, IN(€) > ny tel que
VK = {p,p+1,....q} C [N(e), +o0[, ¥t € D, \ 3 fk(t)‘ <e:

keK

(2.4)

Preuve. La seconde assertion n’est que la transcription de la premiere du cadre des
suites a celui des séries. Ecrire cette seconde assertion revient a écrire la premiere

en remplacant f, par

> fus

k=ng
on se contentera donc de prouver la premiere assertion.

Si f,, converge uniformément vers f, alors, pour p et ¢ assez grands,

Ve D, [fp(t) = fo@)] < |FE) = fo] + 1F () = fo()] <€

c’est donc bien gagné pour la preuve du “et seulement si”.

[13peli

Prouvons le “si’. 1l est clair que (2.3) implique (2.1); la suite (f,)n>n, converge
simplement vers une fonction f sur D si (2.3) est remplie (c’est la proposition 2.1).
Il suffit maintenant dans (2.3) de “geler” p et de faire courir g vers l'infini; on a

Vp=N(e), Vt €D, |f(t) - f(t)] <,

ce qui signifie que (fy,)n>n, converge uniformément vers f quand n — oo.

2.1.4 Convergence normale d’une série de fonctions

Tres souvent dans la pratique, se trouve vérifiée pour une série de fonctions une
contrainte de nature plus forte que 'uniforme convergence; c’est la contrainte de
normale convergence :

Définition 2.3 Une série [f,]n>n, de fonctions sur un sous-ensemble D de R ou
C et a valeurs complexes est normalement convergente (sur D) si et seulement si
il existe une série numérique positive [wy),>n, convergente (dite chapeau majorant)
telle que :

Vt € D, Vn > max(ng,ny), |fu(t)| < w,. (2.5)



Remarque 2.2. Bien siir, sil existe un chapeau majorant [wy]p>n,, la série

[sup £ (0]
teD n>ngo

en est aussi un (c’est méme le plus petit possible); cependant, on préfere laisser la formulation
sous la forme (2.5) qui s’accorde le mieux avec la théorie de I'intégration (mélant indifféremment

les points de vue discret et continu) au sens de Lebesgue.

Voici maintenant le résultat fondamental :

Théoréeme 2.1 Toute série de fonctions [ f|n>n, (@ valeurs complexes) sur un sous-
ensemble D de R ou C normalement convergente sur D est automatiquement uni-
formément convergente sur D. La réciproque est fausse.

Preuve. On applique simplement le critere de Cauchy uniforme; pour tout € > 0,
il existe un entier N(€) > max(ng,n1) tel que
VK ={p,p+1,....q} C[N(e), 400, Y wy<e;
keK

par conséquent, toujours pour un tel sous-ensemble fini K inclus dans [N (e), +00],

FAGIESY Su£|fk(t)| <Y wp <e;

keK keK t€ keK

sup
teD

'assertion (2.4) est donc satisfaite et le critere de Cauchy uniforme relatif aux séries
est rempli; la série [f,]n>n, converge donc uniformément sur D.

La réciproque du théoreme est fausse puisqu'il existe des séries numériques [ty ]n>n,
convergentes non absolument convergentes; on prend pour f, la fonction constante
égale justement a u,, : pour une telle série [ty|p>n,, 1l y convergence uniforme de la
série [fn]n>ne, mais non convergence normale de la série [fo]n>n,-

Le théoreme est completement démontré. <

Exemples 2.4. (liste d’exemples trés importants)
— si (ay)n>0 est une suite de nombres complexes, alors la série entiere [a,2"],>0
est normalement convergente sur tout disque D(0,r), avec

1
- < .
lim sup |a, |V — To0;

n—oo

r <

en effet, on peut prendre comme chapeau majorant la série [w,],>0 avec
o n
Wy = |ay|r

cette série converge d’apres la regle de Cauchy (proposition 1.5);
si [an)n>0 €t [bn]n>o sont des séries absolument convergentes, la série trigo-
nométrique

[an cos(nf) + by, sin(n@)} o

est normalement convergente sur R ; on prend comme chapeau majorant

[|an| + |bn|]n20 )

la série de fonctions [n~?],>; est normalement convergente dans tout demi-
plan II, := {z € C; Rez > x} lorsque = > 1; en effet, on peut prendre comme
chapeau majorant

(vt

qui est une série de Riemann convergente (voir I'exemple 1.2).



2.1.5 Régularité des fonctions et passage a la limite

Savoir si la régularité des fonctions (continuité, dérivabilité) se propage lorsque
I'on passe a la limite (au niveau des suites de fonctions) est un probleme crucial ;
en ce sens, la convergence simple ne s’avere pas suffisamment robuste, ne serait-ce
qu’au niveau de la continuité (c’est le cran zéro de régularité que 'on peut exiger).
En voici avec I'exemple 2.5 ci-dessous une preuve :

Exemple 2.5. Soit (f,)n>1 la suite de fonctions continues sur [0, 1] définies par

_ (1-—ntsite(0,1/n]
fn(t) = {osite]l/m 1;

ces fonctions sont toutes continues sur [0, 1]; la suite (fy,),>1 converge simplement vers la fonction

1sit=0
1) = {Osite](),l];
qui, elle, n’est manifestement pas continue sur [0,1] (il y a une discontinuité en t = 0).

Nous allons voir cependant que la convergence uniforme implique la propagation a la
limite de la continuité : on rappelle que si f est une fonction définie sur un ensemble
D de R ou C, dire qu’elle est continue en un point tq de D revient a énoncer le
critere suivant :

Ve > 0,3 =n(e,to) tel que Vt € D, ([t —to| < =>|f(t) = f(to)| < ).

Ceci étant posé, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.2 Soit (f,)n>n, une suite de fonctions définies sur une partie D de
R ou de C et ty un point de D ; on suppose que la suite (fn)n>n, converge simple-
ment sur D vers une fonction f; on suppose aussi que la convergence de la suite
(fa)nzno vers f est uniforme sur DN {t € C; |t —to| < no} pour un certain ny > 0
(la_convergence est uniforme sur D_au moins “prés” de ty). On suppose aussi que
toutes les fonctions f, (au moins pour n assez grand) sont continues en ty. Alors la
fonction f est continue en tg.

Remarque 2.3. Bien que le résultat de la proposition soit plus précis, on pourrait dire pour

la mémoriser que toute limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue. C’est sans

doute ainsi qu’il convient de la retenir en se souvenant toutefois que la continuité est une propriété
locale qu’il suffit donc de vérifier localement! Si I'on veut vérifier qu'une fonction f est continue
en un point ¢y, on se fiche royalement de tout se qui peut se passer a quelque distance strictement
positive (mais arbitraire) de to (par exemple, ce qui se passe pour f(t) lorsque |t — tg| > 1o nous
importe peu).

Preuve. La preuve est tres simple. Donnons nous € > 0; on sait que, si n est assez
grand (n > N(e)), alors :

vieDN{teC; [t —to| <mo}, |fu(t) = F(D)] <€/3

(ceci résulte de I’hypothese de convergence uniforme de la suite (f,,)n>n, vers f sur
Dn{teC; |t—1ty] <m}) ; en particulier, on a

VieDN{te C;|t—to| <no}, |fulto) = f(to)| + [fu(t) = f()| < 2¢/3;



on a donc aussi, grace a 'inégalité triangulaire,

VteDN{teC; |t —to| <no},

1f(t) = f(to)l < [f(t) = Ineo O]+ [ fne(t) — fae (to)l + | fae (to) — f(to)]
< Xt ol® — fvolo)

mais la fonction fu( est continue au point to (quitte & choisir N(e) assez grand);
par conséquent

€
(e, to) <o, tel que ¥t € D, (|t —to| < nle,to) = | fvie (t) = Fvio(to)] < §) :

au bilan final, on a donc :

vieD, (|t —tol <nleto) = (1)~ F(t) < S+ 5 =¢).

La continuité de f en ty est ainsi prouvée.

Cette proposition, combinée avec la proposition 2.2 ou le théoreme 2.1, a pour
conséquence tres utile le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Soit (f,)n>n, une suite de fonctions continues, d valeurs complezes,
sur un sous-ensemble D de R ou C (“continue sur D” signifiant ici pour une fonction
de D dans C “continue en tout point de D”); alors
— si la suite (fn)n>n, Se plie au critére de Cauchy uniforme pour les suites de
fonctions (clause (2.3) dans l’énoncé de la proposition 2.2), alors cette suite
(fr)n>ne converge uniformément sur D _vers une fonction continue sur D ;
— si la série [fnln>n, se plie au critéere au critere de Cauchy uniforme pour les
séries de fonctions (clause (2.4) dans ’énoncé de la proposition 2.2), alors
la somme

S :teD— ifn(t)

k=ng
est aussi une fonction continue sur D ;
— enfin, si la série [fn]n>n, €st normalement convergente sur D, la somme

S :teD— ifn(t)

k=ngo

est_encore une fonction continue sur D.

Remarque 2.4. C’est surtout le troisieme item de ce corollaire qui est le plus fréquemment utilisé
sous la forme : la somme d’une série de fonctions continues normalement convergente sur un sous-
ensemble de R ou R? est encore une fonction continue sur ce sous-ensemble, étant entendu que
la continuité est une propriété locale et qu’il suffit donc de vérifier la convergence normale, pour
chaque point ¢y de D, dans un sous-ensemble du type DN{t € C; |[t—to| < no(to)}, avec no(to) > 0.

En ce qui concerne le cran suivant de régularité (a savoir la dérivabilité) pour les
fonctions définies cette fois sur un intervalle de R, elle ne se propage en général pas
par convergence uniforme (au contraire de la continuité).

Exemples 2.6. Voici quelques exemples significatifs de suites de fonctions ou ’on voit manifeste-
ment que la dérivabilité ne se propage pas par convergence uniforme :



— la suite de fonctions (f,)n>1 sur R, ou

fu(t) == % sin(nt)

converge uniformément vers la fonction nulle sur R car supg | f.(t)| = 1/4/n; par contre

f1(t) = v/ncos(nt)

et 'on voit que la suite (f] (t))n,>1 ne converge en fait en aucun point ¢ = ¢y de Paxe réel :
pour le voir, on distinguera le cas ol to/m € Q et to/7 ¢ Q; dans le premier cas la suite
(cos(nto))n>1 prend une infinité de fois un nombre fini de valeurs dont une non nulle, dans
le second cas I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos(ntg))n,>1 est [—1,1];

— la suite de fonctions (f,)n>1 sur R définie par

Fult) = /t max (0,1~ nft|)dt
0

est une suite de fonctions dérivables sur R puisque f, est une primitive de la fonction
continue
teR—>max(0,1—n|t|) ;

cette fois la suite (f},)n>1 converge vers la fonction g définie par

g(t) ::{15175:0

0 sinon

(voir 'exemple 2.5); on a pourtant

/Ot max (0, 1- n|t|)dt < /_11 max (O, 1- |n|t)dt = %,

ce qui implique que la suite (f,)n>1 converge uniformément vers la fonction nulle ; mais la
suite (f})n>1 (qui converge, elle, simplement) ne converge pas vers la dérivée de la fonction
nulle (c’est-a-dire la fonction nulle elle-méme) !

— il existe des séries de fonctions intéressantes car elles introduisent des structures fractales;
tel est le cas par exemple des séries de fonctions [fy]n>0 (de Weierstrass) ou [gn]n>1 (de
Riemann) sur R définies respectivement par :

cos((1 + 2¢)™t)

In(t) PR , e>0
in 2
o) = BT

ces deux séries de fonctions sont des séries de fonctions continues sur R qui convergent (on
le vérifie immédiatement) normalement sur R ; les deux fonctions

Sit—=) fil) =
k=0

- e sin(27k?t
S:t— Z gk (t) %

cos((1 + 26)kt)
(I1+¢)

M

k=0

~
Il
—

sont des fonctions continues sur R (d’apres le corollaire 2.1); sur la figure 2.2, on a par
exemple représenté le graphe de la fonction S sur [0,1]; il s’agit d’une fonction continue
certes, mais présentant des irrégularités en tout point (le graphe, si on l’examinait & la
loupe, se présenterait comme un cactus hérissé partout de piquants, figure se reproduisant a
linfini au fur et & mesure qu’on augmente le grossissement de la loupe) ; une telle structure
est une structure fractale : la fonction S est continue, 1-périodique, mais dérivable en aucun
point de R! Le flocon de neige est un exemple concret de structure fractale dans la nature, le
découpage de cotes volcaniques telle celle du Groendland aussi... La méme remarque vaudrait
pour le graphe de la somme des séries de Weierstrass du type [fn]n>0 que l'on pourra en
exercice avec une calculette s’entrainer a tracer pour des choix particuliers de e.
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F1G. 2.2 — Le graphe de la fonction de Riemann

Cependant, voici un résultat positif concernant la propagation a la limite de la
dérivabilité d'une suite de fonctions (f;)n>n, sur un intervalle ouvert / de R :

Théoréme 2.3 Soit (f,)n>n, une suite de fonctions définies sur un intervalle ou-
vert I de R, a valeurs complexes, toutes de classe C' sur I (dire qu’une fonction d
valeurs complexes est de classe C' sur I signifie que sa partie réelle et sa partie ima-
ginaires sont des fonctions dérivables, et de dérivées continue, sur I). On suppose
deux choses :

- 1. que la suite des dérivées (f})n>n, converge simplement sur I vers une fonc-
tion g et que la convergence est uniforme sur tout segment [, (] inclus dans
[intervalle I ;

— 2. qu’il existe un point ty € I tel que la suite numérique (f,(to))n>n, converge.

Alors la suite (fn)n>n, converge (uniformément sur tout segment |, 5] de I) vers
une fonction f, de classe C sur I, et telle que f' = g sur I.

Preuve. On peut bien stur supposer que les fonctions f,, n > ng, sont toutes a
valeurs réelles (on raisonne ensuite avec les deux suites (Re fi,)n>n, €t (Im fr)n>n,
qui satisfont toutes les deux les conditions du théoreme). Remarquons d’abord que le
théoreme 2.2 implique que la fonction g, qui est sur tout [, 3] C I limite uniforme de
la suite (f))n>n, formée de fonctions continues, est aussi continue sur /. On remarque
ensuite simplement que, puisque f, est une primitive de la fonction continue f,
alors, pour tout t € I,

fult) = £ut0) = [ Fi)ds = [ (7i09) = alsDds+ [ gls)as. (20



Mais l'on sait que

[ 2s) — () ds

to

< [17:69) = gls)ds < |t~ to] sup 17:(5) — g(5)

s€[to,t]

(car les fonctions s — |f!(s)—g(s)| £ (f!(s)—g(s)) sont continues positives sur [to, t]
et que l'intégrale d’'une fonction continue positive est positive). Mais I'hypothese 1
implique la convergence uniforme de g/, vers g sur [to, ], et 'on a donc

X

Comme d’apres 'hypothese 2 la suite (f,,(to))n>n, converge vers une limite [/, on a,
en faisant tendre n vers +oo dans (2.6),

fuls) = g(s))ds

lim

n—oo

< lim sup |f3(s) = g(s)| = 0.

90 seto ]

t
lim f,(t) =14+ | g(s)ds,
la convergence étant d’ailleurs uniforme sur tout intervalle [« 5] inclus dans I. La
fonction

¢
f :tGI—>l+/tg(8)dS
0

est bien une primitive de g sur I et le théoreme est ainsi démontré. <

Concernant les séries de fonctions, on peut énoncer I'important théoreme suivant
bien utile :

Théoréme 2.4 Soit [f,|n>n, une série de fonctions définies sur un intervalle ouvert
I de R, & valeurs complexes, toutes de classe C' sur I. On suppose deux choses
concernant la suite (Sy)n>n, des sommes partielles :

— 1. que la suite (S!)n>n, des dérivées de ces sommes partielles S, converge
simplement sur I vers une fonction G et que la convergence est uniforme sur
tout segment |cv, 5] inclus dans Uintervalle I ;

— 2. qu’il existe un point ty € I tel que la suite numérique (S, (to))n>n, converge.
Alors la série de fonctions [fn]n>n, est convergente sur I (uniformément sur tout
segment [, B] de I) et la somme de cette série est une fonction de classe C sur I,
se pliant a la regle de dérivation terme a terme :

%( 5 fka)) — Y ) = GO, (27)

k=ng k=ng

Un cas tres important ou ce théoreme s’applique mérite a lui seul un énoncé a part :

Théoréme 2.5 Soit [f,|n>n, une série de fonctions définies sur un intervalle ouvert
I de R, a valeurs complezes, toutes de classe C1 sur I. On suppose deuz choses :
— 1. que la série des dérivées [f!]n>n, converge normalement sur tout segment
[a, B] inclus dans Uintervalle I ;
— 2. qu’il eziste un point ty € I tel que la suite (Sy,(to))n>n, des sommes partielles
de la série numérique [f,(to)]n>n, converge.




Alors la série de fonctions [fnln>n, est convergente sur I (uniformément sur tout
segment [cv, B8] de I) et la somme de cette série est une fonction de classe C* sur I,
se pliant encore a la regle de dérivation terme a terme :

4 0] = 3 .

k=ng k=ng

Exemple 2.7.
— Soient (an)n>0 €t (bn)n>0 deux suites de nombres complexes telles que :

Chn
VTLEN, ElC'n > 0 telle querE]N, |ak|+|bk| < m,

alors la fonction

heR — i (ak cos(k) + by sin(k@))
k=0

(cette série est bien convergente car absolument convergente pour toute valeur de 6) est une
fonction C*° sur R, de dérivée 2p-ieme la fonction

feR — (—1)? Z k%P (ay, cos(k6) + by, sin(k6))
k=0

et de dérivée 2p + 1-iéme la fonction

R — (—1)P Z g2p+l (bk cos(kf) — ay sin(k&)) ;

k=0

— la fonction ¢ de Riemann

o0 1 o0
51 (=Y L =Y et
k=1 k=1

est de classe C! sur |1, +oc[, de dérivée

= logk
-y ==t
Lt
k=1
puisque, si [a, §] C]1, +o0],
ma |logk| < log k
tE[a,)[(?] kt ' T ke

et que [logk/k*],>1 est une série convergente.

2.2 Suites de fonctions et intégration

2.2.1 Intégration discrete

Une suite numérique (ug)r>k, peut étre considérée comme une fonction de I'en-
semble D := {ko, ko + 1,...} a valeurs dans C; si la série [ug]r>k, est convergente, la

somme
o0

S = Z Uk
k—=Fko

(qui correspond au calcul du bilan capitalisé de la suite (ug)g>r,) peut étre assimilée
a l'intégrale (au sens de l'intégration discrete sur {ko, ko + 1,...}) de la fonction

u k— ug.



Plutot que de se donner juste une fonction u sur {ko, ko + 1, ...}, on peut se donner
une suite de fonctions (u™),,>,, sur cet ensemble ; chaque u™ correspond donc & une
suite (u\™ )z, ; si Pon suppose que chaque série [u{™ s>k, est une série convergente
et que la suite (u™),>,, converge simplement sur {ko, ko + 1, ...} vers une fonction
u :{ko, ko +1,...} — C, on peut naturellement se poser deux questions (liées)

— la série “limite” [ug|p>k, est-elle convergente ?

— si oui, a-t’on la formule

lim ( > u,(cn)> =) lim (u{™) = >y ?
"N ko ko o k=ko

Ce délicat probleme est un cas particulier du probleme d’interversion de limites
(souvent subtil en général) : peut-on écrire (et sous quelles conditions)

K K
[ (25 8) = i (3 )]

k=ko k=ko

On voit bien, les choses étant écrites ainsi, a quelle interversion de limite on fait
allusion. Pour répondre a ces questions, voici au moins un résultat positif bien utile ;
on y voit apparaitre dans les hypotheses une clause qui n’est pas sans rappeler la
clause de “domination” (2.5) inhérente a la définition de la convergence normale.

Théoréeme 2.6 Soit (u,(fn))kzkomz,@o un tableau d’entrées complexes u,(cn) (on peut
par exemple considérer k comme un indice de ligne, n comme un indice de colonne).
On suppose deux choses :

~ 1. que la suite de fonctions (u™),>n, sur {ko, ko + 1,...} définies par :

(n)

"ok — oy

ul
converge simplement sur {ko, ko + 1, ...} vers la fonction

u tk—u,= limu,gn);

n—oo

— 2. qu’il existe une série [wgli>k, @ termes positifs, convergente, et telle que
Vk > ko, Yn>mnyg, |u,(€")\ < wy . (2.8)

s s n . . s
Alors, toutes les séries numériques [u/,(C )]kao pour n > ng, ainsi que la série [ug]k>k, ,
sont absolument convergentes, donc convergentes et l'on a la formule autorisant
['interversion de limites :

i (30 = 3 ) = 3 29

k=ko k=ko k=ko

Remarque 2.5. Dans cet énoncé on peut remplacer les nombres complexes u,(fn), k > ko, n > ng,
par des fonctions f,gn) a valeurs complexes, toutes définies sur un méme sous-ensemble D de R ou
C; les deux hypotheses a faire sont alors :
— 1°. que, pour chaque k € {kq, ko+1, ...}, la suite de fonctions (f,gn))nZnD converge simplement
sur D vers une fonction fr de D dans C;
— 2’. qu'il existe une série [wg]r>k, & termes positifs, convergente, et telle que

Vk > ko, ¥t €D, Vn = no, £ ()] < wi .



La conclusion est qu’alors les séries de fonctions | ,i")] K>k, DOUr 1 > My, ainsi que [fx|p>k, sont

toutes normalement convergentes sur D et qu’on a la formule d’interversion de limites :

erDvJLH;O<Zf’“n)> > U0 = 3 iy (2.10)

k=ko k=ko k=ko

Preuve. La convergence absolue des séries [u,(f")]kzko pour n > ng résulte des es-
timations (2.8) et de la convergence de la série a termes positifs (wg)k>g, (voir le
théoreme 1.2 du chapitre 1) ; comme on a aussi, en passant a la limite lorsque n tend
vers l'infini :

Vk > ko, |ug| < wy,

on a aussi absolue convergence de la série [ug|g>k,. On écrit, en exploitant a la fois
I'inégalité triangulaire et I’hypothese 2.

K

Zu,(c")—Zuk = Z(,(fn—ukjL Z [
k=ko k=ko k=ko k=K+1
K 00
< 3l =l > (ul” + )
k=ko k=K+1
K %)
< S —w 42 Y w;
k=Fo k=K+1

si e > 0 et si K est choisi assez grand (K = K(e€)), on a donc (puisque la série
[wi|k>k, est convergente)

K(e)

Z“k Zuk<2|uk —ug| +¢€/2;

k=Fko k=ko k=Fko
ce choix de K = K(¢) étant “gelé”, on voit, en utilisant cette fois ’hypothese 1.,
qu’il existe N(e) tel que
K
n>N(e) = ) |u,(€") —ug| <€/2;
k=Fko

ainsi, si n > N(e), a-t’on

> w = 3w

k=ko k=ko

< €5

comme € > 0 était arbitraire, le résultat voulu en résulte. <

Exemples 2.8.
— Par exemple, puisque la série [1/k%]x>1 est une série de Riemann convergente, le théoreme

2.6 ci dessus assure
=1
t—>0 (Z k2+t2> _;ﬁ7

— en revanche, si
n lsin=k
¥ (k,n) € N2 ol = {
(k,m) 0 sinon .
on a, pour tout k € IN,

lim u( =0;

n—oo



pourtant, lorsque n est fixé :
o0

Z n)_l

k=0

on voit ici que
oo oo
! () _ m ™
,}erlo(kZO% )—1#;Onlgngo“k -

dans ce second exemple, la clause (2.8) n’est en fait pas remplie, ce qui explique que la
formule d’interversion de limites coince ici!

2.2.2 Intégration continue

Le premier résultat majeur concernant le couplage entre la prise de limite de
suites de fonctions continues sur un intervalle [a,b] de R et 'intégration de ces
fonctions sur [a, b] est le résultat suivant, que nous avons d’ailleurs déja exploité en
prouvant le théoreme 2.3 concernant la propagation a la limite de la propriété de
dérivabilité. C’est le résultat suivant :

Théoréme 2.7 Soit [a,b] un intervalle de R et (fy)n>n, une suite de fonctions
continues sur |a,b] qui converge uniformément sur [a,b] vers une fonction continue
f; alors

lim/ Falt)dt = / lim f,(t) (2.11)

n—oo n—oo

Preuve. On se ramene au cas ou les fonctions f,, n > ng, sont toutes a valeurs
réelles, et on utilise le fait que l'intégrale d’une fonction continue positive (ici la
fonction | f — f.| &= (f — fa)) est positive pour affirmer que

[ - fn<t>>dt} < [150) = fu0)ldt < (6= a) sup 7(0) = £u(0)

te(a,b]

et conclure du fait de la convergence uniforme de (f,,)n>n, vers f. &

Remarque 2.6. Le résultat est faux si I'on a seulement convergence simple; par exemple, soit
(fn)n>1 la suite de fonctions sur [0, 1] définies ainsi :

n?tsit e (0,1/(2n)]
fn(t) =< n—n?tsite[l/(2n),1/n]
0site(l/n,1];

on pourra tracer le graphe de cette fonction et examiner comment ce graphe évolue lorsque n tend
vers l'infini : ce graphe se présente comme un triangle isocele T, de base [(0,0), (1/n,0)] et de
sommet le point (1/(2n),n/2); la suite (fn)n>1 converge simplement vers 0 mais

1
/ fn(t)dt = surface du triangle T,, = 1/4;
0

on a donc ici .

1
tim [ a0 = 5 # [ Jim (a(0)dt =0

n—oo
c’est bien str la convergence unlforme qui ici se trouve étre en défaut !

Remarque 2.7. L’hypothese de convergence uniforme nécessaire pour le théoreme 2.7 est évidem-
ment trop contraignante pour des problémes d’interversion intégrale/passage a limite comme on en
rencontre en physique. Il existe des résultats ou 'on peut affaiblir cette hypothése : si par exemple



la suite de fonction (f,)n>0 converge simplement vers une fonction f sur [a,b] et 8'il existe une
constante M telle que | f,,(¢)| < M sur [a, b] pour tout n € IN (les fonctions f,,, n > 0 sont dominées
uniformément par M en module sur [a,b]), alors la conclusion

b b
/ ft)dt = lim [ f,(t)dt

n—oo

est encore valide. Mais ce résultat est beaucoup plus difficile et il appaitra au terme de la construc-
tion de l'intégration au sens de Lebesgue (quand bien méme il ne s’agit que de l'intégration des
fonctions continues sur un intervalle fermé borné [a, b]). Ce résultat sort bien str du cadre de ce

cours!

Le théoreme 2.7 suggere les prémices d'une théorie élémentaire, mais néanmoins
intéressante, de l'intégration, celle des fonctions réglées; précisons ce concept ici
dans la définition suivante :

Définition 2.4 Soit [a,b] un intervalle de R ; une fonction f de |a,b] dans C est
dite en escalier si et seulement si il existe une subdivision

a=qy<a; <---<anx=2>0

telle que f soit constante sur chaque intervalle ouvert |a;, a;11[, i = 0,..., N —1; une
fonction [ de [a,b] dans C est dite réglée si et seulement si elle est limite uniforme,
sur [a,b], d’une suite de fonctions en escalier.

Il est naturel de définir I'intégrale d’une fonction en escalier en considérant le graphe
d’une telle fonction comme un histogramme, comme sur la figure 2.3 ci-dessous; si
f est une fonction en escalier, dont la donnée est subordonnée a une subdivision

a=qy<a <---<an=2>0
telle que f vaille ¢; sur l'intervalle ouvert |a;, a;11[, i = 0, ..., N — 1, I'intégrale de f
sur [a, b] sera par définition :

N-1

][a,b](f) = Ab f(t)dt = Z (az’—i-l - CLZ') C; € C.

1=0

251 q

20 40 60 80 100 120

Fic. 2.3 — Une fonction en escalier



On vérifie tout de suite que, si Esc ([a, b], C) désigne le C-espace vectoriel des fonc-
tions en escalier sur [a, b] a valeurs complexes,

f - I[a,b](f)

est une forme linéaire sur Esc ([a,b], C), positive (au sens ou, pour toute fonction
f € Esc([a, b],C) prenant sur les intervalles ouverts de la subdivision des valeurs ¢;
réelles positives, on a Ij,3(f) > 0). De plus, on a, de par I'inégalité triangulaire et
la positivité :

Vf € Esc([a,0],C); [ap ()] < Iy (|f]) < (b —a) sup [f].

t€la,b]

Voici maintenant comment on étend naturellement cette construction de l'intégrale
au cadre des fonctions réglées (on englobera ainsi, on le verra, le cadre des fonctions
continues sur [a, b], cadre pour lequel on disposait déja d’une notion d’intégrale) :
si f est une fonction réglée, on considere une suite (fy,)n>n, de fonctions en escalier
telle que :

lim sup [f(t) = fa(t)] < €;

00 tela,b]
la suite (f,)n>n, vérifie donc le critere de Cauchy uniforme (2.3) de la proposition
2.2. Comme, pour p,q € IN,

u[a,b}(fp> - ][a,b}(fq)‘ = |I[a,b](fp - fq)‘ < (b—a) sup |fp(t> - fq(t)‘ )

t€la,b]

la suite numérique (/iq4(fn))n>n, est de Cauchy, donc convergente vers une limite
L5 si (fn)n>n, €St une autre suite qui converge uniformément vers f sur [a, b], on voit
que

Hm Ty (fn) = lm Jiap(fn)

ce qui prouve que l'on peut sans ambigiiité définir Ij,4(f) en posant
[[a,b}(f) = nh—{{.lo I[a,b](fn) .

Nous avons ainsi prolongé lintégrale sur [a,b] a l'espace Regl ([a,b], C) des fonc-
tions réglées a valeurs complexes en une forme linéaire, toujours positive (si f > 0,
Iiap(f) > 0) et satisfaisant :

vf € Regl([a, 0], C), [Tap)(f)] < apy([f]) < (b —a) sup |f(2)].

t€|a,b]

Cette méthode de prolongement d'une application linéaire (ici If,4) d'un R ou
C-espace vectoriel E (ici Esc ([a,b])) a un R ou C-espace vectoriel plus gros (ici
Regl ([a, b],C)), mais dont les éléments peuvent “s’approcher” par des éléments de
E| est en fait classique ; 'intégration sur [a, b] étant par elle-méme une forme linéaire
essentielle, elle méritait ici de servir d’illustration a cette démarche.

Concernant l’espace Regl ([a, b], C), nous avons la propriété suivante, qui prouve qu’il
contient certainement :

— les fonctions continues de [a, b] dans C;

— les fonctions monotones de [a, b] dans R;



— toute combinaison linéaire a coefficients complexes de deux fonctions prises
dans 1'une des classes ci-dessus.
En effet, on a la :

Proposition 2.3 Toute fonction de [a,b] dans C ayant une limite ¢ gauche et a
droite en tout point est réglée. La réciproque est également vraie : toute fonction
réglée de [a,b] dans C a une limite & gauche et a droite en tout point de [a,b].

e Soit f une fonction de [a,b] dans C ayant une limite a gauche et a droite en tout
point. Soit n € IN*; pour chaque o € [a,b], on introduit «a;, (ty) < to et a;f (ty) > to
tels que :

vt € a, 8y (o).t 1£(6) — £(t)] <
et
vt € fa, 8t @ (o), 1£() — F)] <

(on note f(ty) et f(td) les limites respectives de f en tq a gauche et a droite); on
a donc

o= U (lotnoz o). et o)) s

to€la,b]

de ce recouvrement de [a,b] par des ouverts du type [a,b] N I, ou [ est un in-
tervalle ouvert, on sait extraire (puisque [a,b] est une partie compacte de R) un
sous-recouvrement fini; les extrémités des intervalles I de ce recouvrement (si elles
sont dans ]a, b[) déterminent (si 'on y ajoute les extrémités a et b) une subdivision

a=a<ap) < -<apn, =b
de [a, b] ; 1a fonction en escalier f,, définie par :

fn(am-) = f(an,i) s 2 = O, ceey Nn

et
f(t) = L0 +2f Gnitt) 5o N1, Ve ans, o]
est telle que
1
sup [f(t) — fu(t)] < —,
t€la,b] n

ce qui prouve que la suite (f,,),>1 converge uniformément vers f sur [a, b], donc que
la fonction f est bien réglée.

e Soit maintenant f une fonction réglée de [a,b] dans C et (f,),>0 une suite de
fonctions en escalier telle que

lim sup |f,(t) = f(t)] = 0.

=0 tela,b]

En un point donné tq de [a,b], chaque fonction f,, n > 0, a une limite & gauche
et & droite; appelons ces limites f,(t;) et f,,(t5); puisque la suite (f,),>0 vérifie le
critere de Cauchy uniforme (2.3), il existe, pour tout ¢ > 0, une constante N(¢) telle
que, si p,q > N(e), on ait :

vt € [a,b], [f,(t) = fu(D] < ¢/3: (2.12)



on a en particulier, en gelant p = N(€) et en faisant tendre g vers +oc :

vt € [av b]? |fN(5)(t) - f(t)’ S €/3§

en reprenant (2.12), mais en faisant tendre ¢ vers ¢, soit a gauche, soit a droite, on
a aussi, toujours pour p,q > N(e),

Vt € [a,b], max(|fy(ty) — fo(to)l, ‘fp(ta_) - fq(ta_)|) <¢€/3; (2.13)

les deux suites (f,,(tg ))n0 et (fr(td))n>0 sont donc des suites de Cauchy, donc toutes
les deux convergentes vers des limites respectives (= (o) et [T(¢p). En passant a la
limite lorsque p = N(¢) et ¢ — oo dans (2.13), on a

vt € [a,8], max(| o (t5) — ()], o () — 1 (ko)) < /3.
On a donc, grace a I'inégalité triangulaire :
Vt>to, [f(t) = 1"(t0)| < [f() =y @]+ [ @) — e (tg)]
+ v (ts) — U (t)]
€ €
- ot =
5 o) = Iyl )\+3

vt <to, [f(t) =1"(to)] < [f() = v O] + [ () = e (to)]
v (ty) =1 (t)]
)

5+ o t) = S t) +

IN

(VAN
oolm

mais nous savons qu'il existe n(e) > 0 tel que :

to<t<t+nle) = [fne)— fnelts)] <e/3
to—n(e) <t <to = |fve(t) = fneltg) < €/3.

En conclusion, on montre ainsi

lim f(t) = [*(to)
t—1g
t>tq

lim f(t) = [ (t),

t—tq
t<tp

ce qui montre que f a une limite a gauche et a droite au point ¢y et acheve ainsi la
preuve de la proposition.

Si f est une fonction continue sur [a, b], alors, pour tout n € IN*, il existe n, > 0 tel

que
1
Vit € 0], [ =] < 5= 1f(0) = f(t2)] < 5

on peut donc construire une suite de fonctions (f,),>1 en escalier telle que

dimsup [f,(t) = f(£)] =0
te(a,b]

en posant :

b—

Vhe{0,n—1}, i€ [oth L at (k)22 f0) = fltas),

b—a[

b
avec t, j € [a—i—k a,a—i—(k:—i—l)

n



(on peut en particulier prendre ¢, = a + k:b_T“, k=0,..,n—1). On a donc ainsi le
résultat suivant, qui est un cas particulier du théoréeme de Darboux :

Théoréme 2.8 Pour tout n € N*, pour tout k € {0,...,n—1}, soit t,; un point de
la+k(b—a)/n,a+ (k+1)(b—a)/n]; alors, pour toute fonction f continue de |a, b]
dans C, on a

DTN ) (2.14)

k=0

b
Ty (f) :/a F(t)dt = lim

n—oo n

une expression du type
b —a n—1
Z f(tn,k)

k=0

est dite somme de Darbouz de f (assugettie a la partition

n n

<b
de la,bl).

Remarques 2.8. Sit, , =a+ kb;—“ pour k =0,...,n — 1, expression

-1

=85 it

n
k=0

est dite somme de Riemann de f sur [a,b]. Si (fn)n>n, st une suite de fonctions continues sur
[a,b] et uniformément convergente sur [a, b] vers une fonction f, la formule

b

b
lim [ fu(t)dt = / lim f(t) dt

n—oo

est, elle aussi, comme toutes les formules clef de cette section, une formule d’interversion de limites,
a savoir :

b—CLN_l b—CLN_l
N S BN S Syt

Exemple 2.9. Le théoreme de Darboux s’avere souvent intéresant pour calculer le comportement
d’expressions se présentant sous forme de sommes

>
k=0

lorsque n tend vers U'infini; en voici un exemple :

k=0 k=0 n k=0 nZ
mais
n n—1
1 1 1 1
lim — E = = lim — E =
n—»oonk:01+n_2 n—»oo’rLk:O]__}_F



on a donc
n

S
212 a4
—=n + k 4n

lorsque n tend vers l'infini.

On est amené a envisager l'intégration des fonctions réglées sur un intervalle semi-
ouvert [a,b] ou ]a, 5] de R tel que a € R, b €la, +oo[U{+0o0}, ou bien 8 € R,
a €] — oo, flU{—oc}.

Définition 2.5 Soit f une fonction de |a,b] dans C (resp. de |, 5] dans C) ayant
une limite a gauche et une limite a droite en tout point de lintervalle [a,b] (resp.
la, B]). On dit que la fonction f est semi-intégrable (ou encore intégrable au sens de
Riemann) sur [a,b] (resp. sur |o, 3]) si la fonction

z € [a,b]— /az f(t)dt (resp. r €la, f] — /j f(t)dt)

admet une limite finie | lorsque x tend vers b par valeurs inférieures (resp. lorsque x
tend vers a par valeurs supérieures). On note cette limite [ l'intégrale généralisée (au
sens de Riemann) de la fonction f sur lintervalle semi-ouvert [a, b[ (resp. l'intervalle
semi-ouvert |a, B]) et l'on note

l:/abf(t)dt (resp.l:/aﬁf(t)dt).

Le pendant continu du théoreme 2.6 s’énonce ainsi :

Théoréme 2.9 Soit (f,)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle semi-
ouvert [a,b] (resp. |, 8]), a valeurs complexes, ayant des limites a gauche et a
droite en tout point de cet intervalle, et toutes intégrables au sens de Riemann sur
cet intervalle semi-ouvert. On suppose :

— 1. que la suite de fonctions (fn)n>0 converge simplement sur [a,b] (resp. sur
|a, B]) vers une fonction f, la convergence étant uniforme sur tout intervalle
fermé borné inclus dans [a, b (resp. dans |, 5]) ;

— 2. qu’il existe une fonction g > 0, intégrable au sens de Riemann sur [a,b]
(resp. sur |a, (3]) telle que

vt € [a,b] (resp. Vt €la, B]), ¥n >0, [fu(8)] < g(t) .

Alors la fonction [ est aussi intégrable au sens de Riemann sur [a,b] (resp. sur

la, B]) et Uon a

b b
ftdt = lm [ fa@ar
aﬁ aﬁ
(resp. fdt = nh_)rrolo/ fn(t)dt). (2.15)

Preuve. On fera la preuve dans le cas des suites de fonctions intégrables au sens de
Riemann sur [a, b], avec a € R, b €]a, +oo[U{+0o0}.

La fonction f est une limite uniforme de fonctions réglées sur tout intervalle fermé
borné inclus dans [a, b[ et 'on peut donc affirmer que f a une limite & gauche et a



droite en tout point de [a, b[, et est donc intégrable sur tout intervalle fermé borné
inclus dans [a, b[.

Il faut montrer que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b[. Comme ¢ est
intégrable au sens de Riemann sur [a, b], il existe, pour tout € > 0, un réel b(e) < b
tel que

z2

T2 1

Vay,xy € [b(e), b] avec x1 < xo, / g(t)dt = / g(t)dt —/ g(t)dt <e.

T a a

Comme

vt € [a, b, Vn 20, [fu(t)] < g(t),

on a par passage a la limite simple lorsque n tend vers I'infini

vt € [a, 0], [f(1)] < g(t).

On a donc (& cause des propriétés de U'intégrale des fonctions réglées sur un intervalle
fermé borné)

Yy, xo € [b(€),b] avec x1 < x4,

szf@yﬁ}gléf\f@ﬂdtgtéfgﬂﬂdtée.

1

Pour toute suite (x,),>0 convergeant vers b par valeurs inférieures, la limite de la

suite
( I f(t)dt>

existe d’apreés le critere de Cauchy (et ne dépend pas de la suite (x,,),>0). Ceci
montre que la fonction

n>0

r— /am f(t)dt

admet une limite finie lorsque x tend vers b par valeurs inférieures. La fonction f
est donc bien intégrable au sens de Riemann sur [a, b[.

Pour conclure a la preuve de la formule d’interversion de limites (2.15), on remarque
que, pour tout € > 0,

b(e) b
[0 = e [} 0 - sl

/abf(t)dt—/abfn(t)dt‘ -
< [l - fande+2 [ gton
<[5~ gttt 2

Si n est assez grand (ce choix dépendant de b(e), donc de €), il résulte du théoreme
2.7 que l'on a

b(e)
JARECES AR

on peut donc rendre, pourvu que n soit assez grand, la quantité

/ij(t)dt«—-/ibj;(t)dt

inférieure a 3e. Comme € est arbitraire, le théoréme est bien démontré. <



Remarque 2.9. En fait, on peut remplacer la clause 2 par la suivante (par exemple dans le cas de
suites de fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a, b[) : pour tout € > 0, il existe b(e) € [a, b]
tel que

V1, z2 € [b(e),b] avec 21 < x2, Yn >0,

/wz fn(t)dt‘ <e

(attention & la place des quantificateurs!) On dit que la suits (fy,)n>0 vérifie le critere intégral
de Cauchy uniforme en b (uniforme parce que c¢’est le méme b(e) qui fonctionne pour tous les f,,
n > 0).

2.3 Séries entieres

2.3.1 Une premiere approche et plein d’exemples

On appelle série entiére toute série de fonctions sur C de la forme [a,z"],>o0,
ou (an)n>o est une suite numérique de nombres complexes. Le qualificatif “entiere”
trouve son origine dans le fait que les exposants intervenant dans les fonctions mo-
nomiales a,z", n > 0, sont des entiers. Une telle série de fonctions peut fort bien
présenter des lacunes (on parle alors de série lacunaire) lorsque certains coefficients
a, sont nuls : par exemple, la série

n2

=]
n! 1n>0
est une série entiere : il suffit de convenir que dans ce cas

o — {O si n n’est pas un carré parfait
" l1/plsin=p?, peN.

Les séries entieres les plus familieres (liées, on le verra, aux fonctions basiques tant
de l’analyse que de la combinatoire) sont par exemple :

— les séries entieres telles que tous les a,, sont nuls pour n assez grand ; on verra
que ces séries entieres sont directement liées aux fonctions polynomiales de la
variable complexe z;

— les séries entieres correspondant a une suite (a,),>o régie par une équation
récurrente a p pas récurrents (p étant un entier positif non nul fixé et oy, ..., a,
p nombres complexes) :

p = 010p—1 + Q202+ -+ Qplp_p, N 2>Ng 2P ;

on verra que ces séries entieres sont directement liées aux fonctions ration-
nelles de la variable complexe z; elles jouent un role crucial en combinatoire
ou en théorie de l'information discrete (tant par rapport a lanalyse qu’au
traitement) ; entrent dans cette classe les séries géométriques [a™z"],>0, ol «v
(“raison” de la série) est un nombre complexe : la relation récurrente est dans
ce cas particulier la relation récurrente a un pas

ap = Qlp_1, n=1;

ces séries entieres sont les séries entieres géométriques ;




— les séries entieres du type [2"/n!],>0 en relation directe avec la fonction expo-
nentielle complexe ou les fonctions trigonométriques cos, sin, ch , sh; ces séries
appartiennent a la classe de Siegel; notons que dans ce type d’exemple, la suite
(@n)n>0 se trouve régie par une équation a pas récurrents, mais cette fois du

type

p
ap(n)a, = Zaj(n)an—j , =Ny =D,
=1

ou cette fois v, ...,a, sont des fonctions polynomiales de l'indice n; par
exemple, dans le cas ou a,, = 1/n!, on a

Nap = a1, n=>1;

entrent aussi dans cette classe certaines séries entieres directement liées, on le
verra, a des équations différentielles sans second membre du premier ou second
ordre ominiprésentes en physique ou en mécanique : tel est le cas des équations
v = Ay (dont on sait que la solution générale est du type y(t) = vye), des
équations 3’ = —w?y, w € R (dont on sait que la solution générale est du type
y(t) = 1 cos(wt) + o sin(wt)), des équations y(t) = w?y(t), w € R (dont on
sait que la solution générale est du type y(t) = vyich (wt) + ~osh (wt)), ou bien
d’équations plus compliquées du type par exemple de Bessel :

ty"(t) +1y'(t) + (2 — ")y (t) =0,

ou v désigne un parametre réel ou complexe;

— les séries entieres du type [2"/(n + 1)],>0 en relation, elles, avec la fonction
logarithme, prototype d’une autre classe de fonctions (ou plutot ici de séries
entieres) tant intéressante du point de vue de la théorie des nombres (notons
que dans ces exemples, les a, sont rationnels) que de 'analyse, la classe des
G-fonctions;

— les séries entieres inspirées de la célebre formule du binome

[ N! p L N(N=1)---(N—k+1) ,
(1+2) :Zmz =2 : >k!< )+,

k=0 k=0

c’est-a-dire les séries du type [aq ,n2"]n>0, OU o désigne un nombre complexe et

{ Isin=0
Qan = § ala—1)--(a—n+1)

n!

sin>1

(notons que si « = N € N*, on a a,,, = 0 si n > N, ce qui nous ramene au
premier exemple proposé ici).

2.3.2 Rayon, disque, cercle de convergence

Si [an2"]n>0 est une série entiere, on a vu (exemple 2.4 de la section 2.1.4) qu’un
nombre (appartenant a [0, 00]) jouait un réle déterminant ; c’est le nombre

1

" limsup |an|V/"

n—~o0

I

en effet, on rappelle ici le résultat déja acquis dans ce cours :



Théoréme 2.10 Soit [a,2"],>0 une série enticre; cette série converge normalement

sur tout disque fermé D(0,1) avec r < R (attention a l'inégalité stricte ! ) ou

1

~ lim sup |a,|t/™ ;

n—oo

de plus la série numérique [a,2"],>0 ne converge pas (son terme général ne tend pas
vers 0/) dés que z est tel que |z| > R (attention encore a l'inégalité stricte!).

Ce résultat fondamental concernant la théorie des séries entieres amene aux défini-
tions suivantes :

Définition 2.6 Soit [a,2"],>0 une série entiére; le nombre

1

. lim sup |ay, |/™

n—oo

€ [0, o0 (2.16)

est appelé (d’ailleurs improprement, on le verra!) rayon de convergence de la série
[an2"] >0 5 le disque ouvert D(0, R) := {z € C; |z| < R} est le disque de convergence
de cette série; le cercle “critique” C(0, R) := {2z € C; |z| = R} (qui sépare les zones
de convergence et de non convergence) est appelé (d’ailleurs improprement, puisque
I’on ne peut de fait en général rien décider concernant le comportement asymptotique
de la série [a,2"|,>0 lorsque |z| = R) cercle de convergence de la série entiére.

Exemples 2.9.
— la série [n!z"],>0 a pour rayon de convergence R = 0, tandis que la série [z"/n!],>¢ a pour
rayon de convergence +o0o. Cette seconde série définit donc (par le biais de sa somme) une
fonction dans tout le plan complexe, dite fonction exponentielle :

ok
exp(z) ::Z%, VzeC.
k=0

Comme

s (21 + Zg)n o 1
expler ) = 3o BB L
n=0 n=0

I
[z
VS
el
HM:
=] Ed
|2
—
S
I [V}
=
N

on voit que exp(z1 + 22) est la somme du produit de Cauchy des deux séries absolument

k
convergentes (2§ /k!]x>0 et [33]k>0. Il résulte de la proposition 1.9 que 'on a, pour tout 21, 2
dans C,

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) x exp(z2),

autrement dit ’exponentielle réalise un homomorphisme de groupe entre C (muni de ’opé-

ration interne d’addition) et C* (muni de la multiplication). On verra plus loin que les trois

nombres “phares” des mathématiques que sont e = exp(1), 7 et i = /=1 sont liés par la
formule
exp(2im) = €™ = 1.

— la série géométrique [ 2", >0 de raison o € C* a pour rayon de convergence 1/|af; tous
les points du cercle de convergence sont des points de non convergence (voir I’exemple 1.1
de ce cours) ; on remarque cependant malgré tout que, dans ce cas particulier, la somme de
la série dans son disque de convergence, qui se trouve étre ici la fonction

1
1—az’

Z —

2| < 1/lal,



(ceci montre la relation entre séries entieres géométriques et fractions rationnelles) se pro-
longe en une fonction continue a tout le plan complexe privé du point 1/, donc en particulier
au travers du cercle de convergence qui semblait faire barrage a la convergence de la série,
ce qui peut ici sembler paradoxal, mais de fait ne 1’est pas car il convient de distinguer
comportement de la série et comportement de la somme de la série lorsque cette somme
existe ;

la série [z™/(n + 1)]n>0 a pour rayon de convergence R = 1; le point z = 1 du cercle de
convergence est un point de divergence, mais le point z = —1 se trouve, lui, étre un point
de convergence (d’apres le critere des séries alternées) ;

plus généralement si (a,)n>0 est une suite de nombres complexes, tous réels positifs au
dela d’un certain seuil, tels que la suite (ay)n,>0 tende vers 0 en décroissant, le rayon de
convergence de la série [a,,2"],>0 vaut 1 et tous les points du cercle de convergence, sauf le
point z = 1, sont des points de convergence (en vertu du critéere d’Abel numérique) ; tel est
le cas des séries entieres du type Riemann [2"/n"],>1, ot > 0;

le rayon de convergence de la série lacunaire [z"2 /Ml]n>0 vaut 1; il se trouve qu’il existe des
séries lacunaires de rayon de convergence strictement positif pour lesquels tous les points du
cercle de convergence sont des points au voisinage desqules il est impossible de prolonger la
somme de la série entiere au dela du cercle de convergence; pour de telles séries entieres, ce
cercle de convergence joue bien le role attendu de “barrage”, au contraire de ce qui se passe
pour les séries géométriques [a"2"],,>0 de notre second exemple.

2.3.3 Série dérivée, série primitive

Si [anz"]n>0 est une série entiere, de rayon de convergence R, la série entiere

{(n + Dap12"
n>0

a méme rayon de convergence que la série [a,2"],>0 ; en effet, le rayon de convergence
de la série

{(n + 1Dap412"
n>0

est le méme que celui de la série [na,z"],>0; or

n—oo n—oo

lim sup {nl/"|an|1/"} = limsup {eb%|an|1/"} = limsup |a,|"" = 1/R.

De méme, la série entiere

Ap_12"
]nZl
n

a méme rayon de convergence que la série [a,2"],>0 ; en effet, le rayon de convergence
de cette nouvelle série est celui de la série

[nci: 1zn} n>0

et I'on a encore

lim sup {(n + 1)_1/"\%\1/"} = lim sup [eilog—inm |an|1/"} = limsup |a,|"/" = 1/R.

n—oo

Ces deux remarques cruciales nous conduisent aux définitions suivantes :



Définition 2.7 Soit [a,2"]|,>0 une série entiére ; on appelle série entiére dérivée de
la série [a,2"],>0 la série entiére

[(n + 1)an+1z"] ; (2.17)

n>0

on appelle série_entiére primitive de la série [a,z"|,>0 la série entiére

Ap_12"
[ Jn>1; (2.18)

n
série dérivée et série primitive ont méme rayon de convergence que la série entiere
dont elles sont issues.

Exemples 2.10. La série dérivée de la série [2"/n],>1 (a0 = 0 et a,, = 1/n pour n > 1) est la

série géométrique [2"],>0 ; la série primitive de la série géométrique [2"],>0 est la série [z /n],>1.

Ce qui justifie la terminologie (“dérivée” ou “primitive”) est le résultat tres impor-
tant suivant :

Théoréme 2.11 Soit [a,2"],>0 une série entiere de rayon de convergence R > 0
et z — S(z) la somme de cette série de fonctions a lintérieur du disque ouvert de
convergence D(0, R). Soit aussi z — Saer(2) la somme de la série dérivée (toujours
dans le méme disque ouvert de convergence D(0,R)) et z — Spuim(2) la somme de
la série primitive (encore dans le méme disque ouvert D(0, R) de convergence qui
est le méme pour les trois séries en jeu). Alors, pour tout z € D(0, R), on a

S(z+h)—S(z)

lim
h—0

hed”

= Sial2) (2.19)

et

lim Sprim(Z + h) — Sprim(z)

h—0 h
hed”

= S(z2). (2.20)

Preuve. Puisque [a,,2"],,>0 est (on le voit immédiatement) la série dérivée de sa série
primitive, il suffit, pour prouver cette proposition, d’en prouver le premier volet,
c’est-a-~dire (2.18). Pour cela, nous allons montrer que si z est fixé dans D(0, R) et
si (hn)n>0 est une suite de nombres complexes tendant vers 0 dans C*, alors

lim S(Z -+ hn) - S(Z)

n—00 hn

= Sder(Z) .

C’est pour cela le théoréme 2.6 qui va nous servir car nous avons (d’apres la définition
de S et la célebre identité remarquable

k—1
AF—B"=(A-B)Y A'B*' k€N A BeC)
=0

S(z+ hy) — %0 z+h)

o) k—1
i Z :Zak<221z+h kl_l).
hon - ha, k=0 1=0




Posons, pour tout k£ € IN, pour tout n € N,

0 = e ).

0

On a, pour tout & € IN*,

lim u/,(C )( ) = kaygz

n—oo

k—1

et
ul(z) =0

pour tout n € N. Si |h,| < €, on a, par 'inégalité triangulaire et toujours la méme
I'identité remarquable,

k-1 k_ |.k k
()] < ol 3 21 + ¢t = o ELE TR Jd

=0 €

Si € est tel que |z|+€ < R (un tel € existe bien car |z| < R), la série a termes positifs
[wi(2)]k>0 est une série convergente; le théoreme 2.6 s’applique donc et I'on a bien

Jim ZELEFE 52 i ()
n k=0
= Z kakzk_l = Z(k + 1>ak+lzk = Sder(z)7
= k=0

ce qui prouve (2.18) (puisque le choix de la suite (h,),>o importe peu) et donc le
théoreme 2.10. <.

Ce théoreme a pour conséquence le résultat suivant :

Corollaire 2.2 Soit [a,2"],>0 une série entiére de rayon de convergence R > 0; la
fonction

est une fonction de classe C* sur | — R, R[, avec, pour tout p € N,

ars >
ﬁ(ﬂ =D (k+1)- - (k4 plagspt"; (2.21)
k=0
on a en particulier
ars
lg. = ——
p'ap - dtp (0) )
d’ot la formule de Taylor
> 1 drS

vtel - RR[, S(t)= (0) . (2.22)

sop! dir
De plus, une primitive de S sur lintervalle | — R, R[ est donnée par la fonction

tk-i—l




Exemple 2.11. La série dérivée de la série [(—1)"22""1/(2n + 1)],>0 est la série [(—1)"22"],>0,
ces deux séries ayant pour rayon de convergence R = 1; en conséquence, la fonction

o k 2k+1
el - 1,1]
_’;0 2k+1

est une primitive (celle d’ailleurs qui s’annule en = = 0) de la fonction

= 1

comme ’on sait que la primitive (sur R) s’annulant en = 0 de la fonction z — 1/(1 + z2) est la
fonction x — Arctgx, on a

> (_1)kx2k+1
Vo €] —1,1], Arctgmzzi;
P 2k +1

on verra plus loin que cette formule reste valable pour = 1 (la série au second membre converge

alors comme série alternée).
Preuve. La preuve est évidente car si t €] — R, R[ et si (hy,)n>0 est une suite de

nombres réels tendant vers 0, on a, si S désigne la somme de la série [a,2"]|,>0 :

lim S(t+ hy,) — S(t)

n—oo h,,

- Sder (t> )

ce qui prouve que t — S(t) est dérivable, de dérivée la somme de la série dérivée;
on recommence ensuite 'opération avec la série dérivée (le rayon de convergence R
n’a pas changé). La somme de la série primitive est, inversement, une primitive de
la somme de la série.

Il est aussi important de remarquer que I'on peut accéder aux coefficients a,, (c¢’est-a-
dire & la restitution de la série entiere a partir de la connaissance de sa somme) non
pas en dérivant cette somme (ce qui, numériquement, s’avere un procédé instable),
mais en l'intégrant (ce qui correspond & une opération autrement plus robuste!). On
a en effet la :

Proposition 2.4 Soit [a,2"],>0 une série entiére de rayon de convergence R > 0;
alors, pour tout r €]0, R[, pour tout p € N, on a, si S désigne la somme de la série
dans le disque ouvert de convergence :

1
27rP

CLp:

27 ) .
/ S(re®)e"0 dp.
0

Preuve. Sur le cercle C(0,7) = {z € C; |z| = r}, il y a convergence normale, donc
uniforme, de la série [a,2"]; la suite de polynémes trigonométriques

n
frmn + 00— Z agrre™?
k=0

converge donc uniformément sur [0, 27| vers la fonction continue

0 — S(re?) ;



en utilisant le théoreme 2.7, on a donc :

2 i . s 2m
/ S(re®Ye 0 dp = Zrkak/ e k=r)0 g
0 — 0
ei(k=p)0) ~ o ) g )
= Zakr[ = p)}o +2ma,r? = 2ma,r

k#p

puisque les fonctions § — e™? n € Z, sont deux & deux orthogonales relativement &
la forme sesquilinéaire sur 1’espace vectoriel des fonctions continues 27 périodiques

sur R, ,
(f,9) = [ f(H)g(t)dt

0

ici d’ailleurs, la théorie des séries entieres s’articule avec celle des séries de Fourier
qui fera 'objet de la section suivante. <

2.3.4 Regle d’Abel pour les séries entieres

Considérons une série entiere [a,2"],>0, de rayon de convergence R > 0; lorsque
2p est un point du cercle de convergence (|zg| = R) ot la série numérique [a,2{]n>0
se trouve converger, la somme de la série entiere est une fonction qui se trouve
naturellement définie sur le domaine

{z€C;|z| <R}U{2}.

On ne peut affirmer que la série entiere converge uniformément sur ce domaine,
mais on a cependant le tres intéressant résultat suivant, dont la preuve repose sur
I'utilisation du procédé d’Abel :

Proposition 2.5 Soit [a,2"],>0 une série entiére de rayon de convergence R > 0 et
w un point du cercle de convergence tel que la série numérique [a,w"|,>0 converge;
alors la série [anz"|n>0 converge uniformément dans tout ensemble du type :

K(w; k) :={2€ D(0,R); |z —w| < k(R—|2|)},

ou Kk désigne un nombre réel supérieur ou égal a 1 ; en particulier, la convergence
de la série entiére est uniforme sur le segment [0, w] du plan complexe, segment qui
se trouve inclus dans tous les ensembles K(w; k) quelque soit k> 1.

Remarque 2.10. Une conséquence importante de ce résultat est que, si (25 )n>n, €st une suite de
points du disque de convergence D(0, R) telle qu’il existe xk > 1 avec

Yn > ng, |Zn - ’LU| < K‘(R - |Z7l|)

et que lim z, = w, alors

n—oo
oo o0
: k k
lim E arz, | = E apw” ;
n—oo
k=0 k=0

en particulier la restriction au segment [0, w] de la fonction

oo
z— E apz”
k=0



est une fonction continue; on verra des exemples concrets d’application de cette remarque dans la

sous-section suivante.

Remarque 2.11. Il est édifiant de représenter graphiquement, par exemple si R =1 et w =1, les
domaines du type K(1; k) lorsque k > 1 varie; pareil domaine ne rencontre le cercle de convergence
qu’au point w = 1; lorsque k = 1, ce domaine est le segment [0, 1]; puis lorsque x augmente, sa
forme évolue comme celle d’une goutte d’eau de sommet 1; pres du point 1, cette “goutte d’eau”
(voir la figure 2.4, ott nous avons utilisé deux valeurs k et k' avec k proche de 1 et £’ grand pour
représenter nos deux “gouttes”) se trouve limitée par deux demi-tangentes symétriques par rapport
au segment [0, 1] et faisant entre elles un angle 6,, = 2Arcos (1/k) ; cet angle tend vers 7 lorsque &

tend vers D'infini.

zI=1

F1G. 2.4 — Domaines d’uniforme convergence si convergence en un point du bord

Preuve de la proposition 2.5.

La preuve utilise la méthode introduite pour prouver le second critere d’Abel. On
se ramene au cas R =1 et w = 1 (ce qui n’est pas restrictif modulo une homothétie
combinée avec une rotation dans le plan complexe). Soit z un point du domaine
K(1; k). On note R, le reste au cran n de la série convergente [a,],>n, €t 'on écrit :

ar = Rp_1 — Ry,

pour k> 0. Sip>qg >0, onadonc:

q
Z ap2® = Z 2*(Ry_, — Ry

k=p k=p
= Z"(Rp1 — Ry) + Zp+1(Rp —Rpy) -+ Zq_l(Rq—2 — Rg-1) + 2(Rg-1 — Ry)
q—1
= ZpRp_l + Z Rk(2k+1 — Zk) - ZqRq .
k=p

Par hypotheses, pour tout € > 0, il existe N(¢) tel que

n > N(e) = |R,| < ¢;



sip > N(e) et ¢ > p, on a donc (grace a I'inégalité triangulaire)

q o9
’Zakzk’ < e(|zp\+\zq|+2\zk—zk+1|)
k=p

k=0
< e(2+ |1 — 2] i |z\k)
k=0

Si z # 1, on a donc

‘Zakz ‘ <6(2+ |1_Z|) < (24 K)e;

cette inégalité subsiste au point z = 1 et donc en tous les points de K(1; k) ; mais
elle est réalisée des que p > ¢ > N(e), ou N(e) est indépendant de z. La série entiere
[a,,2"]n>0 Vérifie donc le critere de Cauchy uniforme dans K (1; k) et converge donc
uniformément dans ce domaine. La proposition est ainsi démontrée. <

Voici deux applications de ce résultat :

1. Ou apparait la fonction logarithme...

La série entiere [(—1)"2""!/(n+ 1)],>0 a pour rayon de convergence 1 et est la série
primitive de la série [(—2)"],>0; comme

la fonction ( )k .
> (=1)*x
~1.1 g%
€l A= 2 E+1

k=0
est la primitive s’annulant en ¢t = 0 de la fonction

sur | — 1, 1[; en effet, si x €] — 1, 1],

¢ dt z 2 (—1)kghtt
— = M) dt =S L
b= h (en)a= 20
puisque 'on peut intervertir intégration et sommation du fait de la convergence
normale, donc uniforme, de la série sous l'intégrale. Or on connait cette primitive
car

z
Y eg(1 1,1
/0 T+ 1 og(l+z) V€ s

on a donc la formule

® (—1)kzht!
Ve el —1,1[, log(l +z) = Z .

k=0
cette formule subsiste (d’apres la proposition 2.5) en t = 1 (ou la série alternée
[((—1)*/k + 1]x>0 converge) et l'on a donc aussi

logQZZ .
i k1




Une expression de 7.

La série entitre [(—1)"22"/(2n + 1)],>0 a pour rayon de convergence 1 et est la série

primitive de la série [(—1)"2?"],>¢ ; comme
- 1
} : _2\n —
k:O( <) 14227

la fonction
o9 (_1)k 2k+1

rel-1,1=Y <

= 2kt 1
est la primitive s’annulant en ¢ = 0 de la fonction
1
ts
1+ ¢2
sur | — 1, 1[; en effet, si x €] — 1,1,
R T 00 © (1] k .2k+1
[ rem = (=
o 1+t Jo Vi = 2k+1

puisque 'on peut intervertir intégration et sommation du fait de la convergence
normale, donc uniforme, de la série sous l'intégrale. Or on connait cette primitive
car
/z U _ Avetgr Vo] —1,1]
—— = Arctgz Vz €] — ;
0o 1412 8 ’
on a donc la formule
o0 (_1)kx2k+l
Ve €] —1,1], Arctgx = —
J=11], Arctg kzzo 2%k + 1
cette formule subsiste (d’apres la proposition 2.5) en t = 1 (ou la série alternée
[(—1)*/2k 4+ 1]x>0 converge) et I'on a donc aussi
T [e's) (_1)k
— = Arctg (1) = )
1 () =2, 50

k=0

Pareille formule permet de calculer des approximations rationnelles de 7 (cela ne
converge pas tres vite, mais on a déja mentionné comment des formules plus subtiles
comme celle de Machin peuvent donner des approximations plus efficaces car plus
rapides).

Nous donnerons dans la sous-section suivante des applications de ce résultat. Comme
application ici, nous proposons de parachever 1’énonc¢é du théoreme de Mertens
(proposition 1.10) comme nous 'avions annongé dans la remarque 1.6.

Proposition 2.6 Soient [u,]|,>0 une série numérique absolument convergente et
[Un]n>0 une série numérique convergente ; alors la série produit de Cauchy des séries
[Un]n>0 €t [Un]n>0, de terme général

n
Wy =Y UpVp_p n>0,
k=0

est convergente, de somme

o0 oo

gowk:(zuk) < (Y u).

k=0 k=0



Preuve. On a déja prouvé (proposition 1.10) la convergence de la série [wy]n>0;
il reste donc juste a calculer la valeur de la somme de cette série. Pour cela, on
considere sur [0, 1] la fonction :

[e.e] [ee]
Tr — (Zukxk) X (Z’kak) ;
k=0 k=0

comme les deux séries [u,x"],>0 et [v,2"],>0 sont absolument convergentes lorsque
x € [0, 1] (car une série entiere telle [u,2"],>0 ou [v,2"],>0 est normalement conver-
gente sur tout disque fermé inclus dans son disque de convergence, ici D(0,1)), on
peut appliquer la proposition 1.9 qui nous assure que pour tout = € [0, 1] :

ki;owkxk = (gukxk) X (ki;ovkxk) (2.23)

(la série [w,x"],>0 est le produit de Cauchy des deux séries [u,2"]|,>0 €t [Vn2"]n>0)-
Comme les séries de fonctions [u,z"],>0, [Un2"]n>0 €t [wWp2"]n>0 sont, d’apres la pro-
position 2.5, uniformément convergentes sur [0, 1], leurs sommes sont des fonctions
continues de x et 'on a, en faisant tendre = vers 1 par valeurs strictement inférieures

dans (2.22) :

gwk: (g;ouk) x (i)

ce qui est le résultat voulu. <

2.3.5 Fonctions réelles analytiques sur un intervalle de R

On a vu (corollaire 2.2) que si S est la restriction a | — R, R[ de la somme d’une
série entiere de rayon de convergence R > 0, la fonction z — S(z) est C* sur
|- R,R|.

En revanche, il existe des fonctions f qui sont C* sur R telles qu’il n’existe aucun
R > 0 tel que f puisse s’écrire, dans | — R, R[, comme la somme d’une série entiere
de rayon R : si 'on considere par exemple la fonction

{OsixSO

for— exp(—1/x?) siz >0,

on voit que cette fonction est C'> sur R et que toutes ses dérivées s’annulent en
0 (car x — exp(—1/z?%) tend vers 0 plus vite que toutes les fonctions puissances
lorsque z tend vers 0); si f était dans | — R, R[ la somme d’une série entiere de
rayon de convergence R, on aurait, en utilisant la formule de Taylor (2.21),

f2) =3 f(:'(())xk —0  Veel—RE|
k=0 :

ce qui serait absurde.

Ceci nous conduit a la définition suivante :

Définition 2.8 On appelle fonction réelle analytique sur un intervalle I de R toute
fonction f de I dans R ou C, telle que, pour tout point xo de I, il existe e(xg) > 0
et une suite numérique (an(xg))n>o telle que le rayon de convergence de la série
[an(z0)2"|n>0 Soit supérieur ou égal a €(xy), avec :




— Jxo — (o), mo + €(x0)[C I ;
— YV €lxg — €(xg), xo + €(x0)[, on a

f@) = Y aulan)a = ao)*

Remarque 2.12. Une fonction réelle analytique sur un intervalle I de R est automatiquement C'*>°
sur cet intervalle (voir le corollaire 2.2) ; d’ailleurs la suite (ax(zo))r>0 explicitée dans la définition
2.7 est la suite f*) (zq)/k!.

Les exemples majeurs de fonctions réelles analytiques sont :

— les restrictions & R des fonctions rationnelles (quotients de fonctions polyno-
miales), hors bien str de I'ensemble des zéros du dénominateur ;

— D'exponentielle et les fonctions trigonométriques ou trigonométriques hyperbo-
liques (sur R);

— la fonction logarithme népérien (sur 0, 4+o00[);

— les fonctions du type t — (t — a)®, avec a € R et a € C (sur lintervalle
Ja, +00[);

— les fonctions trigonométriques inverses (sur | — 1, 1] pour les fonctions Arcos,
Arcsin, sur R pour Arctg);

— les fonctions trigonométriques hyperboliques inverses, Argch, Argsh, Argth,
Argcoth dans les ouverts ou elles sont définies (ces fonctions s’expriment a
I’aide du logarithme et des fonctions puissance, entre autres des prises de
radicaux).

2.3.6 Fonctions réelles analytiques sur un intervalle et opé-
rations usuelles

Toute combinaison linéaire a coefficients complexes de fonctions réelles analy-
tiques sur un intervalle ouvert I de R est une fonction réelle analytique sur cet
intervalle : cela résulte du fait que si [a,2"],>0 et [b,2"]n>0 sont des séries entieres de
rayons de convergence respectifs Ry > 0 et Ry > 0 et A\, u deux nombres complexes,

alors la série entiere [(Aa, + pb,)2"],>0 a un rayon de convergence R avec de plus
R > min(Ry, Ry).

Le produit de deux fonctions réelles analytiques sur un intervalle ouvert I de R est
encore une fonction réelle analytique : cela résulte du fait que si [a,2"],>0 €t [b,2"]n>0
sont des séries entieres de rayons de convergence respectifs Ry > 0 et Ry > 0, la
série entiere produit de Cauchy

(Z o) <]

a un rayon de convergence R > min(R;, Ry) (car le produit de Cauchy de deux séries
absolument convergentes est une série absolument convergente, c.f. Proposition 1.9).

n>0

En ce qui concerne la composition des fonctions réelles analytiques, nous avons le
résultat plus délicat suivant :

Proposition 2.7 Soient I et J deux intervalles de R, f une fonction réelle ana-
lytique de I dans J, g une fonction réelle analytique de J dans R ou C ; alors la
fonction g o f est une fonction réelle analytique sur I.



Preuve. Pour montrer cette proposition, considérons deux séries entieres [az2"],>0
et [b,2"]|,>0 de rayons respectifs Ry > 0 et Ry > 0 avec de plus ap = 0. Comme le
produit de Cauchy de deux séries entieres de rayon de convergence R; est une série
entiere de rayon de convergence R > Ry, il existe, pour tout n > 1, une série entiere
[an12"]k>0 de rayon de convergence supérieur ou égal & R; telle que

Vze D(0,Ry), <Zakz> :z:ot,%kzk7
k=0

on remarque d’ailleurs que comme @y = 0, on a a,; = 0 si & < n. On considere une
nouvelle série entiere [c;2¥|p>1 en posant

k
Cr = Z bnamk .
n=1

Notons que formellement, Cette série entiere est celle qui apparait si ’'on “substitue”

Z apz® & z dans I'expression Z b,z". En effet, “formellement” au moins
k=1 n=0

Z bn( Z amkzk) = b() + Z Cka
n=0 k=0 k=1

Si 0 < r; < Ry est assez petit, on a (par continuité en 0 de la somme de la série
entiere [ag2¥|p>0)

M; = sup ’Zakz ’ < R,.
lz[=r1 " k=0
Il résulte de la proposition 2.4 que 'on a, pour tout n > 1, pour tout & > n,
My
‘an,k‘ < ?
Si 'on choisit ry €]My, Ry[, la méme proposition 2.4 nous permet d’affirmer que 1'on

a, pour tout n > 0,

M
T'9

Y

M, := sup ’ i bnz"‘ .

lz[=r2 " n=0

On a donc, pour k£ > 1,

k k n
ekl < 57 bl |ans] < —Z—lgﬁx%x;:iL.
- ’ o rs 1= rf ry(My — 1)
Il résulte de ceci que la série entiere [ckzk]kzl a un rayon de convergence R > r; > 0,
ce qui montre que la composée des sommes des deux séries [ax2*]i>0 et [b,2"]n>0
correspond a la somme d’une série entiere de rayon strictement positif. Ceci acheve
la preuve de la proposition. <

On rappelle aussi pour clore cette section que nous illustrerons par des exemples dans
la sous-section suivante que ce que nous avons vu dans la section 2.3.3 nous permet
d’affirmer que toutes les dérivées d’une fonction réelle analytique sur un intervalle
ouvert I de R sont encore des fonctions réelles analytiques sur cet intervalle. Toute
primitive d’une fonction réelle analytique sur un intervalle ouvert I est encore une
fonction réelle analytique sur ce méme intervalle.



2.3.7 Les fonctions développables en série entiere “classi-
ques”

a. Les fonctions rationnelles de la variable complexe z

Le premier exemple (trés important) des fonctions développables en série entiere de
(z — 2z9) autour de tout point zy au voisinage duquel elles sont définies est celui des
fonctions rationnelles de la variable z; on a dans ce cas le résultat suivant :

Proposition 2.8 Soit R = N/D € C(X) une fraction rationnelle (écrite sous
forme réduite) et aq, ..., an les racines du polynome D figurant au dénominateur.
Alors, st zg € C\ {aq,.....,ap}, on a

Vz € D(zo, mm |20 — o), Zak 20)(z — 2)F,

le rayon de convergence de la série entiére [an(zo) 2"n>0 €tant exactement égal a

12111<1r1 |20 — aj|. En particulier, la restriction a R\ {aq,...,an} de la fonction ra-
)

tionnelle z — R(z) de la variable complexe z est une fonction réelle analytique dans
tout intervalle ouvert I de R ne contenant aucun des points o, j =1, ..., M.

Preuve. On utilise d’abord la décomposition en éléments simples de la fraction
rationnelle R sur C(X) :

RO = iy ~ B+ 2 oy

ou E(X) est un polynome (le reste de la division euclidienne du numérateur N(X)
par le dénominateur D(X)), p;, j = 1,..., M, est la multiplicité de a; comme racine
de D, et les vj;, I =1, ..., u; sont des nombres complexes.

On ne restreint pas le probleme en supposant z = 0, ce que 'on fera (on se ramene a
ce cas en utilisant une translation dans C); on suppose donc qu’aucun des a; n’est
nul. Dans le disque ouvert D(0, |a;|), on peut écrire

1 1 o gk
- Ozj(l—z)_ Z k+1

a k=0 %

Z—Olj

la série géométrique [—2" /a0 a pour rayon de convergence |a;|, tout comme
toutes ses séries dérivées. En utilisant le théoreme 2.10, on voit (et ceci est en lui

méme un résultat important) que

(=1)” o~ (k+1)---(k+p) 4
== 2, Vze D(0,|q,
T Ve (0.l
d’ou ( ) +1 (k, )‘ k
1 1P & (kE+p)! 2
(Z — )p-i'l a?-i-l —~ k! Oz;? , Vze€ (07 |Oz]|)

Dans le disque ouvert de rayon min |a;|, on peut donc écrire
1<j<M

R(z) = E(z) + i apz®



avec
1) (k+1—1)!

M |
- Z Z k—i—l Ll Vil
oo !

Le rayon de convergence de la série [a,2"],>0 est (on le voit en montrant que
lim |a,|" = 1/min;|a;|) vaut exactement min, |a;| et la proposition est ainsi

n—oo

démontrée. <

Remarque 2.13. Le développement en série entiere des fractions rationnelles joue un réle impor-
tant en combinatoire; par exemple, en utilisant le fait que le produit de Cauchy des deux séries
entieres [un2"]n>0 €t [v,2"]p>0 de méme rayon de convergence est la série de Cauchy [w,2"]n>0
(o [wp]n>0 est le produit de Cauchy des deux séries numériques [un]n>0 €t [Un]n>0) et le résultat
établi a la proposition 1.9, on voit par exemple que si p1, ..., pps sont M entiers, le développement
en série entiere dans D(0, 1) de

2 : P
1 _ ZpJ Qp,.. ,PM

sz

(que I'on peut trouver en décomposant en éléments simples la fraction rationnelle de droite) donne,
avec dp, ... pa, (k), le nombre de fagons de réaliser une somme de k euros en coupures de p1, pa, ..., Pm
euros. Beaucoup d’autres idées s’inspirent de cette démarche et le développement en série entiere des

fractions rationnelles est intimement lié au concept de z-transformée en théorie de I'information.

b. La fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques ou trigo-
nométriques hyperboliques

On définit la fonction exponentielle dans C comme la somme de la série entiere
[2™/nl]n>0 ; on note cette fonction z — e* ou z — exp z; on a donc, par définition

oozk

Vz e C, exp(z) = Z—‘ ;
= k!

la série entiere [2"/n!],>o est de rayon de convergence R = oo (ce qui justifie que
I'on puisse définir exp z pour tout z) et a deux particularités :

— elle coincide avec sa série dérivée;

— 8l 21 et zy sont deux nombres complexes, le produit de Cauchy des séries
numériques [2}'/n!],>0 et [25/nl],>0 est la série numérique [(z1 + 22)"/n!]>0
(comme on le vérifie a partir de la formule du binome), ce qui implique, grace
a la proposition 1.9, la formule

V21,20 € C, exp(z1 + 22) = exp(21) exp(z2) (2.24)

qui assure que l’application exponentielle réalise un homomorphisme de C
muni de ’addition dans le groupe C* des nombres complexes non nuls, muni,
lui, de la multiplication.

Si zp est un nombre complexe, on a

exp 2o

k!

exp(zo + h) = exp(zo) exph = Z h*, Vh e C,

ce qui montre que la restriction de 'exponentielle a R est bien une fonction réelle
analytique.



C’est aussi le cas des quatre fonctions :

iz —iz o] -1 k
Z — COSz = ¢ + ¢ = Z >'
k=0 )
z — sinz:= :g 21{:+1 P
z — chz:= €
2 b (2k +1)!

Les restrictions 8 — cos @ et § — sin 6 des fonctions cos et sin a I'axe réel constituent
un vecteur 6 — 17(8) de fonctions réelles analytiques, donc C'*° sur R, solution,
comme on le vérifie immédiatement a partir du théoreme 2.10, du systeme différentiel
a coefficients constants :

—

7'(0) = ((1’ ‘01) )

avec la condition initiale

Mais on sait aussi qu'un autre vecteur de fonctions C' solution (avec la méme
condition initiale) du méme systeme différentiel sur R est le vecteur

B0 = (‘s <(99>))

ou COS et SIN sont les fonctions trigonométriques usuelles (définies sur [0, 27| et
prolongées par 2m-périodicité a R tout entier) ; de 'unicité de la solution du systéme
différentiel du premier ordre avec conditions initiales imposées, on déduit

Ve R, cosf =COS(0)
et de méme
Vo e R, sinf =SIN(0).

La formule

2

cos’z+sin’z=1

continue a étre valable dans tout le plan complexe (mais attention, il faut prendre
garde au fait que les inégalités bien pratiques |cosz| < 1 ou |sinz| < 1 ne sont
vérifiées que si z est réel!) et 'application

z — (cos z,sin 2)
parametre le sous-ensemble de C? défini comme
Ii={(21,2) € C*; 2} + 25 = 1}.

Les formules trigonométriques usuelles restent valables et les fonctions hyperboliques
sont reliées aux fonctions trigonométriques via les deux relations

ch(t) = c§)s(z:t)
sh(t) = sm(’nﬁ) = —isin(it) ;

1




si z = x + iy est un nombre complexe, on a en particulier les formules

cos(x +iy) = cosxcos(iy) —sinxsin(iy) = cosxchy —i sinzshy

sin(x 4+ iy) = sinxcos(iy) + sin(iy) cosz = sinx chy +ishy cosx .

Pour 6 réel, on retrouve d’ailleurs les formules de Moivre :

e = cos(nf) + isin(nf),

cas particulier de la formule immédiate :

e* =cosz+isinz.

On reviendra plus loin sur le nombre 7, défini par le fait (par exemple) que 2i7 et
—2i7 soient les points les plus proches de I'origine (et distincts de 0) ou la fonction

z— F(z)=expz—1

s’annule; de tels points sont automatiquement imaginaires purs, isolés sur l'axe
imaginaire pur et il y en a un (en fait deux par symétrie par rapport a 'axe réel) qui
soit le plus proche de 0; c’est ainsi que 27 eest défini (donc a partir de la fonction
exponentielle) et tout suit en cascade, en particulier le fait que 27 soit aussi le
périmetre du cercle de rayon 1, ce qui est plus familier !

c. Le logarithme.

La série entiere [2™/n],>1 a pour rayon de convergence 1 et est la série primitive de
la série [2"],>1; comme

la fonction

est la primitive s’annulant en ¢t = 0 de la fonction

1
1—t

sur | — 1, 1[; or, on connait cette primitive car

t
/ du = —log(1 —¢);
0

1—u

on a donc la formule
>tk
Vte] —1,1], log(l —t) = ZE

cette formule subsiste (d’apres la proposition 2.5) en t = —1 (ou la série alternée
[(—1)*/k]x>1 converge) et I'on a donc aussi

log2 = Z 7(_1]{;



Comme 'on a, pour tout tq,ty > 0,
log(t1tz) = logt, +logts,

on a, pour tout ¢ty > 0, pour tout h tel que |h| < to,
)1

log(to + h) = log(to(1 + h/ty)) = logte + log(1 + h/tg) = logto + Y | =

h*.
k
k=1 tO

La fonction log est donc réelle analytique sur |0, +00] et se développe en série entiere
au voisinage de ty sous la forme

= (=1)F! k
logt =logty+ > — (t—to)", (2.25)
k=1 0

cette formule restant valable pour tout ¢ tel que |t — to| < £o.
d. Les fonctions puissance (t — a)®.

Si a est un nombre complexe, on a vu (dans la liste d’exemples de la section 2.3.1)
que la série entiere [aqnln>0, OU

{ 1sin=0
Aoy — ala—1)-(a—n .
' a(a—1)-(a=ntl) n(, ) gip >1

avait pour rayon de convergence R = 1; en calculant la série dérivée, on voit que
la somme S, de cette série vérifie dans | — 1, 1[ 'équation différentielle du premier
ordre :

(1+1)S.(t) = aSa(t).

On peut d’ailleurs prendre le probleme a l'envers, c’est-a-dire chercher les séries
entieres [a,2"],>o de rayon de convergence R (a priori a déterminer) de maniere a
ce que, si R > 0, on ait, pour tout z € D(0, R),

(14 2)Sger(2) = aS(2)

si S désigne la somme de la série et Sy celle de la série dérivée; on retrouvera
comme séries entieres solutions les séries entieres du type [Aaqn2"]n>0. Mals, sur
| — 1, 1], intégrer I’équation différentielle du premier ordre

(I+0)y =ay
ne pose aucun probleme; on trouve comme solutions
y(t) = exp(alog(l +t) + C) = e“(1 +1)~,
ou C € C est une constante arbitraire; comme S,(0) = an0 = 1, on a
Vie]l—1,1], Sa(t) = (1 + ).

Si maintenant a est un nombre réel et si ty > a, on peut remarquer que, pour tout
h tel que |h| <ty —a, on a
h « e Qo K

(to+h—a)“:(to—a)a(1+to_a) :zmhk;




ceci prouve que la fonction

t— (t—a)”
est réelle analytique sur |a, +oo[; mieux, pour tout ¢y > a, elle s’écrit dans I'intervalle
la, 2ty — a[ sous la forme

o0

k
t—CL Zto_akat_to)

avec

1sin=0

n!

le rayon de convergence de la série {aa,n /(to — a)”_a} . valant exactement ¢, — a.
nz

e. Les fonctions trigonométriques inverses

Compte tenu du fait que la fonction t €] — 1, 1[— Arcost est la primitive valant 7 /2

en t = 0 de la fonction )

tel—1,1[— ———
] [ —

on a, en prenant la série primitive de la série
2n
[_a—l/Q,nZ ]nZO

I'expression de Arcost sur | — 1, 1 (d’ailleurs avec le fait que cette fonction est bien
réelle analytique sur cet intervalle) ; la formule est

T 1)k 2k+1

vtE]—l,l[, Arcost = 5 kz%)a l/2k%
o ilx?)x X (2k — 1) ¢2k+1
2 = k! 2k +1°

De méme, la fonction t €] —1, 1[— Arcsin ¢, qui est liée a la précédente via la formule

Vte] —1,1], Arcost + Arcsint = g
est aussi réelle analytique sur | — 1, 1], avec
X 1X3xHX X (2k—1) 2+

Vt €] —1,1[, Arcsint =t+ ) _

k=1

2k k! 2k +1°

Enfin, la fonction
t € R — Arctgt

est, on le sait, la primitive sur R s’annulant en ¢t = 0 de la fonction

1
-
1+¢2

en prenant la série primitive de la série entiere [(—1)"2%"],,>o (le rayon de convergence
>0

est 1), on déduit du corollaire 2.2 la formule

00 t2n+1
Vi€l —1,1[, Arctgt = > (—1)"

b 2n+1 1



cette formule reste d’ailleurs, du fait de la proposition 2.5, valable en ¢t = 1 (puisque

les deux fonctions ¢t — Arctgt et t — > (—1)"t*"*1/(2n + 1) sont continues sur
k=0

0, 1], 1a seconde comme limite uniforme sur [0, 1] d’une suite de fonctions continues) ;
ceci fournit une maniére (pas tres rapide) de calculer des approximations rationnelles

de 7 via la formule - )
T

Arctgl = — =Y (-1)F ;

et Ty k:O( Vor 1

remarquons que l'on a la majoration d’erreur
T & 1 1 1

A —1)* < =
4 kX:%( )2k+1|_2(n+1)+1 2n +3

d’apres la majoration du reste d'une série alternée. Il existe des formules bien plus
efficaces (toujours inspirées du développement de ¢t — Arctgt sur | — 1, 1]) telle celle
de Bertrand pour calculer les décimales successives de 7!

En écrivant, pour tout ¢y, h € R, la relation de Chasles

R t ) Avetat to+h h du
retg (to + h) — Arctg 0_/t0 1+t2_/0 (T+i(to +u)(1 —i(to +u))

1/h 1 n 1 J
= = U
2Jo \1+wtg+ww 1—1tyg—1u

1 00 hk—i—l 0o hk-i—l
= S| (=" : + 3 ,
2\ & (B +1)(1+ato)ttt = (B+1)(1 —dto)+H!
00 L hk+1
= Re —1 , ,
S ]
on voit que la fonction
t — Arctgt
est réelle analytique sur R et telle que, si tp € R, on ait
Arctgt = > ag(to)(t — to)"
k=0

pour |t —to| < 1, le rayon de convergence de la série [a,(ty)2"] étant toujours égal a
1 quelque soit ¢y € R.

f. Les fonctions hyperboliques inverses.

Comme on le sait, la fonction
teR— Argsht =log (t+ VI +1) € R

(inverse de la fonction t € R — sht = (e —e™")/2 € R) est la primitive (s’annulant

en t = 0) de la fonction
1

V1+t2

on déduit ainsi (toujours du corollaire 2.5) que

t —

“+00 t2k+1
Vt €]l — 1,1, Argsht = B

> Ix3X5x--+x (2k—1) t?+!
= ¢t —1)* )
2.1 2k oh+1




Comme la fonction t — Arctgt, la fonction t — Argsht est une fonction réelle
analytique sur R et telle que, si tg € R, on ait

Argsht = f: ar(to)(t — to)" (2.26)

pour |t —ty| < 1, le rayon de convergence de la série [a,(tp)z"] étant toujours égal &
1 quelque soit £y € R ; en effet, on écrit pour voir cela :

du

1

1 /h
\V 0 (1 UQ]_—:i%()u)
h 00 _ 2 k
1 / (1 S 1)k,1><3>< k><‘(2k‘ 1)<u +2t20u> )du
,/1_|_t(2) 0 1 2k k! 1—|—t0

1 <h b LI X3 x (2k—1)

h
—— R+ (-1 / + 2to)*ut dt )
N G P T L R )

k=1
ce qui donne le développement voulu (2.25) au voisinage de t; € R.

La fonction
t €]1, +oo[— Argch t €]0, +o00|

(inverse de la fonction ch : ¢ €]0, +o00[— ch(t) €]1, +00]) est définie sur |1, +-o00[ par

=log(t + V12 — 1)

t du
el vocl, Angeh= [
]1, 400, Argc T

(on prolonge en t = 1 en posant Argchl = 0) c’est encore une fonction réelle
analytique sur |1, 4+00[; de méme pour la fonction

tod 1 1—t
te]—l,l[HArgtht:/ “ :—log< )
0

1—wuw? 2 1+1
qui admet sur | — 1, 1] le développement :
+oo  12k+1
vVt €] —1,1], Argtht = :
I =11, Arg kzzo 2%k + 1

il s’agit encore ici d'une fonction réelle analytique sur l'intervalle | — 1, 1] ou elle est
définie.

2.4 Séries de Fourier

2.4.1 Le spectre d’une fonction 7T-périodique

Soit f une fonction de R dans R ou C; on suppose deux choses sur cette fonction :



— elle est périodique de période T', ce qui signifie
VieR, f(t+T)= f(t)

(la fonction f correspond par exemple & un signal temporel périodique);

— f admet en tout point une limite a gauche et a droite, ce qui équivaut a dire
que ceci est vrai sur un intervalle [to, to + T'] (par exemple [0, T] puisque [ est
supposée périodique), ou encore a dire que f est limite uniforme sur [0, 7] (ou
sur tout intervalle [tg,to + T']) d'une suite de fonctions en escalier.

Le C-espace vectoriel Regly .. (R, C) constitué de telles fonctions peut étre équipé,
on I’a vu dans le cours d’algebre, d'une forme hermitienne positive

1 /T ) _l to+T )
o f@Pd =5 [ 1f@Pdr, Vi e R

(par changement de variable et T-périodicité); cette forme hermitienne, de forme
polarisée la forme sesquilinéaire :

1 /T _ 1 rto+T _

(f,9) = (F. =7 | 9@t = = [ j(t)jgar (2:27)
T 0 T to

correspond du point de vue de la physique a la quantification de ’énergie ; ce n’est

pas une forme définie car il est possible que

[l =0

sans que [ soit nulle en tout point (par exemple f peut fort bien étre nulle partout
sur [0, 7], sauf en un nombre fini de points de [0,7]). Cependant, si I'on restreint
cette forme quadratique au sous-espace des Crper(R, C) des fonctions continues 7-
périodiques, la restriction de cette forme est bien une forme définie positive sur ce
nouvel espace vectoriel.

Le systeme des fonctions T-périodiques

2imnt
T

t — ern(t) == exp( ), neZ,

dites aussi harmoniques fondamentales complexes de période T, est un systeéme or-
thonormé pour la forme hermitienne (2.27) car

2im(k — )t Teih !

T
T )t = % [exp (%W(ﬁ_l))] = 0 sinon.
0

T
Vk,l € Z, / exp(
0

Le défaut cependant du systéme orthonormé (er,,), .4 est qu'il s’agit d’un systeme
de fonctions T-périodiques a valeurs complexes, ce qui peut compliquer inutilement
les choses lorsque 1’on envisage la décomposition suivant un tel systeme des fonctions
réelles (celles de Regly ., (R, R)); on préfere utiliser alors un autre systeme ortho-
normé (toujours pour la méme forme hermitienne (2.27) notée (, )r), celui constitué
des fonctions T-périodiques suivantes :

frn =2 cos 21t

erg=1, et VneN*, .
7o {gT,n ::\/ﬁsm%;



le systeme constitué de ero et des fr,, gr, pour n > 1 est dit systeme des
harmoniques fondamentales réelles de période T.

On définit ainsi les notions de spectre réel et spectre compleze d’un élément de l'es-

pace Regly ., (R, C).

Définition 2.9 Le spectre compleze d'un élément f € Regly (R, C) est la collec-
tion (indexée par Z) des nombres cr,[f] (coefficients de Fourier complezes de f)
définis par

CT,n[f] = <f7 eT,n>Ta nez;
le spectre réel du méme élément [ est, lui, la double collection (indexée par IN) des
nombres arolf] et arn[f], Bralf] pour n > 1 (coefficients de Fourier réels de f)
définis par

aT,O[f] = CT,O[f]? Qarp = <f7 fT,n)T; ﬂT,n = <f, gT7n>T Vn >1.

Remarque 2.14. Si f est dans Regly ., (R, R) , on a, pour tout n € N*,

CT,—n = CTn;

pour une telle fonction réelle, les coefficients de Fourier réels sont (comme on pourrait s’y attendre
car la réside la motivation pour l'utilisation des T-harmoniques fondamentales réelles au lieu de

complexes) naturellement réels.

La transformation d’une fonction (le physicien préferera dire un signal) en son
spectre est une opération certes mathématique, mais en fait réalisable physique-
ment via le mécanisme optique de diffraction. Comme toute transformation phy-
sique, on s’attend donc a ce que le passage d’une fonction a son spectre se réalise
sans apport externe d’énergie (on verra méme a la section 2.4.3 qu'il y a fait conser-
vation de 1'énergie). Nous pouvons d’ores et déja énoncer le résultat suivant (allant
précisément dans le sens de cette interprétation physique).

Théoreme 2.12 [inégalité de Bessel] Soit f un élément de Regly . (R, C) et n
un entier naturel strictement positif; on a

> lerulfIF = larolF + 3= (laral P +18nal)P) < 7 [ 110

k=—n

(2.28)

Preuve. On voit immédiatement que la fonction continue 27 périodique S,,[f] définie

k=n

SalT5 1)) = > ermlflera(t)

k=—n
= O—’TO eTo + Z (OéTn fT,n (t) + ﬁT,n[f] grn (t))

est telle que S,[T'; f] et f—S,[T; f] soient orthogonales relativement & la forme her-
mitienne positive (et vérifiant la symétrie hermitienne) (2.27); d’apres le théoreme
de Pythagore, on a donc

%/()T\f(m?dt: / T )2t + ~ / F1(8) — F(t)2 dt

> t)|? dt ;
> o [ ISl A1)



or le fait que les T-harmoniques fondamentales (tant réelles que complexes) forment
un systeme orthonormé relativement a la forme (2.27) assure :

[IST 0P d = 3 lenalf)?

k=—n

= Jaralf)P +§ (lazal A2 + 18rL11P) .

L’inégalité de Bessel est ainsi démontrée. <

Remarque 2.15. Une conséquence de I'inégalité de Bessel est que
lim ey, [f]] = lm a7, [f]| = Lm |Br.(f]],
\n|~>oo n—oo n—oo

Wy

ce qui signifie que le spectre d'une fonction f de Regly ., (R, C), tant réel que complexe, “s’estom-

pe” a l'infini; c’est ce que 'on appelle la propriété de Riemann-Lebesque.

2.4.2 Série de Fourier d’une fonction f

Si f est une fonction de Regly ., (R, C), on appelle la suite de fonctions

(SulT; fDnz0

(toutes ces fonctions sont définies, T' périodiques et continues sur R, ce sont d’ailleurs
des polyndémes trigonométrigques) suite des sommes partielles de Fourier de f. Com-
me les S, [T’ f] apparaissent comme le résultat d’'un processus de capitalisation, on
note aussi cette suite de fonctions [S,,[T"; f]]n>0 et on 'appelle série de Fourier de f.

L’idée de base du mathématicien francais Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830
(sur laquelle repose I’étude des phénomenes physiques oscillants) est qu’en un sens
a préciser, une fonction T-périodique est “somme” de sa série de Fourier, ce qui
signifie heuristiquement que tout phénomene physique 1-dimensionel T-périodique
se réalise comme un empilement de T-harmoniques fondamentales complexes (resp.
réelles), affectées de coefficients correspondant précisément aux coefficients de Fou-
rier complexes (resp. réels). C’est cette idée heuristique que nous allons préciser de
maniere mathématiquement rigoureuse dans cette sous-section.

Pour simplifier ce que 1'on fera par la suite, on supposera T' = 27 (cas auquel on peut
toujours se ramener lorsque f € Regly .. (R, C) en remplacant f part — f(Tt/2));
on notera alors S, [27; f] simplement S, [f] (pour n € IN). Un calcul tres simple, basé
sur I'utilisation de I'identité

I+X+-+X1-X)=1-Xx""

et sur les formules classiques de trigonométrie, conduit a

vieR, S0 = 3 (% [ f(we-ikudu) i

k=—n

— o 1 = ik(t—u) d
g

=—n

_ /0 7 ) [% <2Re (éo ek — 1)1 du



1 — ei(n-i—l)(t—u)
(T

) S (n+1)(t—u)
<2Re [e‘imz : sm—2] — 1)] du

a U
S1n 3

2 cos n(t—u) Si (n+1)(t—u)
( 2 "R — 1)] du

)
S1n D)

Il
S~
¥
—
—~
£
Fl= ¥l ¥[-=

-/ " Fu)Dalt = ),

ou D, est la fonction continue 27-périodique continue définie par

sin TH-l)t
1 k=n : %#Slt#OmOdQW
D,(t) := o Z ekt = {2 e
k=-n 22:1 sit =0 mod. 27 .

Cette fonction D,,, dont nous avons représenté le graphe pour diverses valeurs de
n (n = 1,5,10) sur la figure 2.5, est appelée noyau de Dirichlet (d’ordre n), la
terminologie faisant référence a I’analyste et théoricien des nombres allemand Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859, qui I'introduisit et le manipula en 1828 ;
le graphe sur [—m, 7] présente un lobe central et des lobes latéraux; on remarque
que l'intégrale sur [—m, 7] de la fonction D, vaut 1, mais que cette fonction n’est
pas positive, ce qui représentera, on le verra un peu plus loin, un handicap sérieux
pour le comportement de la suite de fonctions (S, [f])n>0 lorsque n tend vers 'infini.

3.5
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F1a. 2.5 — Graphes sur [—7, 7| de D,,, n =1,5,10



Etant donnée une fonction f 27-périodique et réglée sur 0, 27], la question se pose
naturellement de savoir si la suite de fonctions (S,[f])n>0 converge (et comment)
vers la fonction f; il s’agit 1a d’une question pratique importante car I’on peut voir la
fonction S,,[f] comme une fonction ayant méme coefficients de Fourier complexes que
f en deca du seuil n, et ayant des coefficients de Fourier complexes nuls au dela, ce qui
signifie concretement que S, [f] est obtenue a partir de f en “tuant” les composantes
“hautes-fréquences” présentes dans f. Si par exemple, f est le signal audio consistant
en la lecture d'un vieil enregistrement, on connait bien cette opération pratique
(le “repiquage” de vieux disques) qui consiste a gommer artificiellement le bruit
correspondant précisément aux composantes hautes-fréquences.

Prenons pour f la fonction 2w-périodique fo valant 1 sur [—m,0] et 0 sur [0, 7[;
comme on le voit sur la figure 2.6, la suite (S,[f])n>0 semble converger (mais seule-
ment simplement, comme on le voit en regardant les graphes de S,[f] sur [—7, 7]
pour n = 10, 20) vers la fonction 27-périodique définie par

1/2sit=—-mett=0
g(t)=< 1site]—m0]
0sitel0,n.

-0.2 1 1 1 1 1 1 1

F1G. 2.6 — Phénomene de Gibbs pour la fonction f

Le fait qu’il n’y ait que simple convergence est un handicap pratique important :
ce phénomene, dit phénomeéne de Gibbs, se traduit par un “rehaussement” de f
au niveau de ses discontinuités lorsque 1'on en “coupe” les composantes “hautes-
fréquences” ; on parle en électronique d’aliasing et c’est un phénomene que 1’'on
corrige grace a l'effet Doppler.




Le résultat de convergence mis malgré tout en évidence ci-dessus (méme si la conver-
gence n’est pas uniforme comme le montre 'exemple utilisé sur la figure 2.6) est un
cas particulier d'un résultat plus général, traduisant le comportement ponctuel de
la suite (S,[f])n>0; C’est le théoréme de Dirichlet

Théoréme 2.13 [théoréme de Dirichlet] Soit f une fonction de Regly .. (R, C)
et (Sn([T; f1))n>0 la suite de ses sommes partielles de Fourier; soit ty € R tel que
f ait une dérivée a droite et une dérivée a gauche en ty; alors

— +
Tim [T f(tg) = L0 S0 - s
ot f(ty) (resp. f(td)) désigne la limite a gauche (resp. a droite) de f en to. La suite

(
(SulT, f)n>0 converge simplement vers la fonction
fE7) + £(E)
2

sur l’ensemble des nombres réels t en lesquels f admet une dérivée a droite et une
dérivée a gauche.

t—

Preuve. On suppose pour simplifier les choses que T' = 27. Comme
to+m
/ D, (u)du =1
to—m

et que D, est paire, on peut écrire

fto) + f(tg)
Sulf1(to) — f
= [ (0w - O IEN p

= [ (00 16+ 000~ 11657 Datw)

. sin <n+%>u
- 11;Qﬂ%+w—f%7+ﬂm—w—f%w)—————_m.

27 sin %

Mais la fonction g définie sur [—m, [ par

Fltotu)—f(t)+F(to—u)=F(ty)
sin 4

= 9(u) = 2(fi(ty) — f1(to)) sit =0
0siue[—m0[

siu €0, 7]

se prolonge par 27-périodicité en une fonction de Regly, (R, C); d’apres la pro-
priété de Riemann-Lebesgue (remarque 2.15), la suite de nombres

/:rg(u) sin Kn+ %M du

tend vers 0 (comme la suite des coefficients de Fourier complexes ou les suites de

coefficients de Fourier réels de la fonction g) et le théoreme de Dirichlet en résulte
donc. &



Exemple 2.12. Soit f la fonction 27 périodique définie par

ou E(u) désigne, si u € R, la partie entiere de u, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou
égal & u (F(.9999) = 0, E(1.0001) = 1); les coeflicients de Fourier complexes de f se calculent
immédiatement ; on a :

I 1 [t2q2r
olf] 27r/0 orl2lo — 7

et, en utilisant une intégration par parties

1 2m . e—int Z 2m . Z
Vn e Z*, en(f) = —/ te”""dt = [t— - — emdt = —;
2w Jo —in 2mn Jq n

on a donc, en appliquant le théoreme de Dirichlet :

ikt ikt " si
gk, ) sin(kt)
VtER\Qﬂ'Z7 t_E(t) :7’[’-}-27111)&100? :ﬂ—anTw;T )

pour ¢ = 0 (modulo 27), le théoréme de Dirichlet se retrouve bien car le second membre de I'identité
ci-dessus vaut m, soit (f(tT) + f(¢7))/2. Le théoréme de Dirichlet permet, sur le méme principe,
de calculer la somme de séries du type séries trigonométriques dont la convergence se trouve de

fait assurée par le critere d’Abel (c’est le cas dans I’exemple proposé ici).

On pourrait penser a juste titre que la raison du mauvais comportement de la suite
des sommes partielles de Fourier (le fait que ce comportement se trouve par exemple
entaché du désagréable phénomene de Gibbs) puisse étre lié au fait que 1'on coupe
trop “brutalement” les T-harmoniques de f ayant une fréquence dépassant 27n /T ;
un moyen de couper plus “en douceur” est de considérer (pour n > 1) la suite de
polynomes trigonométriques (7,,[T'; f])n>1, ol :

t— Tn[T; f](t) = :i_ ( — %) CT,k[f] €2i7rkt/T _ %:2 Sk[fyT](t> '

k=—n—1

On appelle T,,[T; f] la n-eme somme de Féjer de f (somme introduite en 1900 par
le mathématicien hongrois Lipt Fejér, 1880-1959) ; cette somme de Féjer se calcule
comme se calculait la n-éme somme partielle de Fourier S,[T’; f]; pour simplifier
les choses, on se contentera de faire le calcul dans le cas T = 27 (on note alors
T.[f] = Tu[27; f]. On a

k=n—1 n— o 4 4
Vi eR, T[A0) = 3 & (%/0 f(u)e_zkudu>ezkt
k

k=—(n-1) g
_ 1o 1R ih(t—u)
_ 5/0 f(u) [% kz;_l(n — |k|)e™ ] du
1 p2m 1 = ik(t—u)
= - f(u)l%<2Re(]§)(n—k)e )—n)] du .

Or, pour 6 réel et non congru a 0 (modulo 27)

2Re (ni(n — l{;)eik(’) —n=nd, 1(0) — diﬁ

k=0

[V-1(0)]



avec

®, 1(0) :=2Re [nfeikﬂ 1= " Kn - %M

)
E—0 S1n D)

(voir le calcul du noyau de Dirichlet D,,_; fait précédemment) et

U, 1(0) :=2Im {ge”"ﬁ] = 2Im l

1— ein9‘|
k=0

1_610

cnb

.(n—1)¢ SIN &

_ R 2
= 2Im <e 2 9>

sin§
. 16 .
28111% sm%"

d sin (n—%)jtsing
— |V, _1(0)] = nd,_1(0) —
ag VO = n®ua(0) 2sin ¢
cosg (cosg — cos [(n — %)9})
N 2sin? ¢
cos(nd) — 1
= n®, () + ——5—+—
n@n-1(6) + 2sin” 2
sin? 22
= nd,_1(0) — 2
" 1(6) sin2g

Finalement, tous calculs faits, on trouve

TR0 = [ 7)ot~ w)du

avec

k . 2

1 —nl k ) 1 sm%t .
Kn(t) = % Z (1 - u) eznt = 2mn (sin% ) s1 i 7_é 0 (mOd 27’[’)

" 5= sit =0 (mod 27) .

(2.29)

Ce nouveau noyau K, dit aussi noyau de Féjer est toujours d’intégrale 1 sur [0, 27,
mais a cette particularité essentielle qui le différencie du noyau de Dirichlet qui est
le fait que K, est un noyau positif. Pour les valeurs de n = 5, 10, on a représenté sur
la figure 2.7 les graphes des fonctions K, ; on remarque que, a valeurs de n égales, le
lobe central est plus “enflé” qu’il ne I'est pour le noyau D,, de Dirichlet. Mais encore
une fois, le phénomene le plus frappant est la positivité du noyau K,,.
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F1G. 2.7 — Graphes sur [—7,7) de K,,, n = 5,10

Si l'on utilise la suite (7,,[f])n>1 pour approcher une fonction 27-périodique réglée
f, on voit cette fois que 'aproximation, méme si elle est plus lente, n’est plus cette
fois entachée du phénomene de Gibbs; c’est ce que l'on voit par exemple sur la
figure 2.8, ou nous avons approché par la suite (75,[f])n>1 la fonction 27 périodique
fo valant 1 sur [—m,0[ et O sur [0, 7].

F1a. 2.8 — Graphes sur [—m, 7) de T,,[fo], n = 5, 10

De fait, on a dans ce cadre un résultat plus satisfaisant que le théoreme de Dirichlet,
a savoit le théoreme de Féjer :

Théoréme 2.14 Soit f une fonction de Regly ,o.(R,C) ; la suite de fonctions

(TW[T5 fDnz1



converge simplement sur R vers la fonction g définie par

VieR, g(t) = %(f(t‘) + f(t7)),

ou f(t7) (resp. f(tT)) désigne la limite a gauche (resp. a droite) de f ent. De plus,
si f est continue et T-périodique, la suite de fonctions (T,,[T; f])n>1 (dite suite des
sommes de Féjer de f) converge uniformément vers f sur R.

Preuve. On raisonne pour simplifier avec T' = 27 ; si I'on forme la différence entre
g(t) et T,,[f](t), on remarque que, comme K, est d’intégrale 1 sur [—m, 7] et est une
fonction paire, cette différence s’écrit :

LA = g(t) = [ Kalw) (F(E+u) + F(t = u) = 29(0)) du.
Pour tout € > 0, il existe n = n(e, t) > 0 tel que, pour tout u € [0, (e, t)], on ait
[f(t+u)+ f(t—u) —29(t)| < €;

On écrit donc

TR0 ~ o) = [ K7+ )+ 50— w) — 20(0)

+f () Ko () (f(+ 1) = f(t = u) = 2g(¢)) dt

Comme la fonction f est, sur [t — 7, ¢ + 7], limite uniforme d’une suite de fonctions
en escalier, la fonction f est bornée en module par une constante M sur [t —7, t+7];

comme K, est positive et d’intégrale 1 sur [t — 7, ¢ + 7], on a donc, vu I'expression
explicite (2.29) de K,

AM 7 1
T (1) — g(8)] < / =
T, [f](t) —g(t)] < eto (i) S B u
AM T
< e+

27T n sin? _’7(;) ’

si n est assez grand, cette quantité est majorée par 2¢ et peut donc étre rendue
arbitrairement petite, ce qui prouve bien que la suite (7,[f](t))n,>1 converge bien
vers ¢(t); on infirme ainsi la premiere partie du théoreme de Féjer.

En ce qui concerne la seconde partie, on remarque que si f est continue sur R, alors
g = f et de plus, puisque f est uniformément continue sur le segment fermé borné
[—27, 27], il existe, étant donné € > 0, un réel n =7, €]0, | tel que

Vie [_7T77T]7 Vue [07776]7 ‘f(t+u) +f(t_u) _2f<t>| < €;
en reprenant les majorations ci-dessus, on voit que si n est choisi assez grand, alors
Vie [-ma], [TL[fI(t) — f{t)] < 2e,

ce qui montre bien la convergence uniforme de T,[f] vers f sur [—m, 7], donc sur R
(par périodicité). Ceci prouve le second volet du théoreme de Féjer.



On vient de voir que la 'approximation d’une fonction continue 7' périodique par
ses sommes de Féjer T,[T'; f] se faisait uniformément sur R ; mais on sait aussi (de
par le théoreme de Dirichlet) que si f admet de plus en tout point une dérivée a
gauche et a droite, alors, il y a convergence simple de la suite des sommes de Fourier
(SulT; f])nzo vers la fonction t — (f(t7) + f(t1))/2 qui dans ce cas (f continue)
coincide avec la fonction f. Les deux résultats se combinent en l'intéressant (et
souvent bien utile) proposition suivante :

Proposition 2.9 Soit f une fonction continue et T-périodique telle qu’il existe une
subdivision

a=0<a1<...<any=T
avec f de classe C' sur [aj,a;41] pour tout j = 0,..,N — 1 (on dit qu’une telle
fonction est une fonction T-périodique continue et C' par morceauz) ; alors la série
trigonométrique

[wrn(t)]n>0
ou aT70[f] si k=0
uri(t) = {ﬁ(a:rk[f] cos ZE + B[ f] sin %) sik>1

(les sommes partielles de cette série sont les sommes de Fourier t — S,[T; f](t))
est normalement convergente sur R et de somme la fonction f; on peut dans ce
cas écrire par conséquent sans aucune ambigiité les formules qu’attendait Fourier,
a Savoir :

k=+o00
Vit e R, f(t) = i CTJC[f] 62i7rt/T
k=—o00
= arolf] + \/ii (a;nk[f] cos 27;]% + Brilf] sin QWTM) )
k=1

(2.30)

Preuve. On prend 7' = 27 pour simplifier et 'on note dans ce cas ci[f] (resp. ax[f]
et Bx[f]) les coefficients de Fourier complexes (resp. réels). Pour k € Z*, on obtient
en utilisant la formule d’intégration par parties :

N-1

ck[f]zfo%f(oe—?mdt -y

k=0 "%
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— t)— _ / t —ikt dt
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f(t)e * at

(f(2m) — £(0))

= —Eck[f/]

ou l'on note encore f’ une fonction 27-périodique régée définie par ¢g(t) = f'(¢) hors
des points de subdivision ay, ..., ay (la valeur en ces points n’affecte pas la définition
par une intégrale des coefficients de Fourier ¢x[f’]).

D’apres I'inégalité de Bessel (théoreme 2.12), on a, pour tout n dans IN,

k=n -
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d’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz réelle (voir chapitre 2 du cours d’algebre,
proposition 2.8), on a, pour tous p,q € N tels que ¢ > p > 1,

-z 8 ( ) (22"

p<|k|<q p<|k|<q p<|k|<q p<|k|<q
< (/2”|f'<t>|2dt)l/2( > 1)1/2-
- vamJo i< )

il résulte de la convergence de la série de Riemann [1/k%];>1 que si p est assez grand,
alors, pour tout ¢ > p, on a

> lalfll <,

p<|k|<q

ou € est arbitraire; ceci prouve la convergence de la suite a termes positifs

( Y |ck[f]|)n>0

k=—n

(car le critere de Cauchy pour les suites numériques est satisfait) et, par voie de
conséquence, la convergence absolue des séries [ax[f]]k>0 et [O[f]]k>1 @ en effet, on
a, pour k > 1,

o NI B 1
alf] = 9 ), f(t)cos(kt)dt = —ﬂ(ck[ﬂ + cx[f])
o V2 . B 7 _
ifl= a2 [ SO smik) = lalf] - ealf),

d’ou les majorations :

k> 1, max(laglf]], 1Bl/])) < %uckm\ lesalfID.

La série trigonométrique [uay (t)]n>0, dont la n-éme somme partielle est
Sulf] it — o+ V2 (awlf] cos(kt) + Bi[f]sin(kt))
k=1

est donc bien normalement convergente sur R ; on sait que la somme vaut f d’apres
le théoreme de Dirichlet. La proposition est ainsi démontrée. <

2.4.3 Conservation de I’énergie et théoreme de Plancherel

La transformation de Fourier (transformant une fonction T-périodique en son
spectre) correspond aussi & une transformation physique : c’est 'opération de dif-
fraction au travers d’une lentille qui la matérialise en optique; il est donc tout a fait
naturel que cette transformation préserve ’énergie. Ce principe (de conservation
d’énergie) se traduit mathématiquement par le théoreme suivant, dont la seconde
assertion est connue comme formule de Plancherel (du nom du mathématicien suisse

Michaél Plancherel, 1885-1967)




Théoréme 2.15 [Plancherel] Soit f € Regly ..(R,C) et (crnlf]),cz s0n spectre
complexe et (S,[T; f])n>0 la suite de ses sommes de Fourier; on a

tim_ [ 1)~ ST S0P e = 0; (2:31)

n——400

de plus, on a la formule de Plancherel

3 lerslfIP = laralfIF + 3 (lanal I + Bral 1)

= o[ s, (2:32)

formule qui se polarise en la formule de Parseval : si f et g sont deux fonctions
T-périodiques réglées,

k=-+o00

Z CT,k[f]CT,k[g] = OéTo OéTo i_o:oé:rk aTk ]+5T,k[f]5:r,k[9])

_ %/0 £(6) 300 dt. (2.33)

Remarque 2.16. C’est au mathématicien francais Marc Antoine Parseval des Chénes, 1755-1836,

dont d’ailleurs on connait tres peu de la vie, que revient en 1799 I’intuition de la formule qui porte
son nom ; la formule de Plancherel concerne plutot, elle, la théorie relative & la transformation
intégrale de Fourier (point de vue continu), et non comme ici celle relative aux séries de Fourier
(point de vue discret) ; on mélange souvent les deux noms, auxquels il convient d’ajouter bien siir
celui du mathématicien allemand Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846, associé a l'inégalité que

nous avons déja mentionné (théoreme 2.12).

Preuve. On remarque tout d’abord que la premiere assertion implique les deux
autres (en fait la seconde, car la troisieme assertion qui est la formule de Parseval
s’obtient en identifiant les deux formes sesquilinéaires correspondant a deux formes
hermitiennes égales d’apres la formule de Plancherel (2.32)). En effet, d’apres le
théoreme de Pythagore (cette idée a déja été exploitée dans la preuve de I'inégalité
de Bessel, théoreme 2.12), on a

= [P = T/ T A1 |2dt+T/ 1 = SulTs fl) e
= Y fenals 2 o [ 150 = ST ()P

k=—n

il en résulte que (2.31) implique bien (2.32), et donc (2.33).

On remarque ensuite que si f est une fonction T-périodique continue, alors (2.31)
est vrai : ceci résulte du théoreme de Féjer et du principe des moindres carrés; en
effet, d’apres le principe des moindres carrés (voir le cours d’algebre, remarque I1.10
du chapitre 2, apres I'énoncé du théoreme de Pythagore), on a, puisque T,[T’; f]
appartient au C-sous espace des fonctions réglées T-périodiques engendré par les
t— 2T _(n—1)<k<n-—1etque f— S, [T;f] est orthogonal & ce sous-
espace pour le produit scalaire (, )7, I'inégalité (inspirée du principe géométrique
des obliques inégales) :

%/OT £ (1) = Sua[T5 £1(6) [ dt

IN

7 [ 156 - T Al
ilelglf()— n[T7f](t)|2;
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or le théoreme de Féjer, assurant la convergence uniforme de la suite (7,[T; f])n>1
vers f sur R, nous permet donc d’infirmer dans ce cas 'assertion (2.31).

Pour conclure en général, on raisonne comme suit : si f est une fonction T-périodique
réglée, il existe, pour tout € > 0, une fonction continue T-périodique f, telle que

[ o - roras e,

Admettons ce résultat et notons || || la racine carrée de || ||%. Toujours & cause de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz (appliquée avec cette fois le produit scalaire (, )7),
on a

1f = SulT5 flll If = fellr + Lfe = SulT; fll

€+ [[fe = SulT, felllr + [1Su[T fe] = SulTs flllz
€+ || fe = SulT, felllr + [1Su[T, fe = Sulllr

€+ || fe = SulT; fellr + | f = fellr

2e + er - Sn[T; fE]HT
(pour passer de la ligne 3 a la ligne 4, on a utilisé I'inégalité de Bessel du théoreme

2.12). Si maintenant on choisit n assez grand, on sait, puisque f. est T-périodique
continue, que l'on réalise

VAN VAN VAN VAR VAN

er - Sn[fvT]”T < €;

au bilan final, pour un tel choix de n (n > N(¢)), on réalise

1f = SulT5 flllr < 3,

ce qui prouve bien pour f Iassertion (2.31).

Il reste enfin & montrer que, si f € Regly (R, C), et si e > 0, il existe bien une
fonction continue T-périodique f, telle que || f — fe|lr < €; comme f est limite uni-
forme sur [0, 7] d’une suite de fonctions en escalier, il est clair qu’il suffit de montrer
le résultat si f est en escalier, et, plus simplement, si f est la fonction indicatrice
d’un intervalle [o, 5] de [0, 7] (c’est-a-dire la fonction valant 1 sur l'intervalle et 0
ailleurs). Sur la figure 2.9, nous avons indiqué comment procéder (on approche de
I'intérieur par une suite de “fonctions trapeze” sur [0, 7] une telle fonction, puis on
prolonge par T-périodicité).

0 a B zﬁ

Fic. 2.9 — Approximations d’une fonction indicatrice



Le résultat est ainsi démontré, ce qui acheve la preuve du théoreme. <

Exemple 2.13. Reprenons l'exemple de la fonction 2m-périodique f traitée dans l'exemple 2.12.
En appliquant la formule de Plancherel, on trouve

+oo 27 2
1 1 4
2 2
2 = t2dt = — ;
- k::lkz 27 0 3

il en résulte donc la formule
2

1
>
k=1

11 est possible d’obtenir ainsi des formules explicites pour les valeurs de la fonction zeta de Riemann
=1
k=1

aux points x = 2,4, ..., mais malheureusement pas aux points z = 3,5, ....

FIN DU CHAPITRE 2 ET DU COURS D’ANALYSE



