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Chapitre 1

L’intégrale de Lebesgue

1.1 Ensembles mesurables

On rappelle brievement la construction de I’intégrale de Riemann. Soit f une fonction
bornée a valeurs réelles définie sur un intervalle fermé borné [a, b] de R, et soit P I’en-
semble des partitions de [a, b], c’est a dire I’ensemble des suites finies o = (xg, ..., T,)
telles que a = zp < x1 < ... < x, = b. Si o est une partition de [a, b] on pose

n—1

MU(f) = Z(xi+1 - Ii)supxiémﬁwiﬂf(x)

mo(f) = Z(miJrl - xi)infxiﬁxéxiJrlf(Z')'

i=0
On vérifie que m,(f) < M.(f) pour o, 7 € P. On dit que la fonction f est intégrable
au sens de Riemann si sup,cpm,(f) = inf,ep M, (f), et dans ce cas on pose

fab f(t)dt :Supaepma(f) = infaEPMo<f)

Les fonctions continues sur [a, b] et les fonctions bornées et monotones sur [a, b] sont
intégrables au sens de Riemann.
Si f est continue sur un intervalle I de R et si xg € I, alors la formule

F(z) = / o

définit une primitive de F sur I, c’est a dire que F'(x) = f(x) pour tout x intérieur a I,
que la dérivée a droite de F' en a est égale a f(a) si I posséde un plus petit élément a, et
que la dérivée a gauche de F' en b est égale a f(b) si I posseéde un plus grand élément b (et
la fonction F' est I’'unique primitive de f sur [ telle que f(x¢) = 0).

Rappelons également que si f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b], on peut

utiliser les sommes de Riemann pour calculer fab f(t)dt grace a la formule suivante :

1



2 CHAPITRE 1. L'INTEGRALE DE LEBESGUE

(1) lim, o200 Flat+EE9) =lim, o0 S0 flat ki) = [V F(t)dt.

Cette formule, basée sur la définition de I’intégrale de Riemann, amene a la méthode des
rectangles. Nous renvoyons au cours d’Analyse Numérique de X.Fischer[?] pour plus de
détails sur les méthodes numériques de calcul d’intégrales (méthode des trapezes, méthode
de Simpson,etc...).

La théorie de I'intégrale de Riemann présente des inconvénients.

Premier inconvénient (pour Mathématiciens)

flz)=0 si z€Q, 0<z<1

Posons{f(x)zl si t¢Q, 0<zx<1

La fonction f n’est pas intégrable sur [0,1] car tout intervalle ouvert non vide de R
contient a la fois des rationnels et des irrationnels et avec les notations précédentes on a
my(f) = 0 et M,(f) = 1 pour toute partition o de [0, 1]. Pourtant, intuitivement, 1’en-
semble des nombres rationnels est négligeable par rapport a I’ensemble des nombres irra-
tionnels (les nombres rationnels sont ceux dont le développement décimal est périodique)
et on a envie de dire que I’intégrale de cette fonction f sur [0, 1] existe et est égale a 1.

Autres inconvénients (plus sérieux)

Pour travailler sur des intervalles non bornés ou avec des fonctions non bornées on est
obligé de faire des passages a la limite (intégrales généralisées) souvent peu commodes,
et il arrive dans les applications qu’on soit amené a intégrer des fonctions trop irrégulieres
pour étre intégrables au sens de Riemann. C’est le cas pour certaines fonctions périodiques
définies "presque partout" par la formule

+o00

ft)=ao+ Z ancos(nt) + bysin(nt),

n=1

ol (@n)n>0 et (bn)nzo sont deux suites de réels telles que les séries - o |an|* et
2@1 \bn\Q soient convergentes.

Une réponse a ces questions a été donnée au tout début du siecle dernier par
H.Lebesgue dans sa these : c’est I’intégrale de Lebesgue, qui permet d’intégrer une
classe tres vaste de fonctions.

Le point de départ consiste a '"'mesurer les ensembles', c’est a dire a définir la "lon-
gueur" de sous-ensembles tres généraux de R. La mesure d’un ensemble £ sera notée
m(E). On commence par définir m(E) pour les ensembles les plus simples (avec la conven-
tion a + 0o = 400 pour tout a € [0, +00)).
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1) Si E est fini ou vide, m(E) = 0.

2) Si E est un intervalle non borné, m(FE) = +oo.

3) Si E est un intervalle borné de la forme [a, b], [a, b[, ]a, b] ou |a,b[, m(E) = b — a.

4) Si E = Uj<p<iI, est une réunion finie d’intervalles disjoints, on pose m(F) =
2 1<nck M)

5) Si E = U,,;>11,, est une réunion d’une suite d’intervalles disjoints, on pose m(E) =
> ns1 (1), ce qui fait que m(E) = 400 si un des intervalles I,, est non borné, ou si tous
les intervalles /,, sont bornés et si la série > -, m(I,,) est divergente.

Rappelons qu’un ensemble non vide £ C R est dit ouvert si pour tout x € FE il existe
d > 0tel que |z — d, 2 + §[C E. L’ensemble vide est ouvert par convention, et on dit qu’un
ensemble F' C R est fermé si son complémentaire est ouvert.

On peut montrer que tout ensemble ouvert non vide E peut s’écrire sous la forme £ =
Unly,, ou (1,,), est une suite finie ou infinie d’intervalles ouverts disjoints. Les formules 1),
4),et 5) permettent alors de définir m(E) pour tout sous ensemble ouvert £ de R.

On dira qu’un sous-ensemble de R est borné s’il est contenu dans un intervalle fermé
borné de R. Soit maintenant F' un fermé borné de R. Il existe N > 1 tel que /' C] — N, N|.
Soit E le complémentaire de I’ dans | — N, N[. Alors E est ouvert. On pose

m(F)=m(] — N,N[) —m(F) =2N —m(FE).

Definition 1.1.1.

1) On dit qu’un ensemble borné A C R est mesurable au sens de Lebesgue s’il existe
une suite (E,,),>1 d’ouverts de R contenant A et une suite (F),),>1 de fermés de R contenus
dans A tels que lim,, . . ;m(E,) =
lim, . oom(F,), et dans ce cas on pose

m(A) = limy_.1oom(E,) = limp_om(Fy,).

2) On dit qu’un ensemble non borné B C R est mesurable au sens de Lebesgue si
BN] — n, n| est mesurable au sens de Lebesgue pour n > 1, et dans ce cas on pose

m(B) = limy,—oom(BN] — n,nl).

Notons que dans la partie 2) de la définition on peut bien slir obtenir m(B) = +oc.
Dans la partie 1) de la définition on peut supposer que la suite (£, ),>1 est décroissante et
que la suite (F},),>1 est croissante (il suffit pour cela de remplacer F,, par Ny <p,<, Fy, et
F,, par Uj<;<p, F,). On vérifie bien entendu que la valeur de m(F") ne dépend pas du choix
des suites (Ey,)n>1 et (F)n>1.

On a les propriétés suivantes

(1.2) Si A est mesurable, alors le complémentaire de A est mesurable.

(1.3) Si (A,))n>1 est une suite d’ensembles mesurables, alors U,>1 A, et N,>1 A, sont
mesurables.
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(1.4) Si (A,))n>1 est une suite croissante d’ensembles mesurables, alors m(U,>1A,,) =
lim, . oom(A,).

(1.5) Si (A,,)n>1 est une suite décroissante d’ensembles mesurables, et s’il existe ng > 1
tel que m(A,,) < 400, alors m(Ny>1A,) = limy,—, 1oom(A,).

D’autre part la mesure de Lebesgue est invariante par translation : si &/ C R est
mesurable, alors m(E,) = m(E) pour tout a € R, ot E, := {z — a},ep.

On peut se demander si tous les sous-ensembles de R sont mesurables. Le systeme
d’axiomes usuel est appelé ZF, du nom de Zermelo et Fraenkel. On peut y adjoindre
I’axiome du choix, qui s’enonce comme suit :

Soit X un ensemble quelconque, et soit P(X) I’ensemble des parties non vides de X.
Alors il existe une application ¢ : P(X) — X telle que p(A) € A VA € P(X).

Dans le systeme d’axiomes ZFC (axiomes de Zermelo-Fraenkel auquel on adjoint I’axiome
du choix), on peut construire des parties de R qui ne sont pas mesurables au sens de Le-
besgue. C’est pourquoi Lebesgue n’aimait pas cet axiome, par contre fort apprécié a la
méme époque par le grand Mathématicien Emile Borel. En fait on peut faire ce qu’on veut
en vertu d’un résultat du logicien R.Solovay, de I’Université de Berkeley.

Théoreme 1.1.2. (Solovay,1965) L’axiome "Tout sous-ensemble de R est mesurable au
sens de Lebesgue" est consistent avec ZF.

Ceci signifie qu’ajouter a ZF cet axiome ne menera pas a une contradiction qui ne serait
pas déja dans ZF (le fait que ZF est non contradictoire est indémontrable...).

On retiendra de cette discussion qu’ il n’y a aucun moyen explicite de construire
des parties non mesurables de R. Un ingénieur peut donc s’abriter derriere le théo-
reme de Solovay et considérer que tout sous-ensemble de R est mesurable au sens de
Lebesgue.

1.2 Construction de I’intégrale de Lebesgue

Definition 1.2.1. On dit que f : R — R est mesurable si {~'(E) :={z e R| f(z) € £}
est mesurable pour tout ouvert F de R. On définit de méme les fonctions mesurables a
valeurs dans C.

La somme, le produit, le sup et I'inf de deux fonctions mesurables sont mesurables. On
vérifie que toute limite simple d’une suite de fonctions mesurables est mesurable : si f,, est
mesurable pour n > 1, et si f(x) =lim,_, 1 f(x) pour tout x, alors f est mesurable.
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En fait il résulte des remarques précédentes qu’il est impossible de construire une fonc-
tion non mesurable de maniére explicite, et un ingénieur peut donc s’abriter derrieére le
théoreme de Solovay et considérer que toute fonction a valeurs réelles ou complexes
définie sur R est mesurable.

Si E C R,onpose xg(z) =1six € E, xg(x) = 0siz # E. Ondit qu'une fonction f
est une fonction en escalier s’il existe une famille finie £/, . . ., F, d’ensembles mesurables
de mesure finie et une famille ¢, . . ., ¢, de réels tels que 1’on ait

[ = Z1§k§p CkXEy-

Un calcul élémentaire montre que I’on peut toujours supposer que les ensembles E, . . ., [,
sont disjoints deux a deux. Si f = Z1gk§p ckXE, est une fonction en escalier sur R, on
pose

fR f(t)dt = Z1gkgp ckm(Ey).

Definition 1.2.2. Soit f : R — [0, 400[ une fonction mesurable positive, et soit (f,)n>1
une suite croissante de fonctions positives en escalier telle que f(x) = lim, . oo fn(T)
pour tout x € R. On pose

/f(t)dt = limn_>+oo/fn(t)dt € [0, +o0].
On dit que la fonction f est intégrable si fR t)dt < +oo.

Il faut évidemment vérifier qu’il existe bien une suite (f,,),,>1 de fonctions positives en
escalier telle que f(z) = lim,— 1. fn(x) pour tout z € R, et que la valeur (finie ou infinie)
de lim,,_,; fR fn(t)dt est indépendante du choix de la suite (f,,),,>1. Nous admettrons ces
résultats.

Definition 1.2.3.
1) Soit f : R — R une fonction mesurable. On dit que | est intégrable quand |f| est
intégrable, et dans ce cas on pose

[ 1= [ i [ £

ou [T (t) = max(f(t),0) et f~(t) = max(—f(t),0) pourt € R.
2)Soit f : R — C une fonction mesurable. On dit que [ est intégrable quand |f| est

intégrable, et dans ce cas on pose

/R f(t)dt = /R Re(f)(t)dt + i /R Im(f)(#)dt.
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Remarquons que I’intégrale de Lebesgue est invariante par translation : si f est inté-

grable , on a pour tout a € R
/ £t — a)dt = / F(t)dt.
R R

On va maintenant définir une notion d’intégration sur un ensemble mesurable .

Definition 1.2.4. Soit ¥ C R un ensemble mesurable, soit f : & — C une fonction et soit
f : R — C Pextension de f a R définie par les formules f(x) = 0sixz ¢ E, f(z) = f(x)
siz e E. 3

On dit que [ est mesurable sur E si [ est mesurable, et on dit que f est intégrable sur
E si f est intégrable sur R. Dans ce cas on pose

/Ef(t)dt:/Rf(t)dt

On a des propriétés analogues a celles de I'intégrale de Riemann, par exemple la linéa-
rité : si f et g sont intégrables sur F, alors A\f + ug est intégrable sur £ pour A\, u € C et
on a

6)  JoNF(0) + pg(0)dt = X [, F(0)dt + p [, g0)d

On a également un analogue de I’'inégalité de Cauchy-Schwartz : Si f et g sont mesu-
rables sur F, et si | f|* et |g|* sont intégrables sur F, alors fg est intégrable sur F et on
a

(1.7) o FOgdt] </ [ £y [ lg(t) P

On dira que deux fonctions f et g sont égales presque partout sur un ensemble mesu-
rable F sion a la condition suivante

(1.8) L’ensemble {z € E | f(x) # g(x) } est de mesure nulle.

Pus généralement on dira qu’une propriété est vraie presque partout si elle est vérifiée
sur le complémentaire d’un ensemble de mesure nulle.
On déduit de la définition de I’intégrale de Lebesgue que I’on a la propriété suivante

Proposition 1.2.5. Soit f une fonction intégrable sur un ensemble E. Si une fonction g est
égale a f presque partout sur | alors g est intégrable sur E et on a

/E F(t)dt = /E g(t)dt.
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Soit maintenant /' un ensemble dénombrable, c’est a dire un ensemble de la forme /' =
{zn}n>1, avec x, # x,, pour n # m. Alors E est la réunion de la suite disjointe formée
des ensembles {z,, }, et il résulte de la formule (1.4) que m(F) = > ., m({z,}) =0.On
peut montrer que 1’ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable. Par conséquent
Q N [0, 1] est dénombrable. Posons de nouveau f(z) = 0sixz € [0,1] N Q, f(z) = 1si
x €[0,1],z ¢ Q, de sorte que f n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [0, 1]. Alors f
est égale a 1 presque partout sur [0, 1], donc f est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, 1]

et [ f(t)dt = [, dt =1.

1.3 Deux résultats fondamentaux

Nous concluons cette présentation en donnant sans démonstration deux résultats fonda-
mentaux de la théorie de 'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de convergence dominée) Soit ( f,,)n>1 une suite de fonctions
mesurables sur un ensemble mesurable E, et soit f une fonction définie sur E.
On suppose que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) lim, o [n(t) = f(t) presque partout.

(ii) 1l existe une fonction intégrable g sur E telle que |f,(t)| < g(t) presque partout
pour toutn > 1.

Alors f est intégrable sur E, et [, f(t)dt = limy, . [ fu(t)dt.

Corollaire 1.3.2. Soit f une fonction intégrable sur R. On pose f(x) = fj;o f(t)e =dt.

Alors f est continue sur R.

Démonstration : Pour montrer que f est continue, il suffit de vérifier que f (x) =
lim,, ;oo f(z,,) pour tout z € R et pour toute suite (z,),>1 de réels qui converge vers
x.

Soit z € R et soit (,),>1 une suite de réels tels que = =lim,,_, x,,. Posons h(t) =
f(t)e " et h,(t) = f(t)e "*~ pour n > 1. Comme I’exponentielle complexe est continue,
ona

@
lim,, . oohy,(t) = h(t) pour tout z € R,
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et la premiere hypothese du théoreme de convergence dominée est vérifiée.
D’autre part |e""*| = 1 pour tout ¢, et on a

(ii)
|hn(t)] = | f(t)] pour tout t € R et tout n > 1.

Comme f est intégrable sur R, les deux hypotheses du théoreme de convergence domi-
née sont vérifiées et on a

flz) = m Ft)e " dt = / +OO h(t)dt = limy, o0 / m ho, (t)dt

—00 —0o0

+0o0
= liMp oo fe ™ rdt = limy_yoo f (T0).

Donc f est continue sur R. &

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de convergence monotone) Soit ( f,,),>1 une suite croissante
de fonctions positives intégrables telle que f(t) := lim, .. f.(t) soit finie pour presque
toutt € E. Alors on a

/ F@OdE = limn oo / £ (D)dt € [0, 400,

Notons que dans le cas ol lim,, .« [, fo(t)dt = +00, le théoréme indique que f n’est
pas intégrable sur £.

Rappelons que si f est continue sur [a, +00[, on dit que I’intégrale de Riemann générali-
sée f;roo f(t)dt est convergente si et seulement si faL f(t)dt a une limite quand L — o0,
et dans ce cas on pose f;oo f)dt =limp— 4o faL f(t)dt. On va voir que si f > 0, I’inté-
grale de Riemann généralisée fa+°° f(t)dt est convergente si et seulement si f est intégrable
au sens de Lebesgue sur [a, +oo] (attention, ce résultat n’est plus vrai en général pour les
fonctions de signe non constant).

Corollaire 1.3.4. Soit a € R, et soit f une fonction continue sur [a, +0oo| telle que f(t) > 0
pourt > a.

Alors Uintégrale de Riemann généralisée f:oo f(t)dt est convergente si et seulement si
f est intégrable au sens de Lebesgue sur [a,+ool, et I'intégrale de Riemann généralisée

f;roo f(t)dt et 'intégrale de Lebesgue f[a oo f(t)dt sont égales.

Démonstration : Posons F/(L) = faL f(t)dt. Comme f > 0, F est croissante sur
la, +00[, et F/(L) a une limite finie quand L — o0 si et seulement si la suite (F'(n)),>1
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est convergente. Posons f,,(t) = f(t)sia <t <mn, f,(t) = 0sit > n. Alors f, est inté-
grable pour n > 1, la suite f,, est croissante, et f(¢) =lim,,_, ;. f,,(¢) pour ¢ > a. On déduit
du théoreme de convergence monotone que f n’est pas intégrable au sens de Lebesgue
sur [a, +oo si lim, .o [ f(t)dt = +o00, que f est intégrable au sens de Lebesgue sur
[a, +00] si la suite

(limy,— 4 fa" f(t)dt),>1 est convergente, et que dans ce cas on a, avec les notations du
Corollaire

Jiavoog FO)dt =limysoo [, (o fa(t)dt = Timy o L7 f(tydt. &

On verra en exercice qu’on a les mémes propri€tés pour les autres types d’intégrales de
Riemann généralisées de fonctions continues positives.

1.4 Exercices sur le Chapitre 1

exercice 1
) 1
Calculer lim,, | o Zlgkgn n+k

exercice 2
Pour o > 0 on pose E, = Up>1[n,n + nla[ Pour quelles valeurs de o 1a mesure de £,
est elle finie ? En utilisant vos souvenirs sur les séries de Fourier, déterminer m(E>).

exercicez 3(Annales ESTIA, examens Transformées 2000 et 2001)
Soit f € L*(R). On pose , pour z € R

F(z) = +OO f)sin* (t*2* + tx)dt,
+oo
G(x) = f(t)cos*(1 + t?2?)dt.

En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que F' et G sont continues
sur R.

exercice 4(Annales ESTIA, examen Transformées 1998)
Soit f € L'(IR). On pose , pour t € R

F(t) = h (x)cos(t*z)dx.

— 00

1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que f est continue sur R.



10 CHAPITRE 1. L'INTEGRALE DE LEBESGUE

2) On note f la transformée de Fourier de f. Exprimer F' a partir de f . Retrouver ainsi
le résultat du 1), et montrer que lim;_, . . F'(t) = 0.

exercice S(Annales ESTIA, examen Transformées 1999)
Soit f € L*(R). On pose , pour z € R

“+oo
G(z) = f(t)sin(te®)dt.
—0o0
1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que GG est continue sur R.
2) Calculer G en fonction de f . Retrouver ainsi le résultat ci-dessus, et montrer que
lim, ., G(z) = 0.
3) Que peut-on dire du comportement de G(z) quand z — —o0?

exercice 6(Annales ESTIA, examen transformées 2002)

Soit f in L'(R) On pose, pour z > 1,

Flz) = :O F(t)cos (ﬁ) dt.

1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que F' est continue sur
]1, 400l

2-a) Calculer F' en fonction de la transformée de Fourier f de f, et retrouver le résultat
de la question précédente.

2-b) Déterminer lim,_1+ F'(x).

2-c) Déterminer lim,_, o F'(z).

exercice 7

Soit f une fonction continue sur ]a, b]. Montrer que si f > 0, I'intégrale de Riemann
généralisée fab f(t)dt est convergente si et seulement si f est intégrable au sens de Lebesgue

sur |a, b], et que dans ce cas I'intégrale de Riemann généralisée fab f(t)dt et I'intégrale de
Lebesgue Jia . f(t)dt sont égales.

exercice 8

On pose f(t) = Coi(t) pour z > 1. Montrer que I'intégrale de Riemann généralisée

| 1+°° f(t)dt est convergente (on pourra intégrer par parties) mais que f n’est pas intégrable

au sens de Lebesgue sur [1, +00[ (on pourra minorer f_%gi;ﬂ;r |f(t)|dt).

exercice 9
Soit f € L'(R) . Pour x > 0, on pose
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F(z) = +00 ft)edt.

1) Montrer que F' est continue sur [0 + oo.
2) On suppose de plus que eroo [t]| f(2)]|dt < 400,
Montrer que F' est dérivable sur [0, 4+o00[, et que F'(z) = — f+oo It £ (t)|e~*I1ldt (on

pourra revenir a la définition de la dérivée, et appliquer le theoreme de convergence domi-
née).

exercice 10

Soit (f,,)n>1 une suite de fonctions continues et intégrables sur un sous-ensemble me-
surable £ de R.

1) On suppose que f,,(t) > 0 et que la série ) | -, f,(t) converge pour tout ¢ € E.

Montrer que si [, [°,51 fu(t)] dt = +o00, alors la série Y, -, [ [, fu(t)] dt est diver-
gente, et que si -
S [2oust fa(t)] dt < 400, alors la série Y-, [ [}, fu(t)dt] est convergente, et que I'on a

dans ce cas
5[] - [ [0

n>1

2) On suppose que la série ) -, [fn(t)| converge pour tout t € FE, et que la série
> o>l [/ |fa(t)|dt] est convergente.

On pose f(t) = 3 >, fu(t) pourt € E.
Montrer que f est bien définie sur E et appartient 2 L' (FE) et que ’on a

5[] = [ [0

n>1

Indication : On pourra apphquer le théoreme de convergence monotone a la question 1
et le théoréme de convergence dominée a la question 2.
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Chapitre 2

La transformée de Fourier

2.1 Transformée de Fourier sur L' (R)

On va introduire plusieurs espaces de fonctions.

1) L'(R) désigne I’espace vectoriel des fonctions intégrables sur R, ot on identifie les
fonctions égales presque partout. Pour f € L!(R) on pose

£l = /_m £ ()| dt.

o0

2) L?(R) désigne I’espace vectoriel des fonctions mesurables sur R telles que | f|* soit
intégrable sur R, ou on identifie les fonctions égales presque partout. Pour f € L?*(R)

on pose
+o0
1]l = \/ / ()2t

3) L>(R) désigne I’espace vectoriel des fonctions mesurables sur R telles qu’il existe
m > 0 vérifiant |f(¢)| < m presque partout, o on identifie les fonctions égales presque
partout. Pour f € L°°(R) on pose

| flloo = inf{m > 01]|f(t)| < m presque partout}.

4) Co(R) désigne 1’ensemble des fonctions continues sur R telles que
lim 4400 f(t) = 0. Pour f € Cy(R) , on pose

[ flloo = supre|f(#)]-

13
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5) £(R) désigne I’espace des fonctions f indéfiniment dérivables sur R telles que 1’on
ait, avec la convention (¥ = f,
limyy oo [tP|fD(#)| = 0 Vp > 1,Vg > 0.

Dans les quatre premiers cas on a affaire a des espaces normés : si ||.||;, 7 = 1,2 ou co
désigne une des quantités introduites ci-dessus, on a les propriétés suivantes

(2.1) I+ glli < |Ifll: + llg]l; pour tout couple (f, g) de fonctions,
(2.2) IAflli = |Al||lf]|; pour toute fonction f et pour tout nombre complexe A,
(2.3) | £|l: > 0 pour toute fonction f, et || f||; # 0si f # 0.

Ces espaces normés sont complets, en ce sens que si une suite (x,),>1 de I'un de ces
espaces vérifie lim,,_, oo SUPp>ng>n || Tp — 24]li = 0, alors il existe un élément x de I’espace
tel que lim,, |z — z,||; = 0. De tels espaces sont appelés des espaces de Banach.
L’espace £(R) n’est pas un espace de Banach. C’est en fait un espace de Fréchet, notion
un peu plus compliquée que nous n’expliciterons pas ici.

On va admettre provisoirement le résultat suivant, qui sera démontré au Chapitre 3.

Théoréme 2.1.1. Soient f, g € L*(R). Alors la fonction t — f(x — t)g(t) est intégrable
sur R pour presque tout x € R. De plus si on définit presque partout le produit de convo-
lution f x g par la formule

—+00

(fxg)(x) = flz —1t)g(t)dt,

alors [ g € L'(R), et [ f * glls < [l fll1llg]lx-

Le produit de convolution est commutatif et associatif, c’est a dire qu’on a les proprié-
tés suivantes :

2.4) Frg=gxf YfeL'(R), VYge L'(R).
235) fx(gxh)=(f*xg)xh VfeL'(R), VgeL'R), VheL(R).

On va maintenant définir la transformation de Fourier, déja entrevue au Chapitre précé-
dent.

Definition 2.1.2. Soit f € L*(R). Pour v € R, on pose
+oo

fz) = f(t)e "t

—00



2.1. TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L' (R) 15

La fonction f est appellée la transformée de Fourier de f, et I’application F : f —— f
est appelée la transformation de Fourier.

Il est clair que la transformation de Fourier est une application linéaire, et on a déja
vu au Chapitre précédent que f est continue sur R pour f € L'(R). Le théoréme suivant
résume les principales propriétés de la transformation de Fourier.

Théoréme 2.1.3. X R
1)Sif e Ll(]R{), alors f € Co(R), et || flloo < || fl1-

2)Ona F(f g) = F(f)F(g) pour f € L'(R), g € L'(R).
3) Si f et f appartiennent a L'(R), alors on a pour presque tout t € R,

1 [t ’
o) f(x)e™dx.

ft) =
4) (i) Si f € E(R), alors f € E(R) et la transformation de Fourier F : E(R) — E(R)
est bijective.

(i) Ona F2(f)(t) = £ [T f(x)e™dx pour f € E(R),t € R.

2n J—o0

(iii) On a F(f®)(z) = (iz)* F(f)(x) pour f € ER),z € R, k > 1.

La formule 3) du théoreme ci-dessus est appelée la formule d’inversion de Fourier.
Elle montre en particulier que si f € L*(R), et si f = 0, alors f = 0, ou plus précisément
f est nulle presque partout, ce qui veut dire que f est I’élément nul de L!(R). Ceci montre
que F : L'(R) — Cy(R) est injective. Par contre on peut montrer que F : L'(R) —
Co(R) n’est pas surjective : il existe des fonctions g € Cy(R) qui ne coincident avec la
transformée de Fourier d’aucune fonction f € L'(R).

Le produit de convolution est I’expression mathématique de nombreux phénomenes de
Physique (ceci sera illustré dans des versions ultérieures plus détaillées de ce cours). En
tout état de cause les équations de convolution du type f * g = h, ou f et g sont données
et ou h est a déterminer, ne peuvent se résoudre directement. La transformation de Fourier

d’apres la formule 2) du théoréme, ramene ce type d’equatlon a une équation du type
f g= h, ce qui donne, si le quotient h / f est bien défini, § = h / f Il peut arriver qu’il n’y
ait pas de solution, ou qu’il y en ait une infinité, pour ce type d’équations dans Cy(R). De
méme considérons une équation différentielle du type

anf™ 4+ 4 arf 4+ aof = h,

avec h € £(R) donnée, f € £(R) inconnue.
Posons p(x) = a,x" + ... + a1z + ag (ce polyndme est appelé le polynome caracté-
ristique de I’équation différentielle). La formule 4) (iii) du théoreme donne
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pliz)f(z) = h(z) Yz eR.
Si le polyndme p n’a pas de racine imaginaire pure, on vérifie que la fonction x —— ;‘((Z?)
appartient a £(R), et ’unique solution f de I’equation dans £(R), est donnée par la formule

fa) 1 / Ooh(t)emdt‘

s 2w ) plit)

Supposons maintenant que p a des racines imaginaires pures distinctes (i, . . ., iag).
Pour 1 < j < k soit m; I’ordre de multiplicité de icy,, ¢’est a dire le plus petit entier m > 1
tel que p(™ (icrj) # 0. 11 résulte de la formule de Leibnitz que si 1’équation a une solution
on a, avec la convention 1 = h,

ﬁ(m)(aj) =0Ym<m;—1, Vj<k.

Réciproquement si la condition ci-dessus est satisfaite, on peut vérifier que la fonc-

tion t —— 1% se prolonge par continuité a R et que ce prolongement appartient a £(RR).

L’équation différentielle admet donc une unique solution f dans £(R), donnée de nouveau

par la formule
1 +oo ﬁ(t)eit:c
= — dt.
f@) 2ﬂ[m p(it)

Dans ces deux situations le passage a la transformée de Fourier a permis de ra-
mener des équations assez compliquées a des équations algébriques beaucoup plus
simples. On attend d’un ingénieur de savoir lire les tables de transformées de Fourier
dans le sens direct, pour pouvoir expliciter les équations algébriques obtenues et leur
solution(s), puis de savoir lire les tables de transformées de Fourier dans le sens in-
verse, pour pouvoir donner la ou les solutions des équations initiales dans I’espace de
départ.

On explicitera un peu plus loin ce programme dans le cas voisin de la transformée de
Laplace.

2.2 Transformée de Fourier sur L?(R)

On va maintenant décrire la transformée de Fourier sur L?(R). La situation est en un
certain sens trés simple : la transformée de Fourier est une bijection de L?(R) sur L*(R).
Vu sous un autre angle elle est tres compliquée : la formule f(z) = fj;o f(t)e " dt, qui
définit la transformée de Fourier pour f € L!'(R), fait intervenir une intégrale en général
divergente si f € L?(R). Parcontre sia > Oet f € L?(R) alors la fonction t — f(t)e=M
est intégrable sur R. D’autre part il résulte de 1’inégalité de Cauchy-Schwartz que toute
fonction f € L*(R) estintégrable sur [— R, R] pour R > 0. On a alors les résultats suivants.
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Théoréme 2.2.1. Soit f € L*(R).Alors les limites lim,_+ fj;o ft)e~tz=altldt et limp . | o ffRf(t)

existent et sont égales pour presque tout x € R.

La premiere propriété est liée a un résultat concernant les limites radiales des fonctions
holomorphes bornées dans le cercle unité démontré en 1907 par P. Fatou. La démonstration
est du niveau du DEA de Mathématiques. Le deuxieme résultat est un théoréme célebre de
L.Carleson[?] (1967). Les autres démonstrations données par C.Fefferman[?] (1973) et par
M.Lacey et C.Thiele[?] (2000) restent tres difficiles.

On peut alors définir la transformée de Fourier sur L?(R), qui s’avere étre une bijection
de L?(R) sur lui-méme.

Definition 2.2.2. Pour f € L?(R), on définit f presque partout sur R par la formule
fl@) = limage [ f(t)e " Mdt = limp.o [75, f(t)e~""dt
Théoreme 2.2.3. Pour [ € L*(R), ona f € L*(R) er

(i) f(t) =limg_o+5 fj;o f(t)eitzoleldy = limp— 4o 5= f_RR f(x)e™™da pour presque
toutt € R.

(i) [0 @)2dt = = [T f(1)]*dt.

Plus généralement on a, pour f € L*(R), g € L*(R),

(iii) [ f(O)g(t)dt = £ [ f(t)g(t)dt

et la transformation de Fourier F : f —— f est une bijection de L*(R) sur lui-méme.

La formule (i) est la formule d’inversion de Fourier pour L?(IR), et peut s’écrire pour
f € L*(R) sous la forme

(2.6) FHHE) = 5 F(£)(=1).

La formule (iii) est appelée formule de Plancherel et la formule (ii), qui est un cas
particulier de (iii), est appelée formule de Parseval.

Nous terminons cette breéve présentation par un exemple. On définit le sinus cardinal
par la formule

sin(t)
t Y
avec la convention sin.(0) = 1. On a donc le développement en série entiere

sin.(t) =

+00 t2n

sin.(t) = go T

e—itxdt
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On définit la fonction porte d’ordre a par la formule

Pa(t) = 0si |t| > a,p(t) =1sit € [—a,al.

Un calcul simple donne

a ] e—ita: a eiax o e—iax
Da(z) = e "dr = : = —— = 2asin.(ax).
a —ix | _, i

En pratique on est souvent amené a "tronquer"” les fonctions, ce qui revient a les multi-
plier par une fonction porte d’ordre a, avec a assez grand. Au niveau de la transformée de
Fourier, ceci revient a remplacer la transformée de Fourier de la fonction donnée par son
produit de convolution avec 2asin.(azx).

On illustre cet exemple par des graphiques. On trace sous Matlab le graphe du sinus
cardinal et de la fonction porte d’ordre 1.

>> x=[-5*xpi:0.01:5%xpi];y=sin(x)./x;
plot (x,y, " green’);hold on;axis equal;
title ('La fonction sinus cardinal’);
print —-depsc sincard

Le sinus cardinal
T

51

x0=[-1:0.01:1]1;y0=polyval (p, x0);
g=[0];x1=[-4:0.01:-1];x2=-x1;yl=polyval (q,x1);

y2=polyval (q, x2) ;plot (x0,y0,"red’);hold on;

plot (x1,y1l,’red’);hold on; plot(x2,y2,’red’);hold on;axis equal
title('La fonction porte, ordre 1’);print -depsc fonctionporte
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La fonction porte, ordre 1
T T T

20

I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

On trace aussi le graphe de la fonction porte ps3 d’ordre 3, ainsi que celui de sa transfor-
mée de Fourier p3 (on a p3(x) = 6sin.(3x))).

p=[1];x0=[-3:0.01:3];y0=polyval (p,x0);x1=[-5%pi:0.01:-31;
g=[0];yl=polyval (g, x1);x2=-x1;y2=polyval (q,x2);x3=[-5xp1i:0.01:5xpi];
y3=2+sin (3xx3) ./x3;plot (x0,y0,’red’);hold on;plot (x3,y3,’green’);hold on;
plot (x1,y1l,’red’);hold on; plot(x2,y2,"red’");hold on;axis equal;

legend (' y=p3(x)’',’'y=6sin_c(3x)’);

title('La fonction porte p3 et sa transformée de Fourier’)

print —-depsc p3

La fonction porte p3 et sa transformée de Fourier
T T T

—y=p3(x)
y=65|nc(3x)

5k 4
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2.3 Exercices sur le Chapitre 2

exercice 1
On pose H(t) = e !l pour ¢ € R. Calculer la transformée de Fourier de H.

exercice 2 (Annales Estia, Examen Transformées 2000)

1) On pose f(t) =te " pourt > 0, f(t) = 0 pour t < 0. Vérifier que f est continue sur
R, etque f € L'(R) N L*(R).

2) Par un calcul direct, montrer que f(z) = m
3) Montrer que [, t2e2dt = L [T°0 &

_ (+a2)2"
4) Calculer [ el s de pourt cR.

exercice 3(Annales ESTIA, jexamen Transformées 2001)
1) Montrer que [ [t["e™ “dt < 400 pour n entier , n > 0.

2) Montrer que f t"e *dt = 0 si n est impair.

3) On pose u, = fj:: t2m eT dt pour m entier , m > 0. En intégrant avec soin par

: _ _1
parties, montrer que Uy, = 55 Um+1-

4)Montrer par récurrence que u,,, = 2(73?1)')

5)En utilisant I’exercice 5 du Chapitre 3, montrer que uy = /2.

ug pour m > 1.

t2 . . .
6)On pose f(t) = e = pourt € R. Soit p > 0 un entier, et soit x € R. On pose , pour
teR

Rl =3 C

n!
n=0
En utilisant le théoréme de convergence dominée, montrer que f (z) =limy,_ o [ o F,.(t)e zdt.
En déduire que f(z) = /27 f(z) pour z € R.

2
7) En utilisant la formule d’inversion de Fourier , montrer que (f * f)(t) = /e T
pour ¢t € R. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

exercice 4 (Annales ESTIA, examen Transformées 2002)

1) Soit f € L*(R), et soit f la transformée de Fourier de f. Montrer que si f est paire,

on a
“+oo

fz) = f(t)cos(xt)dt.

—0o0

2) On pose f( ) = 0p0ur t| > 1, f(t) = =2 pour —1 < ¢ < 1. Esquisser le graphe de
f.etcaleuler ["°°|f(t)|dt = [T f(t)dt et f+°° | f(t)|2dt. En déduire la valeur de f(0).
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3) Aumoyen d’une double intégration par parties, calculer f(z) pour 2 # 0. Donner un
développement en série entiere de f.

4) Expliciter la formule obtenue en appliquant a f la formule de Parseval.

5)Aton f € L'(R)? Si oui, expliciter la formule obtenue en appliquant a f la formule
d’inversion de Fourier.

exercice 5

1) On pose H,(t) = e M pour A > 0, ¢ € R, et on pose

1 [t

h(t) Hy(x)e™ dx.

g % .
Calculer h,, et vérifier que [ _Jr;o hx(z)dz = 1.

2) En appliquant le théoréme de Fubini, vérifier que si f € L'(R), onapourt € R

1 [t .
(fxhy)(t)=— Hy(z)e™"dz.
2m
3) On suppose maintenant que g est continue et bornée sur R. Montrer que 1’on a, pour
teR

—00

g(t) = limx—o+ (g * hy)(1).

4) On suppose que f est continue, intégrable et bornée sur R, et que f est intégrable.
Déduire de ce qui précede que I’on a, pour ¢ € R,

Lot
ft) = o f(a)edz.

T or oo

(c’est un cas particulier de la formule d’inversion de Fourier).
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exercice 6

Soit f une fonction continue sur R. On suppose qu’il existe L > 0 tel que f(t) = 0 pour
t > L,eton pose f(t) = f(—t) pourt € R.

1) On pose g = f = f. Vefifier que g est continue sur R, que |g(z)| < ||f||» pour z € R,
et que g(x) = 0 pour |x| > 2L.

2) Les notations étant celles de I’exercice 5, déduire de la question 3 de 1’exercice 5 que
I'on a

17112 = 9(0) = lima—o+ (g hx)(0).
3) Vérifier que I'on a, pour z € R,

- £l 12
g(x) = |f (=)
4) En utilisant la question 2 de I’exercice 5 et le théoreme de convergence monotone,
montrer que 1’on a

00 1 oo
/ |f@)Pdt = — |f ()P dz.

0o 2m —00

(c’est un cas particulier de I’identité de Parseval).



Chapitre 3

Groupes, Anneaux, Corps

3.1 Groupes

Nous commencons par rappeler des définitions classiques

Definition 3.1.1. Un groupe est une ensemble non vide G muni d’une loi de composition
interne (x,y) — x o y possédant les propriétés suivantes

(1.1) x o (yoz) = (xoy) oz pourtout triplet (x,y, z) d’éléments de G.

(1.2)11 existe un élément e de G tel que x o e = e o x = x pour tout x € G.

(1.3)Pour tout x € G, il existe y € Gtel que roy =yox = e.

On dira qu’une loi de composition interne sur un ensemble £ vérifiant la condition (1.1)
est associative. Si (G, o) est un groupe , I’élément e de GG vérifiant la condition (1.2) ci-
dessus est appelé élément neutre de (G. On vérifie (exercice) que cet élément neutre est
unique. L’élément y de GG tel que x oy = y o x = e est appelé inverse de x. 1l est également
unique. On vérifie plus généralement (exercice) que si (F, o) est un ensemble muni d’une
loi de composition associative pour laquelle il existe un élément neutre e, et si trois éléments
x, 1, et yo de E vérifient x o y; = yo o x = e alors y; = y».

Definition 3.1.2. On dit qu’un groupe (G, o) est commutatif , ou abélien , si on a la condi-
tion suivante
(1.4) x oy = y o x pour tout couple (x,y) d’éléments de G.

La loi de composition d’un groupe abélien G sera souvent notée +. Dans ce cas I’élé-
ment neutre de GG sera noté 0 , et 'inverse d’un élément x de G sera noté —x et appelé
I'opposé de x.

Exemple 3.1.3. Notons 7. I’ensemble des entiers relatifs , Q ’ensemble des rationnels , R
I’ensemble des réels et C I’ensemble des nombres complexes. Alors (Z,+), (Q,+), (R,+)
et (C,+) sont des groupes abéliens.

Exemple 3.1.4. Soit p > 2 un entier. Pour 0 < a < p — 1 on pose a = {a + pn}n,cz, et on
pose @+ b =7 ou r est le reste de la division de a + b par p (d’apres le cours de CM1 , on
a bien 0 < r < p —1). On vérifie que (Z/pZ,+) est un groupe abélien.

23
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On peut illuster ceci par les tables d’addition de Z/2Z et Z/3Z.

+10]1

001

11170
+(0]1]2
0j0[1]2
1[172]0
212101

Ces deux exemples sont un cas particulier de la théorie des groupes quotient que nous
présenterons un peu plus loin.On notera que la nature mathématique exacte des éléments
0,1,...,p — 1 de Z/pZ ne joue guere de rdle en pratique.Ce qui compte est de pouvoir
utiliser la table de I’addition(a laquelle on ajoutera plus loin une table de multiplication)

On peut également utiiser la notation multiplicative pour certains groupes abéliens ou
non.On note alors z.y au lieu de xoy. L’élément unité est noté 1 (ou [ s’il s’agit de matrices)
, et 'inverse de z € G est noté 2! (la notation ! est utilisée dans tous les cas ot la loi
du groupe n’est pas notée additivement).

On notera Q* I’ensemble des rationnels non nuls. On notera de méme R* 1’ensemble
des réels non nuls et C* I’ensemble des nombres complexes non nuls.On pose d’autre part
I'={z € C| |z| = 1. Le produit de deux éléments z et y de Z , Q , R ou C sera noté z.y
(ou xy si aucune confusion n’est a craindre).

Exemple 3.1.5. (Q*,.), (R*,.), (C*,.) et (I, .) sont des groupes abéliens pour le produit
usuel.

L’ensemble G1(2,R) des matrices a deux lignes et deux colonnes a coefficients réels de
déterminant non nul est un groupe non abélien pour le produit matriciel(dont la définition
est rappellée plus loin).

Notons que si (G, o) est un groupe , on a les propriétés suivantes (exercice facile)

(15) (@ H'=z Vred.
(1.6) (vy) '=yloa™' Vryed.

Une notion importante en théorie des groupes est la notion de sous-groupe,
donnée par la définition suivante.

Definition 3.1.6. Soir (G, o) un groupe.On dit qu’une partie H de G est un sous-groupe de
G si les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) H est nonvide , et x oy € H pour tout couple (z,y) déléments de H.

(ii) (H, o) est un groupe.

La proposition suivante est utile pour éviter des vérifications fastidieuses.
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Proposition 3.1.7. Soit (G, o) un groupe et soit H C G. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes

(i) H est un sous-groupe de G.

(ii) H est non vide ,et a o b=' € H pour tout couple (a,b) d’éléments de H.

Démonstration : Il est clair que tout sous-groupe de G vérifie (ii).Réciproquement soit
H C @ vérifiant (ii) , et soita € H.Onae =aoa ' € H , donc H contient I’élément
neutre e de G.Ona b~ = eob~! € H pour tout b € H. Enfin d’apres la propriété 1.6 on
aob=ao (b~')"' € H pour tout couple (a,b) d’éléments de H. &

3.2 Groupes cycliques, groupes quotient

L’ordre d’un élément x d’un groupe G est le plus petit entier £ non nul, s’il existe,
vérifiant zF = 1. S’il n’existe pas on dit que x est d’ordre infini. C’est la période de la
suite des puissances de x. Ainsi, si x est d’ordre 3, la suite de ses puissances successives
donne : 1,z,2% 2% = 1,z,2%,1,.... Notons que, si z est d’ordre k, alors z~! = 2#~!
puisque z.7%~1 = 1. Cela montre que I’ensemble {1,z, 22, ... 2" '} est un sous-groupe
de G, appelé groupe cyclique engendré par z, et noté < = >.

Plus généralement, 1’ordre d’un groupe est le nombre de ses éléments. Ainsi, I’ordre du
groupe engendré par x est égal a I’ordre de .

Exemples : ordre dans Z/nZ et dans (Z/nZ)*.

On rappelle le théoréme de Lagrange :

Théoreme 3.2.1. L’ordre d’un sous-groupe est un diviseur de I’ordre du groupe. En parti-
culier, I’ordre d’un élément d’un groupe divise [’ordre de ce groupe.

Un groupe cyclique est un groupe engendré par un élément. Un tel élément s’ appelle
un générateur du groupe. L’exemple typique de groupe cyclique fini est Z/nZ. Un autre
exemple naturel : le groupe des racines n-iémes de ’unité dans C : {U,, := {e¥*"/" 0 <
k<n-—1}.

On voit facilement que, si « est un générateur d’un groupe cyclique d’ordre n, alors les
autres générateurs de G sont les 2" avec 1 < k < net (k,n) = 1. La fonction ¢ d’Euler en
compte le nombre :

o(n) = Card{k,1 <k<n|(kn)=1}.

On a les propriétés suivantes, qui permettent de calculer ¢(n) pour tout 7 :

— Si p premier, p(p*) = p* — p*L.

= Si (m,n) =1, p(mn) = p(m)p(n)

Le nombre p(n) est aussi (presque par définition) le nombre d’éléments du groupe mul-
tiplicatif (Z/nZ)* formé des éléments de Z/nZ inversibles pour la multiplication.
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Proposition 3.2.2. Tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe cyclique est aussi cy-
clique. Pour tout diviseur d de I’ordre d’un groupe cyclique, il existe dans ce groupe un
unique sous-groupe d’ordre d, et ce groupe contient exactement p(d) éléments d’ordre d.

En effet, si x est un générateur, I’unique sous-groupe d’ordre d est le groupe engendré
par /%, et les éléments d’ordre d sont les z*"/? avec (k,d) = 1.

Comme dans un groupe cyclique d’ordre n il y a exactement (d) éléments d’ordre d
pour tout diviseur d de n, on a I’identité :

n = Zap(d).

dln

Exemple : le groupe (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.

Exemple : Tout groupe d’ordre premier est cyclique.

Soient (G, o) et (H, o) deux groupes.

Un homomorphisme f : G — H estune application vérifiant f(zoy) = f(z)of(y) pour
x € G,y € G.. On dit que c’est un isomorphisme si f est bijective. Le noyau et I’image de
f sont respectivement ker(f) = {s € G | f(z) = 1} et Im(f) = {f(z) | = € G}. Ce sont
des sous-groupes respectifs de G et H.

Pour montrer qu’un homomorphisme f : G — H est un isomorphisme, il suffit de
montrer que ker(f) = {1} et que |G| = |H]|.

Exemple : Un groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ. En effet, si x est un
générateur de ce groupe on définit un isomorphisme f : Z/nZ — G par f(k) = x*. Cette

, .. . . .7 -/ /
définition est licite car, si k = k , alors ¥ = 2.

La notion de quotient est plus subtile, nous la rappelons dans le cas des groupes com-
mutatifs (dans le cas non commutatif il faut la notion de sous-groupe distingué). Si G’ est
un groupe commutatif, et si  est un sous-groupe de (G, on construit un troisieme groupe
noté GG/ H, appelé quotient de GG par H, de la facon suivante (on note GG additivement) :

- les éléments de GG/ H sont les ensembles x + H (on dit aussi les classes) ou x + H =
{z+vy |y € H}. Noter que I’on peut trés bien avoir x + H = 2’ + H (en fait exactement
quand z — 2’ € H). Onnote 7 : G — G/ H I’application définie par 7(z) = = + H.

- I’opération de groupe sur G/H est définiepar: (z + H) + (¢’ + H) = (z + 2') + H.
Attention, cette définition n’a de sens que si on montre sa cohérence, c’est-a-dire : si x +
H=y+Heta'+H =y + Halors (v +2') + H = (y +v') + H. Remarquer que
I’application 7 (appelée surjection canonique) devient un homomorphisme de groupes.

Par soucis de légereté, on note souvent la classe © + H par T ou 7(x). Dans une ligne
de calcul on met souvent un seul “mod H” au bout (et “mod n” pour “mod nZ”).

Par exemple si G = Z, H = nZ, on obtient le groupe quotient (Z/nZ, +) déja vu plus
haut.

L’ordre de G/ H est égal au quotient des ordres de G'et H : |G/H| = |G|/|H].

Théoreme 3.2.3 (Théoréme de factorisation). Soit f : G — H un homomorphisme de
G dans H. Soit K = ker(f) et soit 1 : G — G/K la surjection canonique. On définit
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une application f : G/K — H par : f(n(x)) = f(z). Alors f = G/K — H est un
homomorphisme injectif, qui définit un un isomorphisme de G/ K sur Im(f).

Démonstration : Si 7(x) = 7(y) onar + K = y + K, donc y € z + K, il existe
z € K = Ker(f)telquey = z + zet f(y) = f(z). Donc f est bien définie. On a
)

() +7(y) = f(r(z +y) = flz+y) = f(x) + fly) = f(x(xp) + f(w(y), donc
f: G/K — G estun homomorphisme. Si f(7(z)) = 0,ona f(x) =0,z € Ker(f) = K,
donc 7(x) = 0, Ker(f) = {0}, et f est injectif. Il est clair que Im(f) = Im(f) et f
définit un isomorphisme de G /K sur Im(f). O

3.3 Anneaux

On va maintenant s’intéresser aux ensembles munis de deux lois de composition interne.

Definition 3.3.1. Soit (A, +,.) un ensemble non vide possédant au moins deux éléments
muni de deux lois de composition internes. On dit que (A, +,.) est un anneau si les condi-
tions suivantes sont vérifiées

(i) (A, +) est un groupe abélien.

(i) x.(y+ z) = x.y +x.zet (y+ 2).x = y.x + z.x pour tout triplet (x,y, z) d’ éléments
de A.

(iii) x.(y.z) = (x.y).z pour tout triplet (z,vy, z) d’ éléments de A.

(iv) 1l existe un élément 1 de A tel que x.1 = 1.x = x pour tout x € A.

On dit qu’un anneau (A, +,.) est commutatif si on a de plus la propriété suivante

(v) x.y = y.x pour tout couple (x,y) d’éléments de A.

Pour éviter d’alourdir les notations on écrira "I’anneau A" au lieu de "I’anneau (4, +,.)"
quand aucune confusion n’est a craindre.De méme on écrira souvent xy au lieu de x.y.L’élément
noté 1 dans la définition ci dessus est appellé unité de 1’anneau A. On dit qu’un élément x
de A est inversible s’il existe y € A tel que xy = yr = 1. Cet élément y , appelé inverse de
x ,est alors noté z~!. La formule 1.6 reste valable dans ce contexte , et on vérifie (exercice)
que (Inv(A), 1) estun groupe , Inv(A) désignant I’ensemble des éléments inversibles d’un
anneau A.

Il est clair que (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.), (C,+,.) sont des anneaux commutatifs.

On peut également munir Z/pZ d’une structure d’anneau commutatif naturelle

Exemple 3.3.2. Soit p > 2 un entier. Pour 0 < a < p—1,0 < b < p—1, on pose
a.b = r ou r désigne le reste de la division de a.b par p. Alors (Z/pZ,+,.) est un anneau
commutatif.

Nous illustrons ceci en donnant les tables d’addition et de multiplication de Z/4Z.

wl o = o +
wl N = ol o
Ol W DN =) =
| O Wl b DO
DO —| O ol wo
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O O O | O
W DO = O
NI O DN O N
[l [l N NOV] Haw] JOV)

W DN | D -

Soit maintenant M (2,R) I’ensemble des matrices carrées a deux lignes et deux co-
lonnes a coefficients réels.On pose

o b_+{e f}:[anLe b+f]

g h c+g d+h

g h ce+dg cf +dh

[a b_.{e f}:{ae—l—bg af—irbh}

Exemple 3.3.3. (M(2,R),+,.) est un anneau non commutatif qui a pour unité I =

o)

Soit n un entier positif.On pose C = 1,0} =n, et C? = w
n. Si A est un anneau , et si ab = ba, avec a,b € A, on a, avec la convention a° = ° = 1,

la formule du binéme de Newton

pour2 < p <

(L7)  (a+b)"= ) Cra’b"™
0<p<n
On peut introduire la notion de sous-anneau, mais elle joue un role moins important que
la notion de sous-groupe.Pour les anneaux commutatifs la notion importante est la notion
d’idéal , que nous détaillerons pour les anneaux de polyndmes.

3.4 Corps

Nous introduisons une derniere notion importante.

Definition 3.4.1. Soit (K, +,.) un ensemble muni de deux lois de composition internes.On
dit que (K, +,.) estun corps si (K, +, .) est un anneau commutatif dans lequel tout élément
non nul possede un inverse.

S~oit (K, +,.) un corps, et soit K* I’ensemble des éléments non nuls de K , 0 désignant
’él0ement neutre de 1’addition.On vérifie que (K*,.) est un groupe abélien, et que 1 # 0.

Exemple 3.4.2. (Q,+,.),(R,+,.),(C,+,.) sont des corps.On verra plus loin que Z/pZ
est un corps si p est un nombre premier.
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Il est clair que Z n’est pas un corps puisque 1 et —1 sont les seuls éléments inversibles
de Z. La table de mutiplication de Z/47Z montre que 2 n’a pas d’inverse, donc Z/47 n’est
pas un corps(on verra plus généralement que 7Z/pZ n’est pas un corps si p n’est pas pre-
mier).Notons que le corps Z/27Z ne posseéde que deux éléments.

On peut dans les corps se livrer a des calculs analogues aux calculs usuels dans R.On
peut noter % I’inverse d’un élément non nul d’un corps K , et I’équation ax = b a pour
unique solution dans K x = % De méme la regle "pour qu’un produit de facteurs soit nul
il faut et il suffit que I’un des facteurs soit nul" est valable dans un corps quelconque (mais
pas dans un anneau quelconque puisque 2.2 = 0 dans Z/47).

3.5 Calculs dans Z/nZ sous MUPAD

On peut utiliser MUPAD pour faire des calculs dans Z/nZ

Exemple 3.5.1. Calculer 3174667 +257985, —3174667+257985 et 3174667.257985 dans
7,/87865437.

On utilise la commande modp

modp (3174667 + 257985, 8786543);

modp (-3174667 + 257985, 8786543);

modp (3174667 257985, 8786543);

3432652

5869861

5219879
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On adonc 3174667+4257985 = 3432652, —3174667+257985 = 5869861, 3174667.257985 =
5219879.

On peut également calculer dans Z/nZ des inverses, et des produits du type a.b! , mais
il faut faire attention.

Exemple 3.5.2. Calculer 'inverse de 8 dans 7./487.
modp (1/6,48) ;
Error: impossible inverse modulo
MUPAD a raison : 6.8 = 0, donc 6 n’est pas inversible dans Z/487. Pour éviter cet

écueil on va choisir n premier, car dans ce cas, comme on le verra au chapitre suivant ,
Z/nZ est un corps.

Exemple 3.5.3. Calculer (317465)7" et 317465.(257985) ! dans Z/nZ, o n est le 34567¢
nombre premier.

ithprime (34567);
409463

On voit donc que le nombre premier cherché est 409463, et on peut faire les calculs

modp (1/317465,409463) ;

modp (317465/257985,409463) ;

180813

335955

Donc (317465)! = 180813 et 317465.(257985) ! = 335955 dans Z/409463Z.
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3.6 Exercices pour le Chapitre 3

exercice 1 Sin > 2, vérifier que Z/nZ est un anneau commutatif.

exercice 2 Donner les tables d’addition et de multiplication de Z/7Z et 7/97.Quels
sont les éléments inversibles de ces deux anneaux ?

exercice 3 Montrer que I’ensemble T = {z € C*| |z| = 1} est un sous-groupe de C*.
Montrer que U,, = {z € C*| 2™ = 1} est un sous-groupe de T pour n € Z.

exercice 4 Montrer que GLy(R), I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 inversibles,
est un groupe (la loi du groupe étant la multiplication des matrices). Montrer que
cosf sind
H:={M e GLy(R) | det M =1} et K := {( aind cosd ) , HeR}
sont des sous-groupes de G Ly(R).

exercice 5 Soit GG I’ensemble des quatre fonctions numériques

fi@) = 2, fula) = 3, fola) = =2, fla) = =3,

X

définies sur R*, muni de la composition des applications. Montrer que GG est un groupe.

exercice 6 Soit F, I’ensemble des fonctions de R dans R. Montrer que (F, +, %) est un
anneau commutatif, ot (f + g)(x) = f(x) + g(z) et (f * g)(z) = f(x).g(z) pour z € R
J.g€F.

exercice 7 Prouver que tous les sous-groupes de Z sont de la forme aZ, avec a € N.

exercice 8
Montrer que A = {a+b\v/3,a,b € R} est un sous-anneau de R. Est-ce que A est un
sous-corps de R ?

exercice 9
Soit (G, o) un groupe tel que a o @ = e pour a € GG. Montrer que G est commutatif et
donner un exemple de groupe vérifiant cette propriété.

exercice 10 (sous MUPAD)

a) Déterminer le 456917¢ nombre premier

b) Effectuer dans Z/nZ, n désignant le nombre trouvé a la question précédente, les
opérations suivantes

1723497 4 5255675, 1723497 — 5255675, 1723497.5255675.

¢) Résoudre dans Z/nZ I’équation 5255675z = 1723497.
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Chapitre 4

Un peu d’arithmétique

4.1 La division du CM

On se propose ici de donner sans démonstration quelques résultats classiques d’arithmé-
tique. Une démarche analogue permet de developper " [’ arithmétique des polynomes" qui
joue un role important en algebre linéaire, mais que nous n’aborderons pas dans ce cours.

Dans toute la suite Z désignera 1’ensemble des entiers relatifs, N = {n € Z | n > 0}
I’ensemble des entiers naturels, et N* I’ensemble des entiers positifs, munis des opérations
usuelles.

Théoreme 4.1.1. Soit a € Z, et soit b € N*. Il existe un couple unique (q,r) d’entiers
possédant les deux proprités suivantes

(i)a=bg+r

(i) 0 <r<b-1.

Ce résultat , souvent appelé "division euclidienne dans Z", a été vu en CM1 pour a > 0
et I’extension aux entiers négatifs est évidente. L’unicité provient du fait que si r — v’ =
b(¢' — q), avec q¢ # ¢, alors |r — r'| > b, tandis que |r — r'| < b — 1 sir et vérifient (ii).

On dispose d’un moyen effectif pour calculer g et r

13 2|09
4 214
6

quidonne g = 14etr =6sia=132,0=0.

Definition 4.1.2. Soient m et n deux entiers relatifs.On dit que m divise n s’il existe p € 7
tel que n = mp. On dit alors que n est un multiple de m.

On a I’importante notion de plus grand commun diviseur (p.g.c.d.)

Théoréme 4.1.3. Soit (a4, ...,a,) une famille finie d’entiers naturels non tous nuls. 1l
existe un unique entier positif d possédant les propriétés suivantes
(i) d divise a; pour 1 < i < p.

33
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(ii) Si un entier relatif 6 divise a; pour 1 < i < p, alors ¢ divise d.
Cet entier positif d est appelé le p.g.c.d. de la famille (ay, . . ., a,).

Il est clair que le p.g.c.d. de (ay,...,a,) est égal a celui de (|ay],...,|a,|), et que le
p.g.c.d. d’une famille d’entiers ne change pas si on lui retire ses éléments nuls.

Pour calculer le p.g.c.d. d’une famille (a4, . . . , a,) on peut procéder par récurrence finie :
si on note by, le p.g.c.d de (aq, ..., ay) alors b, estle p.g.c.d de ai; et by. Il est clair que
lep.g.c.d.de (ay,...,a,)estégal aceluide (Jai],...,|a,|). Il suffit donc de savoir calculer
le p.g.c.d. de deux entiers positifs a et b, ce qui se fait par [’algorithme d’Euclide. Celui-ci
consiste a faire des divisions successives. Soient a et b deux entiers positifs , avec a > b, et
soit d leur p.g.c.d. On procede de la maniere suivante.On commence par écrire

a=bq+mr avec0<r<b—1.Sir=0,d=0.

Sinon on recommence
b:r1QQ+T2 aveCO§r2§r1—1.Sir2:O,d:T1.

Sinon on recommence
1 = T2¢3 + T3 aveCO§r3§r2—1.Sir3:O,d:7‘2.

Sinon on recommence

Tk = Tk+1qQk+2 T Thao avec 0 < 7pq0 < Tpg1 — L. Sirpyo = 0,d = rpqq.

Sinon on recommence

On finit par avoir, a un certain rang p
Tp = Tp+1Qp+2 + Tpt2 avec 0 < 7pp0 <rpyg — 1, 7p0 #0

Tp+1 = Tpt2Qp+3 + Tpr3  avec rpy3 = 0. Onaalors d = 7p19.

Autrement dit "'le p.g.c.d. est égal au dernier reste non nul dans I’algorithme d’Eu-
clide." Comme 7, > 1 pour tout k , il est clair avec les notations ci-dessus que 1’algo-
rithme s’arréte avec p + 2 < b — 1. Le fait que le p.g.c.d. de a et b est bien égal au dernier
reste non nul provient du fait que si u et v sont deux entiers positifs alors le p.g.c.d. de u et
v est égal au p.g.c.d. de v et du reste de la division de u par v.

On a donc

p.g.c.d.(a,b) = p.g.c.d.(b,r1) = p.g.c.d.(r1,72) = ... = p.g.c.d.(Tpi2,0) = rpia.

Exemple 4.1.4. p.g.c.d. de 132 et 55
132 =55 x 2+ 22
55 =22 x2+4+11
22=11x2+40
Le p.g.c.d. de 132 et 55 est égal a 11.
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On va maintenant énoncer le théoreme de Bezout

Théoréme 4.1.5. Soit (ay, ..., a,) une famille finie d’entiers naturels non tous nuls et soit
dlep.g.cd. de(ay,...,a,).l existe une famille (uy, . .., u,) d’éléments de Z vérifiant

aiuy + ... apuy, =d

Plus généralement I’équation a,vy + . . . a,v, = n admet une solution (vy, . .., v,) dans
ZP si et seulement si n est un multiple de d.

On dispose d’une méthode effective pour calculer deux entiers u et v tels que au+bv = d
, d désignant le p.g.c.d. de deux entiers positifs a et b. Il suffit de ''remonter I’algorithme
d’Euclide". On peut en effet utiliser I’avant derniere ligne de 1’algorithme pour exprimer
d = 7p42 en fonction de 7,4, et r,. En utilisant la ligne précedente on exprime r,; en
fonction de 7, et r,_; et en substituant on exprime d en fonction de 7, et r,_;. En itérant ce
procédé ligne par ligne vers le haut on obtient les coefficients u et v cherchés.

Exemple 4.1.6. Trouver deux entiers u et v tels que 132u + 55v = 11.
11 =55—-22x%x2
22=132-55x2
11 =55— (132 - 55 x2) x 2
55 x5 —-132x2=11

Le couple (-2, 5) est donc solution

En fait on dispose d’une méthode rapide pour calculer u et v, en faisant des calculs in-
termédiaires pendant le déroulement de 1’algorithme. L’idée est la suivante : si 7,42 =
AUy, yo + bu,io, en remontant 1’algorithme on obtient r,, = 7r,11¢ni2 + Thio, Tnio =
—Tpi1Gnio + Tn = a(@niotni1 — Up) + b(@ui2vni1 — vy,). On obtient les relations de
récurrence

un+2 - _Qn+2un+1 + Unp (4 1)
Un4+2 = —qn42Un41 + U .

Avec les notations ci-dessus on peut alors écrire en colonne les valeurs successives de
Upetv,.Onau; =1=1—¢ x0,v; = —¢1 = —q + 0, et on peut écrire "I’algorithme
d’Euclide étendu”

n | Up | Un

1 0
0 1
132 =55x2+422|2 1| -2

55=22x2+11 |2 |-2| 5
22=11x2+0

On retrouve ainsi le fait que (—2) x 132+ 5 x 55 = 11.
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4.2 Applications du théoréme de Bezout
Definition 4.2.1. Soient a et b deux entiers relatifs.On dit que a et b sont premiers entre eux
si leur p.g.c.d. est égal a 1.

On va maintenant donner deux conséquences importantes du théoreme de Bezout.

Théoreme 4.2.2. (Gauss) Soient a, b, c trois entiers relatifs non nuls. Si a divise bc, et si a
est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration : Il existe u, v € Z tels que au + bv = 1. Donc ¢ = auc + bcv. Comme
a divise be , il existe w € Z tel que bc = aw. Donc ¢ = a(uc + vw), ce qui montre que a
divise c. &

Corollaire 4.2.3. Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et soit d le p.g.c.d. de a et b.
Soit S = {(u,v) € Z* | au+bv =0}. Ona S = {—nb,na'}pez, ottd = % et =

Démonstration : Il résulte du théoréeme de Bezout que o’ et b’ sont premiers entre eux,

et S = {(u,v) € Z*| d'u + b'v = 0}. Il est clair que si u = —nb' et si v = na’ alors
(u,v) € S. Réciproquement si a'u + b'v = 0 alors o’ divise b'v , donc o’ divise v d’apres le
théoréme de Gauss. Donc il existe n € Z tel que v = na’. On a alors ua’ = —b'na’ , donc
u=—nb.&

On a alors le résultat suivant concernant I’équation de Bezout, dont la démonstration est
laissée en exercice.

Corollaire 4.2.4. Soient a et b deux entiers positifs premiers entre eux. Il existe alors un
unique couple (ug, voy) d’entiers relatifs vérifiant les deux conditions suivantes

(i) aug + bvyg = 1

(i) 0 < uy < b.

De plus dans ce cas on a vy < 0 et |v| < a.

D’autre part les solutions entieres de 1’équation au + bv = 1 sont données par les
couples de la forme u = ug — nb,v = vy + na avec n € 7.

Ces résultats ont diverses applications pratiques. On peut par exemple les utiliser pour
déterminer les points a coordonnées entieres d’une droite dont les coefficients de I’équation
sont entiers.

Exemple 4.2.5. Déterminer les points a coordonnées entieres de la droite A d’équation
55x + 132y = 13.

Pour que de tels points existent, il faudrait que 13 soit un multiple du p.g.c.d. de 55 et
132, qui est égal a 11, ce qui est visiblement faux. Donc cette droite n’a pas de points a
coordonnées entieres.

Exemple 4.2.6. Déterminer les points a coordonnées entieres de la droite D d’équation
55x + 132y = 22.
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Ici 22 est un multiple de 11, donc I’équation 55z + 132y = 22 a des solutions entieres.
Comme 55 X 5 — 2 x 132 = 1 on obtient une solution particuliere en posant o = 10, yp =
—4. Soient maintenant (z,y) € Z2. On a 55x + 132y — 22 = 55(z — x¢) + 132(y — vo)-
On voit donc que 55z + 132y = 22 si et seulement siz = 10 +uety = —4 + v, avec
95u + 132v = 0. Comme % =5Het % = 12 on voit que les points a coordonnées entieres
de D sont les points donc les coordonnées sont de la forme (10— 12n, —4+5n) avec n € Z.

On a la variante suivante du théoreme de Gauss, dont la démonstration est laissée en
exercice.

Théoreme 4.2.7. Soient a, by, ..., b, des entiers non nuls. Si a est premier avec by, pour
1 < k <p, alors a est premier avec le produit b; . . . by.

Corollaire 4.2.8. Soient ay, ..., a, des entiers premiers entre eux deux a deux. Si x € 7 est
divisible par a; pour 1 < j < k, alors x est divisible par le produit a; ...ay.

Démonstration : Si £ = 1,il n’y arien a démontrer. Supposons maintenant que le résultat
est vrai pour k — 1, avec k > 2. Soient aq, ..., a; des entiers premiers entre eux deux a deux
et supposons que x € Z est divisible par a; pour 1 < j < k. Alors x est divisible par le
produit a;...a;_1, donc x s’écrit sous la forme x = ay...ax_1y, avec y € Z. 1l résulte du
théoreme ci-dessus que aj est premier avec ay...a;_1, et on déduit alors du théoreme de
Gauss que ay, divise y. Donc x est divisible par a;...ax, et la propriété est vraie pour k. Le
résultat est donc démontré par récurrence. &

4.3 Le théoreme chinois

Soit p un entier positif. On dira que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo p , et
onécriraa = b (p), quand a — b est divisible par p.On v’erifie facilement que sia = a’ (p)
etsib="V (p)alorsa+b=d +b (p)etab=db (p).

On a le théoréme suivant , dii a un mathématicien chinois anonyme.

Théoréme 4.3.1. Soient p,...,py des entiers positifs tels que p; et p; soient premiers
entre eux pour i # j.Alors pour toute famille (q,, . .., qy) dans ZF le systeme d’équations
de congruence
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r=q (p1)

T=qe (pr)
posséde des solutions dans 7.. De plus si x est une solution, alors la solution générale du
systeme est donnée par la formule

T = Zo+ np1...Pk,
avecn € 7.

Notons que si z est une solution particuliere alors z € Z est solution du systeme si et
seulement si  — xy = 0 (mod p;) pour 1 < j < k. Donc si x = x¢ + np;...p, avec
n € Z, alors x est solution du systeme. Réciproquement, si x est solution du systéeme, alors
x — xg est divisible par pq, po, ... €t pi, qui sont premiers entre eux deux a deux, donc il est
divisible par le produit p;...px et on a z = xg + np;...px avec n € Z.

Pour démontrer I’existence d’une solution on procede par récurrence sur k et on est
ramené a chaque étape a résoudre dans Z? une équation du type ax + by = ¢, avec a , b
, c entiers relatifs , a et b premiers entre eux. Ceci donne un moyen effectif de trouver des
solutions pour ce type de systemes d’équations de congruence, que nous décrivons dans
I’exemple suivant

Exemple 4.3.2. Trouver x € Z vérifiant

r=1 (2)
r=-1 (3)
r=2 (5)

Les solutions de la premiere équation sont de la forme x = 1+2m, m € Z. En reportant
dans la seconde équation on obtient 1+2m = —14-3n, avec n € Z, qui donne 3n—2m = 2.
L’équation 3u — 2v = 1 admet pour solution triviale v = 1,v = 1. Donc on peut prendre
m =n = 2, ce qui fait que x = 1 + 4 = 5 est solution du systeme formé par les deux
premieres équations.

La solution générale de ce systeme est de la forme x = 5+ 6p, avec p € Z. En reportant

dans la derniere équation on trouve 5 + 6p = 2 + 5¢ , soit 6p — g = —3. L’équation
6u — Hv = 1 a pour solution triviale u = v = 1. Donc on peut prendre p = ¢ = —3, ce qui
donne 7y = —13 comme solution du systeme propos€.On voit facilement que la solution

générale est de la forme x = —13 4+ 2 x 3 x 5n = —13 + 30n, avecn € Z.

La méthode utilisée ci-dessus est valable pour tous les systemes d’équations de congruence
vérifiant les hypotheses du théoreme chinois, mais il faut en général utiliser 1’algorithme
d’Euclide étendu pour résoudre les équations du type Bezout rencontrées a chaque étape
des calculs.
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4.4 Décomposition en produit de nombres premiers

La notion de p.g.c.d. a pour pendant celle de plus grand commun multiple (p.p.c.m.).
Nous nous limiterons au cas de deux entiers.

Théoreme 4.4.1. Soient a et b deux entiers relatifs. Il existe un unique entier m > 0, appelé
p.p.c.m. de a et b, possédant les deux proprités suivantes

(i) m est un mutiple commun a a et b

(ii) Si n est un multiple commun a a et b, alors n est un multiple de m.

De plus si on note a A\ b le p.g.c.d. de a et b et aV ble p.p.cm. de a et b on a la
relation(a A\ b)(a V b) = ab (avec la convention 0 A\ 0 = 0).

Exemple 4.4.2. Comme le p.g.c.d. de 55 et 132 est égal a 11, le p.p.c.m. de 55 et 132 est
égal a 660.

Une autre notion importante est la notion de nombre premier.

Definition 4.4.3. Soit p > 2 un entier. On dit que p est premier si 1 et p sont les seuls
diviseurs positifs de p.

Il est clair que si p est premier, et si ¢ n’est pas un multiple de p, alors p et ¢ sont premiers
entre eux. En utilisant le théoreme de Gauss, on obtient le résultat suivant

Théoréme 4.4.4. Soit a > 2 un entier. Il existe une unique suite finie croissante (p1, . . ., )
de nombres premiers et une unique suite (ni,...,ny) d’entiers positifs telles que a =
Pt ... pek. Cette formule est appellée décomposition en facteurs premiers de n.

En utilisant la décomposition en facteurs premiers de deux entiers on obtient le résultat
suivant.

Proposition 4.4.5. Soient a > 2 et b > 2 deux entiers. Le p.g.c.d. de a et b est égal au
produit des diviseurs premiers communs a a et b, affectés du plus petit de leurs exposants
dans les décompositions de a et b, et le p.p.c.m. de a et b est égal au produit des diviseurs
premiers de a ou b, affectés du plus grand de leurs exposants dans les décompositions de a
et b.

Exemple 4.4.6. Les décompositions en facteurs premiers de 110 et 132 sont 110 = 2 X 5 X
11 et 132 = 22 x 3 x 11. Les seuls diviseurs premiers communs & 55 et 132 sont 2 (avec
I’exposant 1 pour 110 et I’exposant 2 pour 132) et 11 (avec I’exposant 1 dans les deux cas).
Donc 110 AN 132 =2 x 11 =22, et 110V 132 = 22 x 3 x 5 x 11 = 660.

Cette deuxieme méthode de calcul du p.g.c.d. est a premiere vue plus simple que 1’al-
gorithme d’Euclide mais pour les grands nombres le coiit du calcul de la décomposition en
facteurs premiers est élevé, et les logiciels de calcul utilisent des variantes de 1’algorithme
d’Euclide.

Pour dresser la liste des nombres premiers on utilise le "crible d’Eratosthéne" que nous
mettons en oeuvre pour déterminer les nombres premiers inférieurs ou égaux a 30.
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Onécritlaliste 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15, 16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30
On garde 2 et on raye les mutiples de 2.

2,3,.,5,.,7,.,9,.,11,.,13,.,15,.,17,.,19, ., 21, ., 23, ., 25, ., 27, ., 29, .

Le premier nombre non rayé apres 2 est 3. On le garde et on raye les multiples de 3.

2,3,.,5,.,7, .., 11,13, ., .,.,17,.,19,.....,23,.,25,.,.,.,29,.

Le premier nombre non rayé apres 3 est 5. On le garde et on retire tous les multiples de

2,3,.,5,.,7,.,.,,11,.,13,.,.,.,17,.,19,.,.,.,23,.,.,.,.,.,29,.

Comme tout nombre non premier n > 30 admet un diviseur premier p < V30 < 6, on
vient d’écrire la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a 30.

Le plus grand nombre premier connu est 2697293 — 1 qui a 2.098.960 chiffres.Ce résultat
a rapporté en 1999 $ 50.000 a ses auteurs. Une prime de $ 100.000 sera attribuée a ceux
qui construiront un nombre premier de plus de dix millions de chiffres (les grands nombres
premiers jouent un role important en cryptographie).

Nous concluons ce chapitre par le résultat suivant.

Théoréme 4.4.7. Soit p > 2 un entier. Alors 7./pZ est un corps si et seulement si p est
premier.

Démonstration : Si p n’est pas premier il existe un diviseur d de p tel que 1 < d < p.
Onaalors p = dgavec 1 < ¢ < p. Donc 0 = dgavecd # 0,7 # 0, et Z/pZ n’est pas un

corps.

Par contre si p est premier soit « un élément non nul de Z/pZ. On a v = a avec
1 < a < p. Donc a et p sont premiers entre eux. D’apres le théoreme 2.1.5 il existe
u,v € Ztelsqueau +pv =1let0 < u < p—1, et le reste de la division de au par p est
égal a 1. Donc ot = 1 et tout élément non nul de Z/pZ est inversible, ce qui prouve que
Z,/pZ est un corps. &

4.5 Arithmétique sous MUPAD

On peut facilement calculer des p.g.c.d. sous MUPAD

Exemple 4.5.1. Calculer le p.g.c.d. de 298765435678976 et 34567891345298766.

On utilise la commande iged.

1igcd (298765435678976,34567891345298766) ;
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14

Le p.g.c.d. cherché est donc 14, et MUPAD calcule aussi les coefficients de 1’équation
de Bezout.

Exemple 4.5.2. Trouver deux entiers relatifs u et v tels que 298765435678976.u+34567891345298766.v =
14.

On utilise la commande igedex

igcdex (298765435678976,34567891345298766) ;

14, -276327850495985, 2388262848289

On peut donc prendre © = —276327850495985 et v = 2388262848289.

On peut s’aider de MUPAD pour résoudre des équations de congruence a gros coeffi-
cients.

Exemple 4.5.3. Trouver un entier relatif x vérifiant le systeme d’équations de congruence
suivant

r = 23467  (5139204473593)

x = 34567  (3710417184184751041)

r = 345921  (19214672689)

Conformément au cours, on va chercher x de la forme x = 23467 + 5139204473593.n
, avec n € Z, et on va chercher a déterminer n de facon que x vérifie la seconde équa-
tion. On doit donc avoir x — 34567 = 3710417184184751041.m, avec m € Z. On ob-
tient —11100 + 5139204473593.n = 3710417184184751041.m soit 5139204473593.n —
3710417184184751041.m = 11100.

On vérifie que 5139204473593 et 3710417184184751041 sont premiers entre eux et on
cherche une solution de I’équation de Bezout 5139204473593.u+-3710417184184751041.v =
1.

1gcdex (5139204473593,3710417184184751041) ;

1, 211774982003123841, -293324141432
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On peut donc prendre u = 211774982003123841. On multiplie par 11100

211774982003123841%x11100;

2350702300234674635100

Donc x = 23467 + 5139204473593 x 2350702300234674635100 est solution des deux
premieres équations.

23467 + 5139204473593 «
2350702300234674635100;

12080739777451395298444724860937767

Donc 12080739777451395298444724860937767 est solution des deux premieres équa-
tions.
Pour avoir une solution des trois équations on cherche x de la forme z = 1208073977745139529844472486093’
5139204473593 x 3710417184184751041 x p, avec p € Z. On doit avoir z — 345921 =
19214672689 x q, avec q € 7Z, soit 12080739777451395298444724860937767 — 345921 +
5139204473593 x 3710417184184751041 x p = 19214672689 x q. Apres calculs on obtient
finalement

-920066272974818468636670702786093324177511501405962210938699470514940405217
Pour obtenir un nombre plus raisonnable on va remplacer le nombre trouvé par le reste
de sa division par 5139204473593 x 3710417184184751041 x 19214672689 avec la com-
mande modp

5139204473593« 3710417184184751041«
19214672689;

366396765292453449518496628221093743191657

modp (-920066272974818468636670702786093324177511501405962210938699470514940
366396765292453449518496628221093743191657) ;

215557658403617465722583570562398169549197
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On trouve donc que 215557658403617465722583570562398169549197 est solution
de I’équation proposée.

En fait la bibliotheque de MUPAD permettait d’obtenir directement le résultat en
une fraction de seconde avec la commande numlib : :ichrem

numlib::ichrem ([ 23467, 34567,345921],[5139204473593,3710417184184751041,1

215557658403617465722583570562398169549197

On peut trouver aussi avec MUPAD la décomposition en facteurs premiers.Le premier
nombre donné est le signe, et ensuite on trouve les facteurs premiers suivis de 1’ordre de
multiplicité. MUPAD peut bien siir aussi calculer le p.p.c.m.

Exemple 4.5.4. Décomposition en facteurs premiers et p.p.c.m. de 286439140625 et 9240262625.

Pour la décomposition en facteurs premiers on utilise la commande ifactor.

ifactor( 286439140625);

ifactor ( 9240262625);

(1, 5, 3, 11, 1, 6720191, 1]

Les décompositions en facteurs premiers sont donc 286439140625 = 57 x 112 x 157 x 193
et 9240262625 = 53 x 11 x 6720191. Ceci montre que le p.g.c.d. est égal 2 53 x 11 = 1375
etle p.p.c.m. a5” x 117 x 157 x 193 x 6720191 que I’on calcule sous MUPAD :

577x 1172x%
157 » 193 » 6720191,

1924925734875859375

Le p.p.c.m. de 286439140625 et 9240262625 est donc égal a 1924925734875859375.
On retrouve directement ces deux résultats en utilisant la commande iged pour le p.g.c.d.
et la commande ilem pour le p.p.c.m.
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1gcd (286439140625 , 9240262625);

1375
1lcm (286439140625 , 9240262625);

1924925734875859375

4.6 Exercices pour le Chapitre 4

exercice 1

a) En utilisant I’algorithme d’Euclide étendu, d’eterminer le p.g.c.d. de 90 et 72 et dé-
terminer deux entiers relatifs u et v tels que 90u + 72v = 18.

b) Décomposer 72 et 18 en facteurs premiers. Utiliser ces décompositions pour retrouver
le p.g.c.d. de 90 et 72 et trouver leur p.p.c.m.

exercice 2

Trouver un entier n vérifiant les 3 propriétés suivantes
a) n — 1 est divisible par 4

b) n + 3 est divisible par 5

c) n — 2 est divisible par 7.

exercice 3
Vérifier que si a,b € Z, aZ + bZ et aZ N bZ sont des sous-groupes de Z. Montrer que
aZ 4+ bZ = (a Nb)Z et aZ NDZ = (a V b)Z.

exercice 4
Prouver que v/2 et v/5 ne sont pas pas rationnels.

exercice 5
Soit n > 1; montrer que si 2" — 1 est premier alors n est premier.

exercice 6
a) Démontrer que pour tout (z,n) € N2, 1 + z divise 1 4 2" 1.
b) En déduire si 2™ + 1 est premier alors m est une puissance de 2.
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exercice 7
Déterminer le reste de la division euclidienne de (7077)%7" par 11.

exercice 8

Soit x = a,a,_1 - - - ajag un entier écrit en systeéme décimal.
a) Prouver que z est divisible par 11 si et seulement si Y ,_(—1)¥a;, =0 (11).
b) Prouver que = est divisible par 6 si et seulement si 4 )", _, ar +ao =0 (6).

exercice 9

Chercher I’ensemble des couples (z,y) € Z? tels que :
a) 11z + 41y = 4.
b) 8 + 30y = 7.
c) 12z + 3y = 21.

exercice 10

Résoudre dans N2, les deux équations suivantes :
AaVvVb+10aNb=142.
i)avVb4+aANb=b+09.

exercice 11
a) Déterminer les éléments inversibles de Z\20Z et préciser leurs inverses.
b) Résoudre dans Z\20Z x Z\20Z le systeme ci-dessous :
dr + Ty =10

Sr+ 14y =1

exercice 12
Résoudre I’équation 72 = 1 dans Z\ 19Z et Z\58Z.

exercice 13 [Petit théoreme de Fermat]
Si p est un nombre premier et n > 1, montrer que n” = n (p).

exercice 14 [cryptographie a clef publique]
Elaborer un algorithme qui calcule les diviseurs d’un entier naturel quelconque n. Est-ce
que votre algorithme est utilisable en pratique (i.e. avec un ordinateur) si n est trés grand ?

exercice 15 (sous MUPAD)

a) Déterminer le p.g.c.d. et le p.p.c.m. de 10987654654983 et 13987673897659876 et
trouver deux entiers relatifs u et v tels que 10987654654983 x u + 13987673897659876 x
v=1.

b)D’ecomposer 10987654654983 et 13987673897659876 en facteurs premiers et retrou-
ver a partir de cette décomposition leur p.g.c.d. et leur p.p.c.m.
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exercice 16 (sous MUPAD)
Trouver le plus petit entier positif = véifiant les trois équations suivantes

r=123  (10987654654983)
x=—24567  (13987673897659876)

v = 3456298 (6720227)



Chapitre 5

Transformée de Walsh

5.1 Matrices et transformée de Walsh

La matrice de Walsh W}, est une matrice carrée a 2* lignes et 2% colonnes. Ces matrices
se définissent par récurrence. On a W, = [1]. On définit ensuite W}, a partir de W, pour
k > 0 en utilisant la formule

| W W
Wk+1—|:Wk —Wk]' (5.1)
On obtient

‘11 1 1 1 1 1 17

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

11 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Wl_[1 —1}’%_ T R LT I T R U TR JR R R
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

et ainsi de suite.

Posons Wy, = [w; j|,<,<or_, » de sorte que w; ; € {—1,1}.
0<j<2k—1

On va maintenant définir la transformée de Walsh W, : c?" - C?.

Definition 5.1.1. Soit f = {f[0], f[1], ..., f[2¥ — 1]} un vecteur complexe de taille 2*. La
transformée de Walsh W,(f) est le vecteur complexe de taille 2% défini pour 0 < i < 2F—1

par la formule
2k—1

Wi(f)li] = Z w; ; f 7]

47
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En d’autres termes on a ‘W, (f) = W} ' f, c’est a dire
Wi (£)[0] f10]

=Wy . (5.2)
Wi(£)[2" = 1] 28 =1

Pour 0 < j < 2¥ — 1, notons &, € C?" la "fonction de Dirac" définie par la formule
§li] = 0810 <i <2F—1.4+# j, etd[j] =1 (en d’autres termes §; = {6 ; }1<i<or_1,
ou J; ; désigne le symbole de Kronecker). La famille B := {0y, ..., dox_; } n’est autre que
la "base canonique" de C?" introduite dans le Cours d ‘algebre linéaire [5]. On voit donc
que la transformée de Walsh Wj, est I’ application linéaire de C?" dans lui-méme dont la
matrice par rapport a la base canonique B de C?" est égale a Wj,. Autrement dit, avec les

notations du Chapitre 2 de [5], on a

My, 55 = Wi (5.3)
On a, pour k£ > 0,

Wi Wi ] e _[We Wi | [We Wi | _[2WE 0
) k+1 — sz _Wk .

¢ _
Wi = {th _, W, —W; 0 2W?

Comme W est symétrique, et comme W72 = 215, on voit par une récurrence immédiate
que W, est symétrique et que W2 = 2* I, pour k > 1, ol I+ désigne la matrice carrée
unité a 2 lignes et 2* colonnes. Par conséquent W}, est inversible, et W, = Q%Wk Donc
la transformée de Walsh est inversible, et on a

N 1
Wt = i Wk (5.4)
Remarquons également que, puisque la matrice de Walsh est symétrique, on a Wi (f) =
fWi, soit

[Wi(HIO], - Wi ()25 = 1] ] = [f[0], ... F125 = 1] ] W} (5.5)

En fait, la transformée de Walsh peut étre interprétée comme une transformée de Fou-

rier, et la formule ci-dessus devient alors un cas particulier de la formule d’inversion de
Fourier, comme on le verra plus tard.

5.2 Transformée de Walsh rapide

Comme la matrice de Walsh d’ordre £ possede 22k coefficients, le calcul direct de la
transformée de Walsh utilisant cette matrice nécessite 22* opérations. On va maintenant
donner un procédé beaucoup plus rapide, puisqu’il ne nécessite que k2* opérations. Ce
procédé est basé sur 1’observation suivante.
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Proposition 5.2.1. Soit k > 1 un entier. Pour f € C2*,0 < j < 251 — 1, posons

mo(H)li] = fll, m(f)li] = f12°7" + ] (5.6)

On a alors, pour 0 < j < 281 —1

mo Wi(f)) = Wi1(mo(f)) +Wi—1(m1(f)), m Wi(f)) = Wk—l(ﬂo(f))—wk—l(ﬂl(gf;;

Démonstration : On a

Wiy Wi
Wy = :
¢ [WM —WM]

Posons fo := mo(f), f1 == m(f), g :== Wi(f), g0 := m0(g), g1 := m1(g). On obtient
g = fWy, soit

go = JoWi—1 + fiWi—1, 91 = foWi—1 — fiWi_1.

Donc go = Wi—1(fo) + Wie—1(f1), 91 = Wi—1(fo) — Wi-1(f1), ce qui démontre la
proposition. &

Ceci permet d’obtenir un algorithme effectif pour calculer la transformée de Walsh.
Notons P(k) le nombre d’opérations nécessaires pour calculer une transformée de Walsh
d’ordre k en utilisant la proposition ci-dessus. On a P(k) = 2% + 2P(k — 1), car il faut
2 x 2F=1 = 2% opérations pour faire apparaitre m,(f) et m,(f), et ensuite calculer deux
transformées de Walsh d’ordre & — 1, ce qui nécessite 2P(k — 1) opérations. Une trans-
formée de Walsh d’ordre 0 ne nécessite aucun calcul, donc P(0) = 0, etona P(1) = 1.
Une récurrence évidente montre alors que P(k) = k2*. Pour & = 10 ceci correspond a
10x2%° = 10240 opérations au lieu des 10*° = 1048576 opérations nécessaires en utilisant
directement la matrice de Walsh.

On va maintenant décrire en détail I’algorithme. On commence par remplacer f =
{f[0), f[1], ..., f[2" — 1]} par fO), ou fV[2p] = f[2p] + f[2p + 1], fV[2p + 1] = f[2p] —
f[2p+1] pour 0 < p < 28~1 —1. Lan®-étape, pour 1 < n < k, consiste a remplacer f(™~1
par ™ olion pose, pour 0 < p < 28" —1,0< ¢ < 2" — 1,

FoRrp gl = frVRrp g + fV 20+ g+ 207,

R+ q+20 = fODRYp 4 g — fOD20p 4 g + 2771,

On a alors f*) = W,(f). On appelle ceci I’effet papillon (I’aile du "papillon" double a
chaque étape), ou la méthode consistant a diviser pour régner.

Le fait que f(k) = Wi(f)) est évident par récurrence. Il est clair que cet algorithme est
valide a I’ordre 1. D’autre part dire qu’il est valide a I’ordre k£ — 1 indique que si f € c
alors o (f* 1) = Wi_1(mo(f)) et m(f* D) = Wy_1(m1(f)), et il résulte alors de la
proposition que f*) = W.(f).

On va maintenant illustrer cet algorithme par un exemple.
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Exemple 5.2.2. Calcul de la transformée de Walsh de f = {1,2,—1,—-3,6,—1,2,0}.

On détaille les calculs sous forme d’un tableau, en respectant les notations ci-dessus.

o1 [2[3]4[5]6]7
f 12 [-1]3[6]-1]2]0
f@ 3-1]-4[2]5]7]2]2
@ 11 [ 7]3[7]9]3]5
Ws(f)=f@ 16 [10[10] 2 [-8]-8[4]-8

On retrouve le méme résultat par un calcul direct, qui est déja sensiblement plus long
que I’algorithme rapide pour £ = 3.

PWL()[0 7101
Wi()[1] 7L
Wi(h)2] 712
WiABl | _ . | f3]
wi(Al | "]
W[5 715
Wil 716
R I i
1 1 1 1 1 1 1 17717
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 2
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1
|1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -3
11 1 1 -1 -1 -1 -1 6
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 -1
11 -1 -1 -1 -1 1 1 2
11 -1 -1 1 -1 1 1 =11 [ 0 ]
o
10
10
2
| =8
—8
4
| —8 ]

5.3 Application aux fonctions booléennes

Soit p > 2 un entier. On note I, I’anneau (Z/pZ, +, .) introduit dans le cours d’algebre
[4]. Formellement, les éléments de Z /pZ sont les parties de Z de la forme m := m + pZ,
de sorte que m = 7 si et seulement si m = n mod(p), c’est a dire si et seulement si m — n
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est divisible par p. On munit Z/pZ des opérations suivantes, m et n désignant deux entiers
relatifs quelconques.

m+n=m+n, mn=mn (5.8)

En pratique Z/pZ = {0,...,p — 1}, M + T = Trin, OU Iy, désigne le reste de la
division de m + n par p, et m.n = Tp,y,, OU 7y, désigne le reste de la division de mn
par p. Muni de ces deux opérations, I, := Z/pZ est un anneau, voir le Chapitre 1 de [4].
Notons également que si p est premier, alors [F,, est un corps, ce qui permet de munir IF’;
d’une structure d’espace vectoriel sur I, pour & > 1.

On va maintenant restreindre 1’attention a 5. Notons que si m,n € Z, et st m — n est
divisible par 2, alors(—1)™ = (—1)". On peut donc poser (—1)" = —1™ pour m € Z, et
ona (—1)"* = (=1)%(=1)® pour a, b € F.

Definition 5.3.1. Une fonction booléenne d’ordre k est une application f : F5 — TF,.
L’ensemble des fonctions booléennes d’ordre k sera noté By.. Pour f,qg € By,u € Fq, on
définit uf, f + g et fg par les formules

(uf)(z) = uf(z), (f+9)(x)=f(z)+g(z), (f9)(x)= f(x)g(x) Vo€ Fs.

D’autre part on pose X;(x) = x;, pour v = [xg,...,x5_1] € F5, 0 < i < k — 1. Les
fonctions de la forme Xg := ;csX;, 00 S C {0, ...,k — 1} sont appelées des mondmes
(on pose par convention Xy(x) = 1, avec la notation usuelle u(x) = u pour tout x € F§ si
(TS ]FQ)

Il est clair que, muni des opérations ci-dessus, Bj, est un anneau, et que X? = X; pour
0 <1< k—1..C’est également un espace vectoriel sur [F5. Notons que le produit de deux
mondmes est également un mondme.

Proposition 5.3.2. La dimension de By, est égale a 2F, et I’ensemble M, des mondomes est
une base de B;,.

Démonstration : Il est clair que F% posséde 2F éléments, donc By, est isomorphe a F%k
et dim(B;,) = 2* (une base "canonique" de B est donnée par la famille {0} 2epy, ol
d.(x) = Tetd,(y) = 0 pour z # y). On considere bien entendu la fonction Xy = 1 comme
un mondme, de sorte que la famille M, = {Xg} scrp des mondmes possede 2k éléments.

Soit {\g} ScFh une famille d’éléments de [, et supposons qu’il existe Sy C F% tel que
As, # 0. Comme S, est fini il existe un sous-ensemble S; de S tel que \g, # O et tel que
Ag = 0 pour tout sous-ensemble S de IFy" strictement inclus dans S;. Posons u(x) = 1 si
r e Sietu(r) =0siz ¢ S (desortequeu = 0siS; =Petu=1siS; =F). Il est clair
que Xg(u) = 0 si S n’est pas inclus dans S, et il résulte du choix de S; que A\g = 0si S

est strictement inclus dans S;. Comme Xg, (u) = 1 ona ( S AsXs | (u) = Ag, #0, et

SCFk
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Y AsXg # 0. Ceci montre que M, est libre. Comme le nombre d’éléments de M, est
SCFk
égal a la dimension de By, on voit que M, est une base de de By,. &

Definition 5.3.3. (i) On dit que f € By est une fonction affine d’ordre £ s’il existe a =
(ag,...,ap_1) € F% et b € Fy tels que I’on ait

k—1

fz) = Zajxj +b Yz = (xg,...,7k-1) € B, (5.9

Jj=0

et dans ce cas on pose f = fqp.
(ii) Pour g, h € By, on pose

d(g,h) = Card [{x c Fy | g(x) # h(x)}} .
(iii) Pour g € By, on pose

d(g, Ar) = min{d(f,g) | f € Ax},

ou Ay, désigne I’ensemble des fonctions affines d’ordre k.

Les fonctions booléennes jouent un role important en cryptographie, et il est important
de pouvoir utiliser dans ce domaine des fonctions booléennes aussi éloignées que possible
des fonctions affines. On va établir une formule qui permet d’évaluer la "distance" d’une
fonction booléenne aux fonctions affines au moyen de la transformée de Walsh. On va
commencer par établir deux résultats techniques concernant la transformée de Walsh.

Lemme 5.3.4. On a, pour f € C*

2k—1 ok 1
> AP =25 1F ) (5.10)
p=0 p=0

Démonstration : On verra plus loin qu’il s’agit en fait d’un cas particulier de la formule
de Plancherel-Parseval, mais on va donner une démonstration directe. La formule est évi-
dente pour k£ = 0. Supposons qu’elle est vérifiée pour k — 1, avec £ > 1, et soit f € c?.
Il résulte de la formule 6.6 que 1’on a, en posant g = Wi (f), fo = mo(f), i = m(f),

Jdo = 7T0(9)> g1 = 7T1<g)7

2k 1 2k—1_1 ok—1_1
STWHPIP= D TP+ D g
p=0 p=0 p=0

2k—1_1 2k—1_1

=3 o)) W@+ S W (o)) — Wi (F) )

p=0
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Qk_lfl 2k—171

2 ) Wl +2 Y W)@

ok—1_1 ok—1_1 ok—1
=2 3 1ol +28 3 1A =2" 3 1),
k=0 k=0 p=0

et le résultat est démontré par récurrence. &

Pour z = (29, ...,7x_1) € F5. v = (yo, ..., yx_1) € F5, on pose
k-1
xr.y = ijyj (5.11)
=0

k=1

Lemme 5.3.5. Pour 0 < p < 2% — 1, s0itp =Y p;27, avec p; € {0, 1}, la décomposition
7=0

dyadique de p, et soit p* := (Py, ..., Dp_1)- Soit W = (Wp4)o<p<i—1 la matrice de Walsh

0<g<k—1
d’ordre k. On a, pour 0 < p,q < k — 1,

Wpy = (_1)17*-11* — (_1)209941’3‘%‘ (5.12)

Démonstration : La propriété est vérifiée pour p = 0. Avec les notations ci-dessus po-

sons 1W,, = (=177, W), = (ﬁ)p,q)gégélgj. D’autre part pour 0 < p < 281 — 1,0 <

g < 281 — 1, posons p/ = p+ 281 ¢ = ¢+ 28! Dans ce cas pp_1 = @1 = 0,
p; =pj,q; = qpour 0 < j < k—2etp,_, = ¢q_, = 1. On déduit de la premiere
équation que 1’on a

Wit = (wp,fI)ogpgzk*Ll'
0<q<2k—1_1

On déduit des autres équations que I’'on a, pour 0 < p < 281 — 1,0 < ¢ < 281 — 1,
wp’,q = wp,q’ = wp,qv wp/,q/ = _wp,qv
et on obtient
. Wiy Wi
Wk; — VE-1 k-1 .
Wie —Wi

On voit donc par récurrence que Wj, = W}, pour tout k& > 0. &

Definition 5.3.6. Pour f € B;,, 0 < p < 2F — 1, on pose f*(p) = (—=1)fP"). Autrement dit
sip; € {0,1} pour0 < j <2 —1 ona
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f* ijQj :(_1)f@0 77777 Pi-1) (5.13)

On peut alors exprimer simplement la distance d’une fonction booléenne a une fonction
affine sans terme constant.

Lemme 5.3.7. Soit f € By, soit a = (ay,...,ax_1) € F5 avec a; € {0,1}, soit a =
k—1

> a;27 €40, ..., 28 — 1} Uentier associé a a et soit f, = 00 - T — a.x la fonction affine
i=0

sans terme constant associée a a. Alors on a

A(F 1) = 27— ()@) (5.14)

Démonstration : On a f*(a) = f((a)*) = f(a). On obtient

2k—1 ok _1
Wi(f)(@) =D wagf*(q) = > (=1)= @)
q=0 q=0

2k —
_ (_1)fa(q*)+f(q*) _ Z(_l)fa(x)+f(z) —

q=0 wGIFIQC

Card({z € F5 | f(x)) = fu(2)}) — Card({zx € F3 | f(z) # fu(2))})-

Comme Card({z € B |f(x) = f,(2)})+ Card({z € FS | (z) # fulx)}) = Card(F5) =
2% et comme d(f, f,) =card({x € F5} |f(x) # f.(z)}), on obtient la formule du lemme.
&

On peut alors exprimer simplement la distance d’une fonction booléenne aux fonctions
affines.

—_

Théoreme 5.3.8. (i) Soit f € By, une fonction booléenne. On a

_ 1 . _ k_
d(f, Ax) = 251 — émaxogpgkq Wi(f*)(p)| < 2871 — 2271 (5.15)
et I'inégalité ci-dessus est toujours stricte si k est impair.
kg
2
(ii) Si k est pair, posons [y = X9;Xoj41. On a alors
7=0

d (f(k), Ak) — k-1 _ 931

Démonstration : Le fait que d(f, Ay) = 2871 — Imaxg<p<or 1 [Wi(f*)(p)| résulte du
lemme 6.3.7. D’autre part il résulte de la formule de Plancherel-Parseval (lemme 6.3.4) que
I’on a
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2k_1 2k—1

2*maxg<,<ar 1 Wi(f*)(p)* > Z Wi(f)? = [ (p)? = 2%,

p=0

Donc maxg<,<or_1 [Wi(f*)(p)| > 22 Comme f*(p) € {—1,1} pour 0 < p < 2F — 1,
la transformée de Walsh de f* est a valeurs entieres ainsi que maxg<,<or_1 |[Wi(f*)(p)],
et I’inégalité de (i) est stricte si k est impair.

On va maintenant construire par récurrence sur m une fonction h,,, € c¥", prenant ses
valeurs dans {—1, 1}, telle que Wa,,,(hy,) = 2" h,y,, de sorte que

maXop<p<o2m_1 (Wam(hm)(p)| = 2.

Le polyndme minimal de 15, est égal a 22 —2*™ = (1 —2™)(x+2™). On sait alors d’apres
le Chapitre 5 du Cours d’algebre linéaire [S] que le sous-espace propre de Ws,,, associé a la
valeur propre 2" est engendré par les colonnes de Ws,,, — 2™ Iy2m, I2m désignant la matrice
unité d’ordre 2m. On a

Wy =21 =

— == W

On peut donc prendre hy = [1,1,1, —1].

On définit alors la suite (h,,),,>1 par récurrence en posant, pour m > 2,

hm = [hmfla hmfla hm717 _hm71]~

Supposons que Wa(n—1)(hm—-1) = 2m=1p 1. On aalors, d’apres la formule 6.5,

W2m72 W2m72 W2m72 W2m72
W2m72 _W2m72 W2m72 _W2m72
W2m72 W2m72 _W2m72 _W2m72
WQm—Z _WQm—Z _W2m—2 WQm—2

th2m = [hmfla hmfla hmfla hmfl ]

= [2hm71W2m727 th,1 W2m727 2hm71VV2mf2; 2hm71W2m72 ]
- [thm—l) thm—l) thm—l’ 2mhm—1 ] - 2mh’m7

de sorte que Wa,,(hy,) = 2™hyy,. On voit donc par récurrence que Wy, (hy,) = 2™h,,
pour tout m > 1.

Posons maintenant H,, = f(,,,, = (375, ' X5, Xo.1)%. Soit p = Z?mo 'p;27, avec
p; € {0,1}, le développement en base 2 d’un entlerp €{0,...,2°" —1}.Ona

H,(p) = (_1)22”;01 P2jP2j+1 (5.16)

Posons p(l) = p, p(2) =p+ 22m’ p(3) =p+ 22m+1’ p(4) =p+ 22m + 92m+1 On a

4 .
p =p? = p = plY = p; pour 0 < j < 2m — 1, Pl = Py = Doy = D) = 0,
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pgi)l = pé‘:’,)l 41 = pgﬁ = pgf% 41 = 1. Il résulte alors de la formule 6.16 appliquée a 1’ordre
m + 1 que ’on a, pour m > 1,

Hyi1 = [Hp, Hyy Hyy — Hp .

D’autre part, en appliquant la formule 6.16 a 1’ordre 1, on trouve H,(0) = H;(1) =
Hy(1) =1,H;3(1) = —1,donc H; = [1,1,1,—1] = hy. Une récurrence immédiate montre
alors que h,, = H,, = f(*zm) pour tout m > 1. Comme h,, est a valeurs dans {—1,1},
et comme Wap (hin) = 2™hy, 0n a | Wan (fom)(p))| = 2™ pour 0 < p < 22™ — 1, et
d(f(Qm); A2m) — 22m71 _ 2m71‘ *

On dit qu’une fonction booléenne f € A, est une fonction courbe si sa distance

aux fonctions affines est maximale. Le théoréme précédent montre que la fonction f, =
k/2—1

> X9;X2;41 est une fonction courbe si £ est pair. Les fonctions courbes restent mal
i=0
connues quand k est impair.

5.4 Applications de la transformée de Walsh a la compression de si-
gnaux 1-D

Dans les applications de la transformée de Walsh la notion de nombre de changements
de signes joue un role important

Definition 5.4.1. Soit k > 1 un entier, soit Wy, = (w;;),-;-x_, la matrice de Walsh d’ordre

1<j<2k—1
k. On pose, pour1 < j < 2F — 1,
1 2k 1
CSk(i) = 5 z; |wm~_1 - ww»|. (517)
J:

Le réarrangement par changement de signes R(i) de la suite {0, ...,2" — 1} est la
suite {cs; ' (0), ..., esp (28 — 1)},

En d’autres termes le nombre csy () est le nombre de changements de signes dans la ¢
ligne de la matrice de Walsh W}, et on peut écrire Ry, (i) = {ug, ..., usk_1} C {0, ..., 28—1},
avec cs(uj) > cs(uj_1) pour 1 < j < 2% —1.

On va maintenant illustrer ces notions pour £ = 1 et & = 2 (il faut bien évidemment
faire appel a I’ordinateur pour les grandes valeurs de k.

Ona

Wy = {1 _11} L es1(0) = 0,es1(1) = 1, Ry = {0, 1},
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1 1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

Wy = , ¢51(0) =0, ¢s1(1) =3, ¢51(2) =1, ¢s1(3) =2,

—_ = =

R, ={0,2,3,1}.

On remarque que I’application j — c¢s1(j) prend les valeurs 0 et 1 sur I’ensemble {0, 1},
et que I’application j — c¢s1(j) prend les valeurs 0, 1, 2 et 3 sur I’ensemble {0, 1,2,3},0n a
enfait le résultat général suivant, qui montre bien que la suite R, est bien un réarrangement
de la suite {0, ..., 2F — 1}.

Théoréme 5.4.2. Pour k > 1, 'application j — csy(j) est une bijection de I’ensemble
{0, ..., 2% — 1} sur lui-méme.

Démonstration : Il est clair que ¢si(j) est un nombre entier, et on a, pour 0 < j < k—1,

2k 1

Z wij — wiy1] <28 =1,

Jj=1

1

0<ese(j) =5

2

donc il suffit de vérifier que cs;, @ {0,...,28 — 1} — {0,...,2F — 1} est surjective,

puisque toute application surjective d’un ensemble fini sur lui-méme est bijective. C’est
vrai si k = 1.

Notons L; j, = [wo 1, ..., Wg ox_1] 12 i€ ligne de Wj,. Comme W), = Wi Wi ,ona,

’ ’ ’ Wi =W

pour 0 <i<2F—1

Lipy1 = [Lig, Lig) s Livor g1 = [Lik, —Lig] -

Comme wy; = 1, on voit que csgy1(i) = 2csi(i) et csp1(i + 2F) = 2esi(i) + 1 si
w; or = 1, alors que cspy1(7) = 2e55,(i) + 1 et esppr (i 4 27) = sy (i) st wior = —1.

Supposons maintenant que pour tout p € {0, ...,2% — 1} il existe i € {0, ..., 2% — 1} tel
que csi(i) = p, et soit p € {0, ...,2¥1 — 1}. Si p est pair il est de la forme p = 2¢, et
si p est impair il est de la forme p = 2¢ + 1, avec ¢ entier, 0 < ¢ < 2¥ — 1. On a alors
soit csgy1(i) = p, soit esp1(i + 2%) = p, oui € {0,...,2% — 1} est choisi de sorte que
csp(i) = q. Comme 0 < i < i+ 2F < 281 — 1 on voit par récurrence que I’application
i — csy(i) est bien une application surjective, donc bijective, de I’ensemble {0, ..., 2¥ — 1}
sur lui méme pour tout £ > 1. &

Definition 5.4.3. Soit f = {f[0], f[1], ..., f[2F — 1]} € C¥, s0it p € {0,2% — 1}, et soit
¢ = L. Posons W, (f)[i] = Wi(f)[d] si csi(i) < 28 — 1L, We(f)[i] = 0si 28 — 1 <

esk(i) < 28 — 1. La compression d’ordre ¢ de f est la suite Comp.(f) € C2* définie par
la formule

Compe(f) = Wi o W) (f). (5.18)
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Soit D, = (d; ;) y<;<sr_, la matrice diagonale définie par les formules d; ; = 0 si i # j,
0<j<2k—1

dii =0sic2F —1 <es(i) <28 —1,d;;, =1sicsp(i) <2 —1—-1.0na

{Weal ) = DEOWA(S) = DWLS, Compi(f) = WDV,

Si on préfere faire les calculs avec les matrices lignes f et f(), on obtient

1
f = 5 Wi DeWV. (5.19)
Pour k = 2, ¢ = 50%, on obtient
1 1 1 1 1 0 0 0
1 -1 1 -1 000 0
W2_11—1—1’DC_0010’
1 -1 -1 1 000 0
10 1 o071 1 1 1
1 1{1 0 1 o1 =1 1 =1
ZWQD"WQ_Z 10 -1 0|1 1 =1 -1
(1 0 -1 0 L1 -1 -1 1
/2 1/2 0 0
|12 172 0 0
“lo0 0 1/2 1/2
Lo 0 1/2 1/2

Cr o) — J fIO1+f[1) FOI+F[1] FIB1+F[4] F3]+£[4]
Donesi f = {f[0], f[1], /2], f18]}, f© = { o200, JOLEI SRl JSEfB L
On a vu au début de ce chapitre, en utilisant la transformée de Walsh rapide, que si
f=11,2,-1,-3,6,—1,2,0}, alors Ws(f) = {6, 10, 10,2, -8, —8,4, —8}.
Ona

1 1 1 1 1 1 17
-1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

Wgz

— = = = = e e

On obtient

Cg(l) = 07 63(1) = 7, C3(2) = 3, 03(3) = 47 63(4) = 1, C3(5) = 6, 03(6) = 27 63(7) =5.

On pose ¢ = 37,5%, donc Ws .(f) = {6,0,0,0,—8,0,4,0}. On termine le calcul de
f(©) en utilisant la transformée de Walsh rapide (ne pas oublier de diviser par 8 le résultat
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obtenu en appliquant la transformée de Walsh a W .(f) pour obtenir sa transformée de
Walsh inverse.

o[1[ 23 T[4[5] 6] 7
g=Ws.(/)|6]0] 00 |-8[0] 4] 0
g 66/ 00 [-8][-8] 4] 4
g®@ 616 6 | 6 |-4]-4]-12]-12
8f=¢® [2]2]-6]-6[10]10] 18] 18
g AHEIE IR

Ce calcul est confirmé sous Mupad, voir la feuille de calcul jointe.

M:=Dom: :Matrix();

W:=proc(n) begin

if n=0 then M([[1]]) else
linalg::stackMatrix(linalg::concatMatrix(W(n-1),W(n-1)),
linalg::concatMatrix(W(n-1),-W(n-1)));

end_if

end proc:

W(n) $n=0..3
Dom::Matrix ()

|
—
|
_ o = m s
|
—_
|
—_

1
1
1
-1 -1 1 1 -1-11
1
1
1
1

1

1
1 1 1 -1-1-1-1-1-1-1-1

1 -1r-11 -1 1 -1 1 -11
Il -1-1-1-11 1 -1-11 1
-1-1r1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1
111 -1-1-1-1-1-1-1-11 1 1 1
-1 1 -1-11 -11 -1 1 -1 1 1
! -1-1-1-11 1 -1-11 1 1 1 -1-1
-1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1
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(12-1-36-120)
(610 10 2 -8 -8 4 -8)

B :=M([[6,0,0,0,-8,0,4,0]]);C:=(1/8)*B *W(3);
(6000 -804 0

Cette méthode de compression est en général efficace, mais elle ne peut pas donner
toujours de bon résultats : il suffit pour la mettre en défaut avec un taux de compression ¢
de considérer une suite non nulle f € C2" telle que W, (f)[j] = 0 pour tout j > ¢(2F — 1).
On peut évidemment construire des exemples de ce type, en prenant k& assez grand, pour
¢ > 99,99%, et plus généralement pour des taux de compression arbitrairement proches de
1.

On va maintenant mettre en place une procédure sous Matlab pour appliquer cette mé-
thode a des signaux 1-D. En pratique on a une fonction f : [a,b] — R. on fixe un entier
k > 1, eton pose, pour 0 < j < 2F — 1,
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20 b—a
il =1 (a+ i),

On applique la procédure ci-dessus a f, ce qui donne f e C?*, et on construit la
compression f(9 de f associée a cet échantillonnage, qui est la fonction affine sur les
intervalles [a + j =%, a+ (j + 1) %], 0 < j < 2% — 2 vérifiant ) (a + j2=2%) = fO]]]
pour 0 < j < 2* — 1. On donne ensuite les représentations de f et f(© sous Matlab
associées a ces échantillonnages.

Nous décrivons maintenant en détail une implémentation sous Matlab de cette méthode
de compression des signaux 1-D. Ce procédé est décrit par G. Peyré dans . Nous donnons
la version obtenue par G. Fenez et S. Ismais en 2006 a Bordeaux dans leur mémoire de
master-crypto . On commence par écrire un programme pour le réarrangement par nombre
de changements de signe.

On écrit

edit ncs

Matlab ouvre un fichier (une m-file), ou on introduit un programme.

function nk=ncs (n)
p=log2 (n);nk=0;ek=0;
for k=1l:p
ek=[ek;1l-ek];
nk=2+*[nk;nk]+ek;
end

Pour réarranger par nombre de changements de signes les nombres entiers compris entre
0 et n — 1, n désignant une puissance de 2, il suffit alors d’utiliser la commande ncs(n). On
obtient par exemple

>> ncs(32)

ans =

31
15
16
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24
23

28
12
19

27
11
20

30
14
17

25
22

29
13
18

26
10
21

Ce programme fonctionne a I’échelle industrielle : il faut a peine quelques secondes a
Matlab pour dérouler la liste des nombres de 0 a 10?° — 1, reclassés par changements de
signe.

On implémente ensuite la transformée de Walsh rapide. On introduit sous Matlab une
deuxieme m-file, notée fwt.

function res = fwt (a)
[NN,N]=size (a);
if N==1

res=a;

return;

end
P=N/2;
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a(l:P)=fwt(a(l:P));
a((P+1) :N)=fwt (a((P+1) :N));
for i=1:P
tmp=a (i) ;
a(i)=tmp+a (i+P);
a(i+P)=tmp-a (i+P);
end;
res=a;

On vérifie I’algorithme en ’appliquant & la suitea = [12 —1 —36 — 120]. On
retrouve bien le résultat obtenu plus haut.

>> a=[1 2 -1 -3 6 -1 2 0]; b=fwt(a)
b =

6 10 10 2 -8 -8 4 -8

On teste maintenant ce programme sur un signal a 1024 entrées. Le calcul est effectué
instantanément, et on vérifie que la transformée de Walsh inverse de la transformée de
Walsh du signal b coincide avec b aux erreurs d’arrondi pres (I’ordre de grandeur de la
différence est de 10~ pour chaque terme). Nous n’affichons pas ces résultats.

>> a=[0:1:1023];b=sin(a);c=fwt (b);
d=b-(1/1024) xfwt (c) ;

On va maintenant mettre en place la procédure de compression proprement dite, qui
fait appel aux deux programmes précédents. On ouvre une m-file nommée comprld, dont
les entrées sont un signal 1D et un nombre qui va €tre en fait €gal au produit du taux de
compression cherché par la longueur du signal. On représente ensuite graphiquement le
résultat obtenu.

function res=comprld(entree, fact_red)
walsh=fwt (entree);
[u,v]=size (entree);
tab_chgt=ncs (v);
for k=1:v
if tab_chgt (k) > (fact_red) v -1
walsh (k)=0;
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end
end
res=fwt (walsh) /v;

On applique ceci au signal obtenu a partir de la fonction x — sin(x) — 3 x sin(27xz) +
2sin(36 * x), discrétisée sur I'intervalle [0, 2], avec des taux de compression de 10%, 20%
et 50%.

x=[0:2/1023:27;
yl=sin(x)—-3%sin(27*x)+2xsin (36%*x) ;
zll=comprld(yl,0.10);
zl2=comprld(yl,0.20);
z13=comprld(yl,0.50);subplot (221);plot (x,v1);
title (" signal non compressé’);hold on;subplot (222);plot(x,z1l, " red’);
title (' compression a 10\%’);
hold on;subplot (223);plot (x,z12,’green’);title (' compression a 20\%’);
hold on;subplot (224);plot (x,z13,"black’);
title (' compression a 50\%’);
print —-depsc compld

signal non compressé compression a 10%

6 8
4 6
2 4
2

0
0

-2
-2
-4 -4
-6 -6

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
compression a 20% compression a 50%
6 6
4 4
2 2
0 0
-2 -2
-4 -4
-6 -6
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

On a I'impression que la compression a 50% coincide presque avec le signal initial.
En fait I’erreur commise en remplacgant le signal initial par sa compression a 50% est tres
oscillante, comme le montre le graphique suivant.
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>> plot(x,yl-z13);

title('Difference entre le signal donné et sa compression a 50\%');
print —-depsc erreur

Difference entre le signal donné et sa compression a 50%
T T T T T

0.2

L L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2

5.5 Applications de la transformée de Walsh a la compression des
images

On aborde maintenant le traitement des images. Une image en noir et blanc peut étre
considérée come une matrice carrée dont les coefficients, communément appelés pixels,
sont des réels mesurant toutes les variantes de gris entre le blanc et le noir. Pour les images
en couleur a chaque pixel seront associés trois nombres permettant de reconstituer la cou-
leur du pixel a partir de trois couleurs fondamentales. Le principe de la compression est le
méme dans les deux cas, et nous allons décrire en détail comment compresser les images
en noir et blanc en utilisant la transformée de Walsh.

Dans toute la suite on notera L;(M) la ¢ ligne et C;(M) la j¢ colonne d’une matrice

M = (mi,j)ogszp—l-
0<j<q—-1

Definition 5.5.1. Soit & > 1. Une image numérisée a 2% pixels est une matrice Q) =

(i j) o<, <ok, @ coefficients réels.
0<j<2k—1

La transformée de Walsh horizontale W) (Q)) d’une image numérisée ) a 22" pixels
Q) est par définition la matrice obtenue en appliquant la transformée de Walsh VWj, a toutes
les lignes de Q, la transformée de Walsh verticale W) (Q) de Q est par définition la
matrice obtenue en appliquant la transformée de Walsh W, a toutes les colonnes de (), et
on définit la transformée de Walsh W' de Q par la formule

W(k)(Q) _ (W(k,vert) o W(k’hor)>(Q).
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Notons que comme d’apres les formules 6.2 et 6.5, on a L;(W*ho) (Q) = L;(w)W, et
C;(WEvert) () = W,,C;(2), et on obtient les formules

W(k,hor) (Q) _ WkQ, W(k,vert) (Q) _ QWk,
W(k)(Q) _ (W(k,vert) o W(kz,hor))(ﬂ) _ WkQWk _ (W(k,hor) o W(k,vert))(@)‘ (520)

On a alors

1

= 5 (W(k))(Q) — L

= S Wi, (5.21)

(W(k))‘1 Q)

-y . T a b
Par exemple considérons 1I’image numérisée a 4 pixels (2 = [ . } .Ona

d
wan=[1 4] [ A]- 1 A [ens o]

_|la+b+c+d a—b+c—d
la+b—c—d a—b—cH+d|’

Bien entendu dans la pratique on ne saurait travailler 2 moins de 1 million de pixels, ce
qui donne au moins k = 10, car 10*° = 1048576, et les calculs se font sur ordinateur a
I’aide de la transformée de Walsh rapide, comme on le verra plus loin.

On va maintenant procéder a un "réarrangement selon les changements de signes" des
couples (7, j) pour 0 < ¢ < 2F 1,0 < j <2¥—1.Comme I’application ¢ — cs(7) est une
bijection de I’ensemble {0, ..., 2 — 1} sur lui-méme, ’application (4, j) — csy (i) + csp(J)
est une application surjective de ’ensemble {0, ..., 28 — 1} x {0, ..., 2 — 1} sur I’ensemble
{0, ok+1 _ 2}. On va alors définir un ordre total sur les (doubles) indices des pixels, ce qui
va permettre de les réarranger par ordre croissant et d’appliquer la transformée de Walsh a
la compression d’images.

Definition 5.5.2. Soient (i1, j1) et (iz, jo) deux éléments de I’ensemble E), == {0, ...,2% —
1} x {0, ...,2% — 1}. On dit par définition que (i1, j1) est strictement inférieur i (is, jo) si
csk(in) + esk(g1) < esi(iz) + csi(J2), ou si cs(ir) + csp(j1) = csg(ia) + csp(j2) avec
csk(i1) < csg(iz).

On adopte la convention évidente (i1, j1) < (i2, J2) si (i1, 71) < (i2, j2), ousi (i1, j1) =

(12, j2), et on obtient un ordre total sur £j. On pose, pour (i, j) € Ej,

Ok(i,j) = Card ({(a, B) € Ey | (a, B) < (i,)}]- (5.22)

Ceci permet de définir avec précision une procédure de compression d’images.

Definition 5.5.3. Soit Q = (w; j)1<.<. une image numérisée a 2* pixels. Pour c € [0, 1], on
1552k
pose

WE(QV[i, 5] = WP(Q)[i, §] si 0k(i, 5) < 22F, WE(Q)[i, 5] = 0 si 0,(i, j) > 22,
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et on définit la compression d’ordre c de () par la formule

. . . 1
0l — ([W(k)] 1o Wik )) (Q) = ﬁw(k)<w(k)(g)w(k).

N . L. a b . ) .
Revenons a notre image numérisée §) = L d} a 4 pixels. Une compression a 0%

donne {8 8} , et une compression a 100% ; redonne (2.
On a
(0,0) < (0,1) < (1,0) < (1,1),
et on obtient

W(1,1/4)(Q>: {a—i—bgc%—d 8} ’ W(l’l/z)(Q): {a%—b—(i)—c%—d a—b—(i)—c—d}’

W(1’3/4)(Q): [Ziztztg a—bgc—d]’

2

qum _ Llatbtetd atbtetd| qup _1llate b+d
T 4lat+btct+d at+btctdl|’ at+c b+d|’

qem _ L3a+btc—d 3b+a—c+d
4 |3c+a—-b+d 3d—a+b+c

5.6 Exercices sur le Chapitre S

exercice 1

1) Ecrire les matrices de Walsh W5, Wy, Wy et W4 et leurs inverses.

2) Calculer les transformées de Walsh des fonctions [0, 1], [0,1,0,0],[0,1,1,1,1, 1,2, 3]
et[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1].

a) En utilisant les matrices de Walsh
b) En utilisant la transformée de Walsh rapide.

3) Vérifier sous Mupad les résultats de la question précédente.

exercice 2

Soient S et T deux sous-ensembles de {0, ..., k — 1}. Montrer que I’on a
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(i) X . X1 = Xsnr.
(1) Xsur = Xs + Xr + Xs. Xr.

exercice 3

En utilisant le Cours d’algébre linéaire [S], montrer que le polyndme caractéristique
de la matrice de Walsh W, est égal 2 (z2 — 2%)2""". En déduire qu’il existe une matrice
orthogonale P € M, (R) telle que 1’on ait

'PW,P = PP = 2% llz’“ 0 } ,
0 —_[21971

otl Iox—1 désigne la matrice unité 4 2¥~! lignes et 2! colonnes.

exercice 4
Exprimer toutes les fonctions booléennes sur F? comme somme de mondmes.
exercice 5

Déterminer le nombre de fonctions courbes et les expliciter toutes dans les cas & = 2,
k=3etk =4

exercice 6
Soit a € By, et posons §,(x) = 0siz # a, §,(x) = 1siz = a.

1) Vérifier que f = Zaewg f(a)d, pour toute fonction f € B.
2) Montrer que I’on a, pour a = [ay, ..., aj_;] € F4

o = Hf;é(X] + Q; +T)

3) On énumere les éléments de F% en posant ag,) = [Py, ..., Dy_y] pour 0 < p < 2% — 1,
oup = Zf;é ,avec p; € {—1,1}, désigne la décomposition de p en base 2. De méme on
énumere les sous-ensembles S de {0,...,k — 1} en posant S, := {j € {0, ...,k — 1} |p; =
1}.

Donner la matrice de passage de la base {a(0), ..., a(x_y)} 4 la base { X, ..., X5, }

et la matrice de passage de la base {Xs, ..., X5,  } &labase {ao, ..., aze_1}. Quel estle
lien entre ces deux matrices ?

4) En utilisant ce qui précede, donner une formule permettant de calculer la décomposi-
tion d’une fonction booléenne en somme de modmes f € By a partir du tableau des valeurs
de f*.
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exercice 7
Soit f € Bs la fonction booléenne vérifiant f*(z,) = 1510 < p < 3, f*(z,) = —1si
4<p<T.

1) Donner la table des valeurs de f, et exprimer f comme somme de mondmes (on
pourra utiliser I’exercice précédent).

2) Calculer transformée de Walsh de f* en utilisant I’algorithme rapide du cours (donner
le détail des calculs).

2) Quelles sont les fonctions booléennes affines les plus proches de f au sens de la
distance du cours, et quelle est la valeur de d( f, A3)?

3) Méme questions avec la fonction g vérifiant g*(p) = 1 pour p impair, g*(p) = —1
pour p pairquand 0 < p < 7.

exercice 8 (usage de Mupad recommandé)
1) Trouver par le calcul matriciel la formule donnant la transformée de Walsh d’une
image numérisée a 16 pixels.

2) Réarranger par ordre croissant les couples (7, j)o<i<s en suivant la procédure du cours.
0<5<3

3) Trouver la formule permettant de calculer la compression a 75% d’une image numé-
risée a 16 pixels.
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Chapitre 6

Transformée de Fourier discrete

6.1 Définition de la transformée de Fourier discrete

On va définir la transformée de Fourier discrete sur CV.

Definition 6.1.1. Soit N > 1 un entier et soit wy = eN. On définit la transformée de
Fourier discréte f de f = (f[0],..., /[N — 1)) par la formule

=z

-1
flm] = finJwy"™, me{0,..,N —1}. (6.1)

n

Il
=

L’application = Fn(f) : f — f est appelée la transformation de Fourier discrete sur

CV.
La matrice de Fourier Ay est définie par la formule

AN = (wy™ 0<m<N-1-
( N )ogrg_Nfl

Il est clair que la matrice de Fourier est symétrique, et que A est la matrice représentant
Fn(f): CN — CV dans la base canonique {d, ..., dy_1} de CV. On a alors les formules

f=fAn, 'f=Ax'f. 6.2)

On définit la matrice conjuguée B d’une matrice B = (b, 5, )o<i<, par la formule
0<j<q

B := (bm,n>OSiSp .

0<j<q

Ona

Z = 0N Wik —nk = Z k=0oN! (wﬁ_")k.
k

Comme w¥ = 1, on obtient, pour 0 < m < N —1,0<m < N — 1,

71
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1 — w(m—n)N

E wmk _”k =———=0sim#n.
1 —wmn

On voit donc que, [y désignant la matrice unité a NV ligne et /V colonnes, on a ANAy =
%I ~, donc Ay est inversible et on a

1
Ay = A (6.3)

On obtient alors la ""formule d’inversion de Fourier'' et les formules de Plancherel-
Parseval dans le cas discret.

Proposition 6.1.2. On a pour f € CV la formule d’inversion

f[ Jw™, 0<m < N-—1. (6.4)

HM=%

%MZ

On a également pour f, g € (CN la "formule de Plancherel”

N-1 | N
> fmlglm] = < > flmlglm]. (6.5)
m=0 m=0

En particulier on a pour f € CN la "formule de Parseval”

N-1 =
> Ifml)P = N > |l (6.6)
m=0 m=0

Démonstration : La formule d’inversion résulte du fait que A' = Ay. D’autre part on

N—1
Zf [glm] = f7g = fANAN'g = Nfig = N> flm]gm],
m=0

ce qui prouve la formule de Plancherel, et la formule de Parseval est un cas particulier de
la formule de Plancherel. &

On va maintenant donner trois exemples en basses dimensions. Pour N = 2, on a wy =

1 1

—1, et A2 = |: 1 —1
de Walsh W;. Pour N = 3, onaws; = eleﬁ, et en posant j = teTﬁ, et en remarquant que
j3 =1letj ! = j2 on obtient

} = W5, et la transformée de Fourier F; correspond a la transformée
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11 1
Ag=11 7
1 g g

Le lecteur remarquera que nous avons adopté la convention j = emTW, ce qui est 'usage
en Mathématiques. Par contre pour les physiciens le nombre j représente le nombre "ima-
ginaire pur", c’est a dire que le nombre j des physiciens est en fait le nombre 7 des mathé-
maticiens. _

Pour N =4, onaw, = et = 7, et on obtient

1 1 1
- —1 1
-1 1 -1

A

Posons f = (f[0], f[1], f2]) :== (1,0,1), g = ([0}, g[1], g[2], ¢[3]) := (1,0,0,7). Par
calcul direct, on obtient

Ay =

— = =

1 1 1
(fIOL JO, f2) = f = fAe = (1,0,1) |1 7> j | =(3,0,0),
1 g
1 1 1 1
(310}, 6011,9[2), 63) = 9As = (10,00 |} T
1 4+ -1 —

=(141i,0,1—1i,2).

A e o . . . 1—43
Notons que dans le calcul de f on a utilisé le fait que 1 + j + j2 = I_Jj = 0.

6.2 Convolution cyclique et convolution acyclique

Soient u = (u[n])n>0 € CY et v = (v[n]),>0 € C" deux signaux causaux. On a défini
plus haut le produit de convolution u % v = ((u * v)[n]),>o par la formule (formule 5.4 du
Chapitre 5)

(uxv)[n] = > ulplvfn —p.

Considérons maintenant f = (f[n])o<n<n—1 € CV et g = (g[n])o<n<n-1 € CV.

N
On définit le produit de convolution cyclique f (*) g de f et g par la formule
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¥ il =S s -+ 3 f@gn+ N=p), 0<n<N-1, (67

p=0 p=n+1

L N-1 ;

avec la convention ev¥dente > peni1 f(P)g(n +'N —p) =0sin= N — L

On pourrait vérifier directement que la convolution cyclique, qui est une loi de compo-
sition interne sur CV, est commutative et associative, mais ces propriétés sont des consé-
quences immédiates de la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 6.2.1. Soit N > 1. Ona, pour | = (f[n])o<n<n—1 € CV, g = (g[n])o<n<n_1 €
CN,

(N)
N (f * g) =Fn(f)Fn(g). (6.8)
Démonstration : Soitn € {0, ..., N — 1}, et posons u[m| = flm]|pour0 < m < N —1,
u[m| = 0 pourm > N,v[m| = 0pour0 < m < n—1,v[m] = g[m]pourn < m < N—1,

v[m] = g[m — N]pour N < m < N +n —1,etvjm] = 0 pour m > N + n, avec les
conventions évidentes pour n = 0. On a

(uxv)m] =0 pour0 <m <n-—1, (uxv)m] = (f (]#Y)g)[m] pourn <m < N —1,

(uxv)[m] = (f o g)(m—N)pour N <m < n+N-—1, (uxv)[m] = 0pour m > n+N.

Avec les notations du Chapitre 5, et compte tenu du fait que w ™" = 1, on a
+0o N-1 n+N—-1
Z(ue ) = S0l = Y (s bl 3 ()
m=0 m=n m=N

N-— n—1
Zf(ipg ‘””“er*g ”—Ev(f(]i)g)[n].

Il est clair que Z(u)(w™) = F(f)[n]. D autre part on a

Z)(w") = Zv[m]w = Z_g[m]wfm"—i- Z_ g(m — N)w(m — N)n
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On a alors, d’apres le théoreme 5.4

N (f b g) [n] = Z(uxv)(W") = Z(u)(W") Z(v)(W") = Fn(f) [0 Fn(g)[n].
L]

. , . (V) . o .
Corollaire 6.2.2. L’application (f,g) — [ * g est une loi de composition commutative
et associative sur CV.

Notons que si on pose, de méme que plus haut, 55[0] = 1 et dg[n] = 0 pour 1 < n <
N — 1, alors on a, pour f € CV,

(V) ()
[ 00 =00 % f=], (6.9)

{14 .l . e (V)
de sorte que &y est I’élément unité de C pour la loi de composition interne * .

On va voir si N = 27 est une puissance de 2, la FFT ("fast Fourier transform") fournit
un algorithme performant pour calculer les transformées de Fourier discretes, ce qui permet
de calculer rapidement les produits de convolution cycliques en utilisant la formule

F% g = F3t (Fu()Flg)).- (6.10)

6.3 FFT en décimation temporelle

Dans 1’expression pour f[k], on sépare la somme suivant que 7 est pair ou non. Cela
donne :

fIk) = Y05 finJuy™ = Z]]VV//Z llf[2n]wN2”: + ZN/Q ;[/2 [2171 + 1w (2n+1):
= S0 fRnlwygy + wi SN f2n + 1wy

en remarquant que w3 = wy,2. On voit apparaitre deux vecteurs de taille N/2 :

fo = (f[2n])ogn§N/2f1
{ fi:= (f12n +1])o<n<nya—1 (11
avec,pour 0 < k < N/2—1:
f1K] = Jolk] +wi" A K
FIN/2+ K] = folk] — wi fulk]

Attention a I’interprétation du chapeau : f = Fn(f) tandis que ﬁ) = Fny2(fo), =
Fny2(f1). On voit que le calcul de f est ramené au calcul de deux DFT (Discrete Fourier

transforms) de taille N/2. Comme pour la transformée de Walsh rapide, le temps de calcul
T(N) vérifie T'(N) = 2T (N/2) + 2N ce qui conduit a T'(N) = 2N log(N).
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Remarque 1. Pour optimiser I’implémentation, il est préférable qu’a chaque étape, les
vecteurs fy et fi soient les parties gauche et droite de f. Pour cela, on réordonne les f|k]
en inversant I’écriture binaire de k. Notons b(k) I’écriture binaire de k et o(k) I’entier

d’écriture binaire b(k) qui est le réciproque de b(k). On change donc f = (f[k])o<k<n-1

en [ = (flo(k)])ocken-1.
Exemple: Prenons f = (0,2,—1,0,1,0,1,1);

k 0 1 2 3 4 5 6 7
b(k) 000 001 010 O11 100 101 110 111 6.12
b(k) 000 100 010 110 001 101 O11 111 ©.12)
o(k) 0 4 2 6 1 5 3 7
k 01 2 3 45 6 7
f 02 -1 01 0 11 (6.13)
f 01 -1 12001
Remarquons que 3
(fTkDo<ken—1 = (for) [0])o<r<n—1-
On peut donc calculer les valeurs de ]/”0\0, ]70\1, fl\o, fl\l, puis de ﬁ), fl, puis de f
k 0 1 2 3 4 5 6 7
N =1 Jfo00[0] fo01[0] forl0]  four[0]  fi00[0] f101[0] f110[0]  fi11[0]
0 1 -1 1 2 0 0 1
N =2 fool0]  fooll] for[0] for[1] f10[0] fio[1] f11[0] full]
1 -1 0 -2 2 2 1 -1
N =4 JolO] Jol1] Jfol2] Jol3] J1[0] fill] fi[2] fil3]
1 1-1+2i 1 -1-2i 3 2+i 1 2-i
N=8 f10] S f12] f13] f14 f15] /6] f17]
4 (-1+42i). 4 -(1+2i0). 2 (-1+42i). 1+ -(1+20).
(1 —iwg) (1+ws") (1 —dwg") (1—wy'
(6.14)

6.4 FFT en décimation fréquentielle :

Maintenant, on coupe en deux I’intervalle [0, N — 1] suivant I’ordre naturel. Notons f°

et f! les deux parties de f,ona:

FIK] = SN Flnwy™®

= SN POlnfwy™ + 3

N/2—1

” fl [n]w;[(N/2+n)k
= SN (fOln] + wy™ ) ywy
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soit, pour 0 < k < N/2 — 1,

{Aﬂ%] = S8 (0] + Frnlwy)s
f12k +1] :ZN/2 Y] = ) wy" wN7§

On voit apparaitre deux vecteurs de taille N/2 :

{ = (] + fn])osn<nyz
[ f

= (wy"(f°[n] = f'n]))o<n<n/o—
{ fl2k) = FK]
fl2k+1] = F-[K

et on est ramené au calcul de deux TFD de taille N/2. Le temps de calcul est le méme
que précédemment. Dans notre exemple cela donne :

k 0 1 2 3 4 5 6 7
8  f0] f[1] f[2] f[3] f[4] f[5] f[6] f[7]

0 2 -1 0 1 0 1 1
4 frl o Rl Rl f0] S 2 S~

1 2 0 1 -1 2wy ! 2i iwg
A (I A T A U [ (1 S S10] S

1 3 1 —i 142  (2+)wg' —-1-2 —(1+2i)wg'
L i I U I U () R R e (R ()

4 2 1—i T+i  (=1+2) (=142i) —(1+2) —(1+2)

(1+iwg') (1 —dwg') (14+wg')  (1—wgh)

R (6.15)
Il faut remarquer que la derniere ligne donne bien les valeurs de f[k] mais dans le

désordre. Plus précisément, on obtient le vecteur (f(a(k))ogkg N_1-

Dans le cas ou N n’est pas une puissance de 2, on peut soit augmenter f par des 0

jusqu’a la prochaine puissance de 2, et se contenter d’un calcul approché de f, soit exploiter
la factorisation de N : si N = pq on peut découper I'intervalle en p morceaux de taille ¢,
soit encore découper au plus pres de la moitié€ au prix de complications dans 1’algorithme.

6.5 Applications de la FFT au calcul de produits de polynomes ou
d’entiers
On va utiliser la FFT pour calculer le produit des deux polyndémes p = 1 — z + 22 et

q = 1+ 2* + 2°. On peut effectuer les calculs dans Z/8Z, puisque le degré du produit
est égal a 7. On calcule les transformées de Fourier de p et ¢ par décimation fréquentielle,
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ce qui donne lieu a un renversement de bits a la fin. On obtient la transformée de Fourier
du produit pg (qui au niveau des coefficients des polyndmes se traduit par un produit de
convolution) en faisant le produit au sens usuel des transformées de Fourier de p et ¢, et on
applique ensuite la transformation de Fourier inverse par décimation temporelle. Dans ce
cas a chaque étape on effectue un calcul analogue a celui d’une FFT en remplagant w,, ! par
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wy, et on divise le résultat obtenu par 8.

k 0 1 2 3 4 5 6 7
p(k) 1 1 1 0 0 0 0 0
wgl=e '3 1 —1 1 0 1 e ' -i 0
wil=—i 2 —1 0 (—i)(-1) =1 1—i —e ' 14 el
wy =1 1 3 i —i (V2—1De T | (V2+1De "1 | (V2+1)eid | (V2—1)e'1
Fy(p)(k) 1| (V2-1e '3 i (V2 +1)e's 3 (V2+1)e '3 —i (V2 —1)e's
(Revbits)

q(k) 1 0 0 0 1 1 0 0
wil=e '3 2 1 0 0 0 —e ' 0 0
wyl=—i 2 1 2 — 0 —e ' 0 e '
wyl=-1 3 1 2 2+ —e ' e ' e'i —e'
Fs(q)(k) 3 —e 'd 2 &+ 1 e T 2+ —e'7
(Revbits)

Fs(p * q)(k) 3 (V2 —1)i 142§ (V2 +1)i 3 —(vV241)i 1—2i —(v2—1)i
Rv(Fs(p*q))(k) | 3 3 142§ 1—2i (V2 —1)i —(vV241)i (V2 +1)i —(v2—1)i
wy = —1 6 0 2 4i —24 21/2i 2i 2v/2i
wy=1 8 —4 4 4 0 —4e 7% —4 1e'T
wg=€'d 8 -8 8 0 8 0 0 8
(p*q)(k) 1 -1 1 0 1 0 0 1
(diviser par 8)

On obtient donc

pg=1—2+2*+2*+2".

Ceci est évidemment confiré par un calcul direct : on a (1 — z + z%)(1 + z* + 2°)
l—z4+22+2* — 2+ a8+ 25 —ab 4+ 2" =12+ 22 + 24+ 27
Notons que 1’on peut appliquer ceci au calcul du produit

91x110001 = p(10)g(10) = pg(10) = 10"4+10*+10*+1—10 = 10010101—10 = 10010091.

Lutilisation de la FFT n’est bien siir intéressante en pratique que pour des polyndmes
de degré tres élevé et des nombres tres grands.




Chapitre 7

Etude générale de la transformation de
Fourier

7.1 Groupe dual d’un groupe localement compact abélien

On va maintenant présenter la transformée de Fourier dans un cadre général qui unifie
les différents chapitres de ce support de cours. Une topologie sur £ est la donnée d’une
famille U, de parties de E possédant les propriétés suivantes

1. E€U,.eth el,.
2. La réunion d’une famille quelconque déléments de U/, appartient a U/;.
3. L'intersection de toute famille finie d’éléments de U/, appartient a {4, .

4. Pour tout couple (z,y) d’éléments distincts de E il existe U,V € U, tels que = €
UyeV,andUNV = 0.

On dit alors que (E, 7) est un espace topologique. Dans ce cas on dit que U C F est
ouvert si U € U, et on dit que F' C U, est fermé si son complémentaire F \ F est ouvert.

Rappelons que si E; et F5 sont deux ensembles, et si f : £y — FE5 est une application,
on pose, pour A C Fs,

f7H(A) = {z € Ei|f(2) € A}.
L’ensemble f~!(A) est appelé I'image réciproque de A par I’application f.
Definition 7.1.1. Soient (Ey, 1) et (Ey, 72) deux espaces topologiques.
On dit qu’une application f : E, — FE, est continue quand f~(U) € U,, pour tout
Uel,.

Definition 7.1.2. Soient Soient (Ey, 1), (E3, T2), ...(E,, T,) des espaces topologiques.

On note U, xr,x...xr, I'ensemble des parties du produit cartésien £y X Fy X ... X E, qui
peuvent s’écrire comme réunion d’ensembles de la forme U; x Uy X ... X E,, avec Uy € U,
Uy eUry, ..., U, €U,

79
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On vérifie facilement que la définition ci-dessus permet d’obtenir une topologie 7 X
Ty X ... X T, sur ’ensemble F; x Fy X ... X E,, appelée topologie produit des topologies
T1, T2, ..., Tp. D autre part il est clair que si (E, ), (Eq, T2) et (E3, 73) sont trois espaces
topologiques, et si f : By — Fyetg: Ey; — FEs5sont continues, alors go f : ] — Ejest
continue. On retrouve les notions usuelles d’ouvert et de fermé sur R” et la notion usuelle
de continuité pour les applications de R” dans R?. Remarquons également que si A est un
sous-ensemble d’un espace tpoplogique (£, 7), on obtient une topologie 74 sur A en posant
U, = {U N A}yey, . Cette topologie est appelée topologieinduite sur A par la topologie
de E. 1l est clair que si (F4, 1) et (Ey, 75) sont des espaces topologiques, si f : F1 — Fj
est une application et si f(E;) C A C f(FE2), alors f est une application continue si et
seulement si f, considérée comme application de F; dans A, est une application continue
de (E1, 1) dans A muni de la topologie induite sur A par 75.

Soit maintenant (E, 7) un espace topologique, et soit /' un sous-ensemble non vide de
E. On dit qu’une famille (U))xep est un recouvrement ouvert de F’ si U est ouvert pour
tout A € Aetsi F' C UyeaU,. On dit alors que (U, )\j)lsjgk est un sous-recouvrement fini
de (Ux)aena si F' C Ui<j<kUy;, avec \j € A pour 1 < j < k, k désignant un entier positif
quelconque. Ceci permet d’introduire la notion suivante.

Definition 7.1.3. Soit (E,T) un espace topologique, et soit F' une partie non vide de E.
On dit que F' est compacte si de tout recouvrement ouvert de I/ on peut extraire un sous-
recouvremeni fini.

L’ensemble vide est compact par convention, et on vérifie que toute partie compacte
d’un ensemble topologique est fermée. On vérifie également que les parties compactes de
R? sont les parties fermées et bornées de R”.

On va maintenat introduire la notion de groupe localement compact.

Definition 7.1.4. Soit (G, o) un groupe et sot T une topologie sur G. On dit que (G, 0, T)
est un groupe topologique quand les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. L’ application (z,y) — x oy est une application continue de (G x G, X T) dans
(G, 7).
2. L’application x — x~! est une application continue de (G, T) dans lui-méme.

On dit qu’un groupe topologique (G, T) est localement compact s’il existe un ouvert U
et un compact K de G tels que e € U C K, e désignant I’élément unité de G.

Rappelons qu’un groupe (G, o) est dit abélien quand x o y = y o x pour tout couple
(x,y) déléments de G. On va maintenant définir en toute généralité le groupe dual d’un
groupe abélien localement compact.

Soient (G4, 0) et (Gg, o). Rappelons qu’on dit qu’une application 6 : G; — G5 est un
homomorphisme de groupes si on a

O(xoy) =0(x) o 0(y)
pour tout couple x,y dééments de G. Dans ce cas le bf noyau Ker(6) de 0 sest défini
par la formule
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Ker(0) :={x € G1|0(x) = 1g,},
ou 1, désigne I’élément unité de G5.

Definition 7.1.5. Soit G = (G, 0, 7) un groupe abélien localement compact et soit T =
{z € C||z| = 1} le cercle unité.

On appelle caracteres de G les homomorphismes de groupes continus de (G, o) dans
(T, .).

On notera G I’ensemble des caractéres de G, et pour ¢, € G, on définit p.1p : G — T
par la formule

(0-9)(x) = o(x).¢(x) Vo € G.

D’autre part pour ¢ € @, et pour K C G, K compact, on pose

Upice = {1 € G |sups cx|d(x) — (x)] < e},

et on note U la familles de sous-ensembles de G qui sont soit vides, soit réunion d’une
famille d’ensembles Uy i . du type ci-dessus.

Soient (G1,0,7) et (G, 0, T») deux groupes topologiques. On dira qu’une application
0 : G; — (G5 est un ismorphisme de groupes topologiques si ¢ est un homomorphisme
de groupes bijectif et si les applications 0 : (Gy,0,71) — (Ga,0,73) et 071 : (Gy,0,75) —
(Gy, 0, 71) sont continues.

Théoreme 7.1.6. Soit (G, o, 7) un groupe abélien localement compact. Alors (gb ) € G
pour ¢ € G (0 € G la famille U; est la famille des ensembles ouverts de G pour une
topologie T sur G et (G .T) est un groupe topologique abélien localement compact.

De plus si on pose, pour v € G, ¢ € é,

alors © € G pour tout x € G, et 'application x — T est un isomorphisme de groupes

topologiques de (G, ., oT) sur CAJ, o %)

Démonstration : Le fait que (@ ,.T) est un groupe topologique abélien résulte de vérifi-
cations de routine. Le fait que ce groupe est localement compact est un peu plus délicat, et
le fait que ’application x — Z est un isomorphisme de groupes topologiques de (G, ., o7)

sur (G, .7) est un résultat profond et difficile.

Nous renvoyons a 1’ouvrage classique de W. Rudin [10] pour des démonstrations dé-
taillées. [

Notons que 1élément unité de (' est le caractere 1 défini par la formule lg(z— =1
pour tout z € G. Si (G, +, 7) est un groupe localement compact abélien noté additivement,
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la condition ¢(z o y) = ¢(x)¢(y) dans la définition des caractéres de G sécrit évidemment
oz +y) = o(x)o(y).

L’exemple le plus simple de groupe localement compacts abélien est celui des groupes
abéliens finis. Dans ce cas la seule topologie possible est la topologie discrete, qui est la
topologie pour laquelle tout ensemble est ouvert.

On peut par exemple décrire les caracteres du groupe additif Z/NZ.

Exemple 7.1.7. Soit N > 1, et soit wy = N . On pose,pour0 < p< N—-1,0<¢gq<
N —1,

¢p(q) = w]]i?'
Alors Iapplication D — ¢,, est un isomorphisme de groupes de Z./NZ sur Z//\NZ

La formule ci-dessus permet en fait de définir ¢, pour p € Z, et une vérification de
routine montre que ¢, est bien un homomorphisme de groupes de (Z/NZ,+) dans T.
Un tel homomorphisme est automatiquement continu puisque la topologie de Z/NZ est la
topologie discrete, donc ¢, € Z/NZ. On a ¢y, = Gp.¢p, pour n,m € Z, de sorte que
I’application 6 : p — ¢, est un morphisme de groupes de (Z, +) dans (Z/NZ,.). D’autre
part si ¢ est un caractere de Z/NZ, ¢(1) est une racine N¢ de I'unité, puisque ¢(1)N =
d(NT) = ¢(N) = ¢(0) = 1. Donc il existe p € {0,..., N — 1} tel que ¢(T) = e ¥, et
6(q) = ¢(1)? = Wi = ¢,(q) pour 0 < ¢ < N — 1. Donc ¢ = ¢,, et 6 est surjective.

L’élément unité de Z/NZ est le caractere e défini par la formule e(g) = 1 pour ¢ € Z.

Donc si ¢, = eonal = ¢,(1) = 62%, etp € NZ, et il est clair que réciproquement
¢p = esip € NZ. Donc Ker(f) = NZ et il résulte du théoréme de factorisation vu au

Chapitre 3 que I’application p — ¢,, est un isomorphisme de groupes de Z/NZ sur Z//N\Z

On a le résultat suivant.

Proposition 7.1.8. Soit (G1,0,71), ..., (G,, 0, T,) une famille finie de groupes abéliens lo-
calement compacts et soit (G x ... X G,, 0,71 X ... X T,) le groupe topologique obtenu
en munissant le groupe produit Gy x ... x G,) de la topologie produit Ty X ... X 7,. Pour

(1, Bp) € Gl % ... % @p, (21, ..., p) € Gy X ... X G, posons

(1 X oo X Pp) (21, ooy p) = P1(21)...0p(2,).

Alors (Gy x ... x Gp,0, Ty X ... X T,) est un groupe localement compact abélien, et

Papplication (¢1, ..., ¢p) — ¢1X...X P, estun isomorphisme de (é\lx...xé;, 0,71 X...XTp)
sur le dual du groupe (G1 X ... X Gp,,0,T1 X ... X Tp).

Démonstration : La preuve se réduit a des vérifications de routine qui sont laissées au
lecteur. []
En ce qui concerne le groupe additif Fy* = (Z/2Z)*, on a posé 4 la formule 5.11, pour

r=(21,....,7y) €EF5.y = (y1,...,yp) € Fh,
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k—1
T.Yy = Z ZL‘jyj.
7=0

Avec la convention (—1)" = (—1)" pour ninZ, ou @ = n + 27 désigne la classe de n
dans F, = Z /27, posons, pour z € 5,y € F%,

Py(z) = (—1)"%. (7.1)

On peut alors décrire les caractéres de F5.

Exemple 7.1.9. L’application ¢, : v — ¢, () est un caractere de F} pour tout y € F%, et

I’application y — ¢, est un isomorphisme de groupes de (F5, +) sur (F ’5, ).

En effet il est clair que ¢, est un caractere de F5 pour tout y € F%, et que I’application
y — ¢, est un morphisme de groupes de (F%, +) dans (F%,.).

Les caracteres de Iy sont de la forme @ — €, ot e € {—1, 1}. Donc pour tout caractere
de % il existe unique famille (eo, ..., ;1) de k — 1 éléments de {—1, 1} tels que I’on ait

(20, ooy Tpo1) = €506,

On voit alors qu’il existe un unique y = (yo, ..., yx_1) € F5 tel que ¢ = ¢,. Cet élément
y est donné par les formules y; = a;, aveca; = 0sie; = leta; = 1sie; = —1.

Signalons sans démonstration 1’important théoreme suivant.

Théoreme 7.1.10. Soit (G, o) un groupe abélien fini non réduit a son élément unité. Alors
il existe une famille finie (N1, ..., Ny) d’entiers > 2 tels que G soit isomorphe au groupe
produit (Z/N1Z) X ... X Z/NyZ).

On déduit immédiatement de 1’exemple 7.1.7 et du théoreme 7.1.10 que tout groupe
abélien fini GG est isomorphe a son groupe dual G. En particulier, G et G ont le méme
nombre d’éléments. Ceci peut aussi se déduire du theoreme de dualité de Pontryagin. En
effet on verra plus loin que si G est un groupe abélien fini les éléments de G forment une
famille libre de I’algebre de groupe C[G], dont la dimension est égale au nombre d’éléments
de G. La notation |A| désignant le nombre d’éléments d’un ensemble fini A on obtient

G| = G| = |G| = |G|, et |G| = |G-

On va maintenant identifier les caractéres de (R, +). On a le lemme suivant.

Lemme 7.1.11. Soit ¢ : R — C\ {0} une application continue vérifiant, pour tout couple
(s,t) de réels

¢(s +1) = ¢(s)o(1).

Alors il existe z € C tel que ¢(s) = e** pour tout s € R.
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Démonstration : Posons ¢(s) = [ ¢(t)dt. On a ¢y = ¢, et il existe v > 0 tel que
(a)) # 0. On a, pour h # 0,
e e a+h
h) = t)p(h)dt = t+ h)dt = t)dt
viayuin) = [ oo = [ o+ nar= [ o)
= Pla+h) —p(h).

On obtient

time(e) 2 =L = /() — 0(0) = 6la) ~ 1.

Comme ¢(0) = 1, et comme ¥ (a) # 0, on voit que 1 est dérivable en 0. Soit maintenant
s € R. On a, pour h # 0,

¢pls+h)—os) _ . ¢(h) -1
e

On voit donc que ¢ est dérivable sur R, et que ¢/(s) = z¢(s) for s € R, avec z = ¢'(0).
Donc ¢(s) = ¢(0)e** = e** pour s € R. [J

Proposition 7.1.12. Posons ¢;(s) = ¢! pourt € R, s € R, de sorte que ¢ est un caractére
de (R, +). Alors Iapplication 0, : t — ¢, est un isomorphisme de groupes topologiques de

~

(R, +) sur (R,.).

Démonstration : On a ¢}(0) = it, donc 6; est injective. Soit maintenant ¢ € R. Il existe
z € Ctel que ¢(s) = e** pourtout s € R.Onal = |§(s)] = e’ pour s € R,
donc Re(z) = O et ¢ = ¢ avec t = Im(z) = i~ 'z. Il est clair que ¢y, 14, = ¢, Py, pour
t1,ts € R, donc 6; est un homomorphisme de groupes de (R, +) sur (R, .). Le fait que 6;
et ;" sont continues résulte de considérations assez techniques que nous omettrons. (]

Pour x = (z1,...,2,),y = (Y1,...,Yyp) € RP,onnote < z,y >= z1y; + ... + 2y, le
produit scalaire de x et y.

On déduit alors de la proposition 7.1. 8 le résultat suivant.

Corollaire 7.1.13. Posons ¢,(z) = €~"¥> pour x € RP,y € RP. Alors I’application
0, : y — ¢, est un isomorphisme de groupes topologiques de (R”, +) sur (RP, ).

La topologie discrete sur un ensemble £ est la topologie pour laquelle tout sous-ensemble
de I est ouvert, ce qui fait que toute application d’un ensemble muni de la topologie dis-
crete dans un espace topologique quelconque est continue. En particulier un groupe quel-
conque devient un groupe topologique localement compact quand on le munit de la topo-
logie discrete. On peut montrer qu’un groupe localement compact abélien est discret si et
seulement si son groupe dual est compact, ce qui implique d’apres le théoreme de dualité
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de Pontryagin qu'un groupe localement compact abélien est compact si et seulement si
son groupe dual est discret. Nous nous conterons ici de discuter la dualité entre le groupe
discret (Z, +) et le groupe compact (T, .).

Théoréme 7.1.14. Posons ¢.(n) = 1, (2) = 2" pour n € Z,z € T. Alors I’application

~

z — ¢, est un isomorphisme de groupes topologiques de (T, .) sur (Z,.), et 'application
n — 1, est un isomorphisme de groupes topologiques de (7, +) sur (T, .).

Démonstration : 11 est clair que ¢, € / pour tout z € T, et que ¢,,., = ¢.,¢., pour
21,25 € T. Comme z = ¢.(1) on voit que I’application z — ¢, est un homomorphisme
injectif de T dans Z. D’autre part si ¢ € T posons z = ¢(1). Alors ¢(n) = 2" et ¢(—n) =
é(n)~t = z7" pourn > 0, donc ¢ = ¢,. Soit (2,),>1 une suite d’éléments de T. Si la suite
(2p)p>1 converge vers z € T, alors ¢.(n) = 2" = lim,, ooz, = lim,, ;o ¢.,(n) pour tout
n € Z. Comme les parties compactes de Z sont les parties finies de Z, on en déduit que
la suite (¢.,),>1 converge vers ¢. dans 7. Réciproquement si (¢.,),>1 converge vers ¢,
dans Z, alors z = ¢,(1) = lim,_,; ¢.(1) = z, et on voit que I’isomorphisme de groupes
z — ¢, est en fait un isomorphisme de groupes topologiques de (T, .) sur (Z, ).

Il est clair que v, € T pour n € Z et que I’application n — 1,, est un homomorphisme
de (Z,+) dans T, .). Soit maintenant ¢ € T, et posons (z) = (¢*) pour z € R. Alors
¥ € R, etil existe y € R tel que U(x) = €™ pour z € R. En particulier 2™ = ¢)(27) =
Y(e¥™) = (1) = 1,donc y € Z et (e”) = Y(iz) = ™ = ()Y pour z € R, et
Y = 1y Si ), = ¢, avec m,n € Z,m > n, alors 2" = 1,,_,(2) = 1 pour tout z € T,
et par conséquent m = n puisque 1’équation z¥ = 1 n’admet que k solutions dans C si k est
un entier strictement positif. Soit maintenant ,,, € T. Pour n # ng on a sup,er|Pn(z) —

U, (2] :supZEﬂl — 207" = 2.Donc {¢n, } = {¢ € T | sup,cq|t(2) — ¥y (2)] < 2} est
un ouvert de 7, et la topologie de T est la topologie discrete. Donc I’isomorphisme n — 1,
est trivialement un isomorphisme de groupes topologiques du groupe discret (Z, +) sur le

groupe discret (T, .). O

7.2 Mesure de Haar et transformation de Fourier, théorie générale

On va maintenant décrire un résultat trés général, la construction de Haar qui permet
de munir tout groupe abélien localement compact (G, o, 7) d’une mesure positive m in-
variante par translations. On dira qu’un sous-ensemble de G est borné s’il est contenu
dans un compact de G, et on pose z 0 A := {xoa}, € A} pourz € G,A C G.
On peut définir mg(U) €]0, +oo[ pour tout ouvert borné U de G, avec la propriété que
mea(z o U) = mg(U) pour tout x € G, puis mg(K) €]0, +oo[ pour tout compact K de
G. On développe alors pour GG et m une théorie analogue a la théorie de la mesure et de
I’intégrale de Lebesgue (avec de sérieuses complications si le groupe ne peut pas s’écrire
comme réunion d’une suite de sous-ensembles compacts), et m est "invariante par trans-
lation", ce qui signifie que mg(x o A) = mg(A) € [0, +o0] pour tout = € G et pour toute
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partie mesurable A de GG. On peut démontrer que m, que 1’on appelle la mesure de Haar
sur (7, est invariante a une constante pres : si une autre mesure non nulle m sur G vérifie la
propriété ci-dessus alors il existe A > 0 tel que m = Amg.

Dans le cas de R ou R"”, on retrouve la mesure de Lebesgue. Dans le cas du cercle unité
on obtient la " mesure de Lebesgue normalisée" : les sous-ensembles mesurables A du
cercle unité sont les ensembles de la forme A = {e™},_;, ol A est une partie mesurable
de [0, 27|, et on a myp(A) = 5= [; dx, de sorte que my(T) = 1. Plus généralement si G est
un groupe abélien compact on "normalise” souvent la mesure de Haar sur G en imposant
la condition mq(G) = 1 (attention, cette condition n’est pas vérifiée par la mesure de
comptage sur les groupes finis ayant au moins deux éléments). Un exemple évident de
mesure de Haar est la "mesure de comptage" sur les groupes discrets, qui a A C G associe
le cardinal |A| de A (avec la convention |A| = +oo si A est infini). Cette mesure est
évidemment invariante par translation, et on a donc 1I’exemple banal suivant.

Exemple 7.2.1. Soit (G, o) un groupe discret. La mesure de comptage donnée par la for-
mule mq(A) = |A| définit la mesure de Haar sur G.

Dans la suite on munit un groupe localement compact abélien (G, o, 7) de la mesure de
Haar mg. On notera [}, f(x)dx I'intégrale sur un ensemble mesurable £ C G d’une fonc-
tion f intégrable sur F, les notions de mesurabilité et d’intégrabilité étant celles relatives a
la mesure de Haar.

Definition 7.2.2. On note L' (G) ’enemble des fonctions intégrables sur G et L*(G) I’en-
semble des fonctions mesurables et de carré intégrable sur G. D’autre part on note C(G)
I’ensemble des fonctions continues sur G, et on note Cy(G) I’enemble des fonctions conti-
nues sur G telles que pour tout € > ( il existe un sous-ensemble compact K. de G pour le-
quel supgcank. | f(x)] < €. L’ensemble des fonctions continues sur G nulles en dehors d’un
compact de G, appelées fonctions continues a support compact sur G, sera noté C.(QG).

Pour f € L'(G), on pose ||f]|

1 fll2 = 1/ J | f(x)]?dz. On pose également || f|| = maz,eq|f(x)] pour f € Co(G).
Notons que, de méme que sur R, on identifie les fonctions mesurables sur g qui sont
égales "presque partout”, c’est a dire égales en dehors d’un ensemble de mesure de Haar
nulle. On notera que si G est discret, le seul ensemble de mesure nulle est I’ensemble vide,
et deux fonctions égales presque partout sur GG sont en fait égales sur G.
On peut alors definir la transformée de Fourier sur L'(G).

1 = J,|f(z)|dz. De méme pour f € L*(G) on pose

Definition 7.2.3. Soit (G, 0, 7) un groupe abélien localement compact. Pour f € L'(Q)
on définit la transformée de Fourier fg’gA(f) = f: G — C par la formule

vy € G, Fx) = /G FOOX (@) 1.2)

Dans toute la suite on écrira F au lieu de 7, = quand aucune confusion n’est a craindre.

On obtient alors pour la transformée de Fourier sur L'(G) des résultats analogues aux
résultats obtenus pour la transformée de Fourier sur L' (R).
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Théoréme 7.2.4. (i) Ona f € Co(G) pour f € L(G).
(ii) Soient f,g € L*(Q). Alors la fonction s — f(s)g(t — s) est intégrable pour presque
toutt € G, et si on définit f x g presque partout sur G par la formule

<ﬁm@:[y@wf@w

alors f x g € L*(G), et on a pour tout x € @,

F(f*g)x) =F(X)F(9)(x)- (7.3)

Démonstration : La premiere propriété résulte d’une version convenable du théoreme
de convergence dominée et du fait que pour toute fonction f € L'(G) il existe une suite
(fn)n>1 de fonctions continues sur G a support compact telles que lim,, || f — fr||1 = 0.
La deuxieéme propriété résulte d’une version convenable du théoréme de Fubini.

Nous renvoyons a I’ouvrage de Rudin [10] pour plus de détails. [J

7.3 Formule de Plancherel-Parseval et formule d’inversion de Fourier
On va maintenant donner une version générale de la formule de Plancherel-Parseval.
Nous admettrons les lemmes suivants

Lemme 7.3.1. Soit (G, o, T) un groupe localement compact abélien. 1l existe un réel A > 0
tel que I’on ait, pour toute fonction | € C.(GQ)

1112 = A2[| ]l

Lemme 7.3.2. Soit (G, 0, 7) un groupe localement compact abélien. Il existe pour toute
fonction f € L*(G) une suite (f,,)n>1 de fonctions continues a support compact sur G telle

que limy, oo || f — full2 = 0, et il existe h € L*(G) telle que lim, .o0||h — J/C;||2 = 0.

En fait la fonction A ci-dessus est indépendante du choix de la suite (f,,),>1. En effet
supposons que lim,,_, . || f — gnll2 = 0, avec g,, € C.(G) pour n > 1. On a alors

R - ~ ~ 1
1= gallz < lb = fullz + 1 fa = Gulla < 17 = fallz + 351 fn = gull2

~ 1 1
< lIh = Falla+ sgllf = Fla 4 551 — il
et par conséquent lim,,_,  ||h — gn||2 = 0. Ceci permet d’introduire la définition suivante.

Definition 7.3.3. Pour f € L*(G), on définit F(f) = [ € L2(G) par la formule

limy 0| f = full2 =0,
ou (fn)n>1 est une suite quelconques de fonctions continues sur G a support compact
vérifiant limy, oo || f — full2 = 0.
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On obtient alors une version tres générale des formules de Plancherel-Parseval :

Théoreéme 7.3.4. La transformée de Fourier F : f — J/C\ est une application linéaire
bijective de L*(G) sur L*(G) et on a, pour f,g € L*(G), la formule de Plancherel

/f dq:—)?/f (7.4)

En particulier les fonctions [ € L*(G) vérifient la formule de Parseval :

/ f(@)Pdz = X2 / FooPdx. .5)
G G

On va maintenant donner une version générale de la formule d’inversion de Fourier.

Théoréme 7.3.5. Soit f € L'(G). Si fe LY(G), on a pour presque tout v € G,

z) = \? /G FOOx(@)dx (7.6)

Notons que si f € L*(G), et si f € CC(CAJ), on peut montrer que 1’on a, pour presque

tout z € G,
) = 22 / Foox(@)dz

On peut alors poser F~1(g)(z) = A2 [ g(x)x(z)dx pour g € C.(G), et définir F~! :
L*(G) — L*(G) pour g € L*(g) par la formule

limp, oo [ F 1 (9) = F Hga)ll2 = 0,

0t (g )n>1 est une suite d’éléments de C.(G) telle que lim,, . ; 0 ||g—gn||2 = 0. De méme
que plus haut, on vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de la suite (g,,),, >1, et
on vérifie également que 1’application ainsi définie est bien 1’application réciproque de la
transformation de Fourier F : L*(G) — LQ(@ ).

Il serait tentant d’essayer de définir la transformée de Fourier f de f € L*(G) par une
formule du type f ( ) =lim, oo f ( ) pour presque tout y € G, ou (fn) est une suite
d’éléments de C.(G) telle que lim,, || f — fnll2 = 0. Malheureusement la réalité est
plus compliquée et il faut en général remplacer la suite (f,),>1 par une sous-suite pour
obtenir une telle limite ponctuelle presque partout. On peut également au lieu d’utiliser une
suite (f,),>1 de fonctions continues a support compact utiliser une suite de fonctions de
L'(G) N L*(G). Dans le cas ou G = R on peut par exemple utiliser la suite (fu,),>1,
avec u,(z) = 0 pour |z| < 1/n, u,(x) = 0 pour |x| > 1/n, et dans ce cas le théoréme de
Carleson [2] (voir le Chapitre 2) montre que 1’on a, pour presque tout s € R,

~

f(s) = limnﬂJroo]Tu\n(s) = lim, o0 /n f(z)e " dx,
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ou on a identifié la transformée de Fourier sur R décrite au Chapitre 2 et la transformée
de Fourier sur R décrite ici en utilisant I’identification triviale décrite plus loin.

On peut faire des remarques analogues concernant la transformée de Fourier inverse,
qui est en fait liée a la transformée de Fourier par la formule

[Faal H(9) = N Fas(0), (7.7)

~

valable pour g € L?*(G), formule ol on a identifié G a G en utilisant le théoréme de
dualité de Pontryagin. Ceci donne, pour f € L*(G),

f=NFgq (Faah). (7.8)

On notera que la constante A qui intervient dans la formule de Plancherel-Parseval
dépend du choix des mesures de Haar sur GG et G, et on peut toujours "normaliser" le

choix des mesures de Haar sur G et G de facon que cette constante \ soit égale a 1. C’est

ainsi que certains auteurs définissent la transformée de Fourier sur L'(R) par la formule

f(s) = \/LTW ffoc;o f(x)e~**dx, ce qui supprime le facteur 5=~ dans la formule de Parseval.

Nous avons préféré nous en tenir a la définition utilisée au Chapitre 2, ce qui compte tenu
1

de Iidentification entre R et R décrite ci-dessous correspond a une constante A\ = Tor

On va maintenant expliciter cette théorie générale dans plusieurs cas particuliers impor-
tants.

7.4 Transformation de Fourier sur la droite

De méme que plus haut, on pose ¢,(z) = ¢*** pour s,t € R. Notons Fgr : L'(R) —
L'(R) la transformation de Fourier introduite au Chapitre 2 et Fy 5 la transformation de
Fourier introduite ci-dessus. On a vu que I’application s — ¢; est un isomorphisme de

groupes topologiques de (R, +) sur (R, .) et on a la formule

Frr(f)(s) = Fra(f(9s)), (7.9)

formule qui s’écrit plus simplement sous la forme Frr(f) = Fy 5(f o ¢) si on note ¢
I’application s — ¢, et qui reste valable pour f € L*(R). Avec ces notations, la mesure de
Haar sur R est la mesure de Lebesgue et la mesure de Haar sur R est la mesure mg induite

par la mesure de Lebesgue sur R : un sous-ensemble A de R est mesurable si et seulement
sig71(A) = {s € R| ¢, € A} est mesurable au sens de Lebesgue, et dans ce cas on a

mg(A) = / dzx.
o=1(4)

On a une interprétation analogue pour la transformation de Fourier sur R”.
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7.5 Séries de Fourier et transformation de Fourier sur le cercle

Soit T > 0, et soit f : R — C une fonction de période T. Pour z = ¢ € T, posons
flz) = f(£L). Notons que f(%) = f(=T +kT) = f(£L) pour k € Z, de sorte que
cette définition ne dépend pas du choix de I’argument x de 2. Il est clair que f est mesurable
sur T si et seulement si f est mesurable sur R, que f est continue sur T si et seulement si f
est continue sur R, que f est intégrable sur T si et seulement si f est intégrable sur [0, 77,
et que f est de carré intégrable sur T si seulement si f est de carré intégrable sur [0, 7).

Pour n € Z,z € T, posons de méme que plus haut y,,(z) = 2". Si f est mesurable sur
R, périodique de période T, et intégrable sur [0, 7], on définit pour n € Z le coefficient de
Fourier d’ordre n de f par la formule

T o 0 2

En posant s = 2%, on obtient la formule classique

~ 17 : 1 (T 4
fo) =7 [ reesmas = 4 [ ps)emas 1.10)

ouw := 2% est la fréquence associée a la période 7T

On notera ['(Z) := {u = ((un)nez € C% | |Julli := >,z |un] < +00} I'ensemble
des suites sommables sur Z, qui est I’espace L' associé a la mesure de comptage sur Z,
c’est a dire I’espace L' associé a la mesure de Haar sur Z muni de la topologie discrete, et
on pose c¢o(Z) == {{u = ((up)nez € CZ | lim,_,u, = 0}, que I’on munit de la norme
]| se = maxpezlua|. Sig € LY(T), ona g € Co(T) ~ co(Z), et on obient le résultat
standard suivant.

Proposition 7.5.1. Soit f : R — C une fonction périodique de période T. Si f est inté-
grable sur [0, T, on a

~

lim|n‘ﬂ+oof(n) =0.
On sait qu’il existe une constante A > 0 telle que I’on ait, pour g € L?(T),
L7 gt pas = 32 3 e
2w Jo o
nez
En posant g(¢®) = 1 pour s € R, on obtient g(xo) = 1, §(x») = 0 pour n # 0, donc
A =1, ce qui donne

1

o) Pds =) [0 (7.11)
nez
Par changement de variables, on a, si f est mesurable sur R, périodique de période 7', et

intégrable sur [0, 7,
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—If(“ =—/ ()‘SZ%/OTV(J;)M

On obtient ainsi la version "séries de Fourier" de la formule de Parseval, ainsi que la
version "séries de Fourier" de la formule de Plancherel, qui se déduit de la méme facon de
la formule de Plancherel sur L?(T).

Théoreme 7.5.2. Soient f et g deux fonctions mesurables sur R, périodiques de période
T, de carré intégrables sur [0, T]. On a alors

+ [ @i = 3 o

nez

En particulier si f est mesurable sur R, périodique de période T, et de carré intégrable
sur [0,T], on a

/ 2)2dz =" | f(n) (7.12)

nez

La formule d’inversion de Fourier pour L' (T) montre que si g € L'(T), etsi g € I*(Z),
on a, pour presque tout € R,

o) = [ Gooxe)dy = 3 e
T n €L
Par changement de variables, on voit que si f : R — C est périodique de période T,
intégrable sur [0, 7, etsi ) _, f(n) < +oc, on a, pour presque tout = € R,

=" fln)e. (7.13)

n €%

La série de Fourier d’une fonction f : R — C, périodique de période T et intégrable
sur [0, T'] est par définition la série

Z f znwx

neE”L

ol w = 27/T est la fréquence associée a la période 7.
Si f est de plus continiment dérivable sur R, périodique de période 7', on voit par
intégration par parties que 1’on a, pour n # 0,

17" . 1
— f/O fl(l,)e—mwxdx — T [_anf(l,) —mwx an/ f —mwmdw

_ e / f(z)e ™o dy = mwf( ).
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On déduit alors de I’inégalité de Cauchy-Schwartz et de 1’identité de Parseval que I’on a

1/2 1/2

Sl | Y | | S AT

nezZ\{0} nez\{0} nez\{0}

\FZU, _ F /|f’(m)]2dx<+oo.

nez
On voit donc que dans ce cas la série de Fourier de f est absolument convergente, et que
f(z) = S(f)(x) pour tout z € R.
Plus généralement si f est dérivable en x la série de Fourier S(f)(x) converge vers
f(z). Nous mentionnons pour mémoire les résultats classiques suivants.

Théoréme 7.5.3. Soit f : R — C une fonction périodique sur T et intégrable sur [0,T).
Posons, pour N > 0,

1
Z f et on(f)(x) = N1 ZSN(I)-

(i) Si f est continue sur R, alors limy_iooon(f)(x) = f(x) pout tout x € R, et la
convergence est uniforme sur R.

(ii) Si f est de classe C' par morceaux sur R alors limy_. . oSy (f)(z) = W

pour tout v € R, ou fT(x) =lim,_o+ f(x + h) et [~ (x) =lim,_o- f(x + h).

Le premier résultat est le théoreme de Fejer, et le fait que la convergence est uniforme
sur R signifie que limy_., oosup|f(z) — on(f)(z)| = 0. Le second résultat est le théoreme
de Dirichlet, et dire que la fonction périodique f est de classe C; par morceaux sur R
signifie qu’il existe une suite finie strictement croissante v, ..., o, telle que f coincide sur
|aj, aj+1[ avec une fonction continiment dérivable sur [, ;1] pour 0 < j <p — 1.

Pour conclure ce bref rappel sur les séries de Fourier notons que puisque e”“* =
cos(nwx) + isin(nwzx) pour n € Z, on peut réecrire la série de Fourier de f sous la forme

S(f)(x +Z an(f)cos(nwz) + by (f)sin(nwz) ,

avec ag(f) = =z fo x)dz et, pour n > 1,

a,(f) = %/OT f(z)cos(nwzx)dzx, b,(f) = %/OT f(z)sin(nwx)dx
On a alors

N

Sn(f)(@) = ao(f) + 3 (an(f)cos(nw) + ba(f)sin(nwz)

n=1
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et on peut reformuler les résultats de convergence rappelés plus haut en utilisant cette
version trigonométrique de la série et des sommes partielles de Fourier.
D’autre part on a f(n) = M, f(=n) = M; de sorte que |f(n)|* +

|J?(—n)2 = w pourn > 1. Doncsi f : R — C est mesurable sur R, périodique

de période T, et de carré intégrable sur [0, T, la formule de Parseval pour f peut s’écrire
sous la forme

7.6 Transformation de Fourier sur les groupes abéliens finis

Toute la théorie générale décrite plus haut s’applique en particulier aux groupes abé-
liens finis, qu’il suffit de munir de la topologie discrete. La mesure de Haar m est alors
la mesure de comptage définie par la formule mq(A) = |A|, ou |A| désigne le nombre
d’éléments de A. Les espaces L'(G), L*(G), C(G) = (G) = C.(G) coincident alors avec
I’espace C(G) de toutes les fonction f : G — C. Pour f € C(G), a C G, on a alors

IREZESIIE

L’espace vectoriel C[G] est de dimension égale a |G|, car une base évidente de C[G]
est fournie par la famille (d,)uecq, ol 0,(u) = 1 et §,(x) = 0 pour x # u. En effet étant
donnée f € C[G], I’équation f = > _. A,d, admet pour unique solution A\, = f(u) pour
toutu € G.

On obtient, pour f, g € C[G],z € G,

(fxg)(@) =) flwoy )g(y)dy,

yel@G

ce qui donne (f * g)(z) = > . f(z — y)g(y) en notation additive.
On munit C[G] du "produit hermitien" défini pour f, g € C[G] par la formule

<f9>=m Zf

xeG

L élément unité de G est le caractére 1¢ défini par la formule 15(x) = 1 pour tout

x € (. Soit maintenant z € é\ {1}, etsoitu € G tel que x(u) # 1. Comme I’application
x — u o x est une bijection de G sur lui-méme, on a

Y x(@) =) x(uox)=x(u) )y x(x)

zeG zeG zeG
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ce qui donne ) . x(x) = 0. Soient maintenant ¢, ¢ € G. Alors o € @, et o) = 1
si et seulement si ¢ = 1. On obtient, pour ¢,y € G,

< gp >=0si¢#

11 est clair que |G| est fini, carsi¢ € G,z € G ona qb(x)|G| = 1 et ¢ est en fait un
homomorphisme de G dans le groupe fini U,, = {z € C| 2" = 1} formé des racines n® de
I'unité, avec n = |G|. Supposons maintenant qu’une famille (\,) scc Verifie la condition

Z¢eG As¢ = 0. On a alors 0 =< Z¢EG AsP, Y >= Ay pour tout ¢ € G, donc G est une

famille libre déléments de C[G] et IG| < |G|. Comme |G | = |G| d’apres le théoreme de
dualité de Pontryagin, on obtient |G| = |G/, ce qui donne le résultat suivant.

Théoreme 7.6.1. Soit G un groupe abélien fini. Alors G est une base de C|G] qui est
orthonormale pour le produit hermitien de C[G].

Il existe bien siir des démonstrations du fait que |@ | = |G| qui ne font pas appel au
théoreme de dualité de Pontryagin. Nous en proposons une a I’exercice 5.

Nous explicitons maintenant les principaux résultats concernant la transformation de
Fourier appliquée aux groupes abéliens finis. Comme la mesure de Haar sur un groupe abé-
lien fini coincide avec la mesure de comptage, la transformation de Fourier ¢ : C[G] —

C[G] associe a toute fonction f € C[G] sa transformée de Fourier fe C[G] définie pour
x € G par la formule

= " Ho@). 1.16)

zeG
On obtient les résultats suivants.
Théoreéme 7.6.2. Soit G un groupe abélien fini. Pour f,g € C|G], on a
(1) L
fxg=1[3g.
(ii) (formule de Plancherel)
> F@)afa) = 155 3 F00T00).

et en particulier on a pour f € C[G],
(iii) (formule de Parseval)

STIF@P=> " 1F0P

D’autre part on a, pour f € C|G],
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(iv) (formule d’inversion de Fourier)

Vo e @, f(z) = ﬁ > Fo)x().

X€E

Q)

Tous ces résultats sont des cas particuliers des résultats généraux valables pour les
groupes localement compacts abéliens (le fait que la constante intervenant dans les for-
mules de Plancherel-Parseval et dans la formule d’inversion de Fourier est égale a |—é| pro-
vient du fait que si 1 est le caractere unité sur GG, défini par la formule 15(x) = 1 pour
tout z € G, onalg(lg) = Let1g(x) = 0 pour x € G\ {1g}). On peut aussi démontrer
ces résultats directement, voir 1’exercice 6.

On va conclure cette discussion en donnant une version matricielle de la transforma-
tion de Fourier sur un groupe abélien fini. On notera que lz}\ formule obtenue dépend des

énumérations choisies pour le groupe G et son groupe dual G.

Proposition 7.6.3. Soit G = {xq, ..., ©,,_1 } un groupe abélien fini possédant n éléments et

soit G = {Xo, ---, Xn—1} son groupe dual. Soit A¢ = (a; j)o<i<n—1 la "matrice de Fourier"
<j<n—1

de G définie pour 0 < i <n—1,0 <j <n — 1 par la formule

0<i
0<j

aij = Xi(z;).

On a, pour f = [flzo), - fln 1] € C[G],

Fltas] fln]

Démonstration : On munit C[G] de la base B := {04, ..., 0, , } et on munit C[G] de
labase B = {04y, -, 04, }- Soit M := M.,z la matrice représentant la transformée

de Fourier ¢ : C[G] — C[@] par rapport aux bases B et B, c’est a dire la matrice
dont la j¢ colonne est formée des coordonnées de J; dans la base B. Comme d,,(x;) =

i Oz, (wi)xs(x1) = xi(7;), on voit que M coincide avec la matrice de Fourier Ag, ce
qui implique immédiatement la formule ci-dessus. []

On peut utiliser la matrice de Fourier pour démontrer la formule d’inversion de Fourier,
voir I’exercice 6.

Considérons le groupe additif F¥ = (Z/27)*. On peut associer a tout élément z =
(To, ..., Tx_1) € F5, avec z; € {0,1} pour 0 < j < k — 1, 'entier n(x) = Zf;é x;207L
On peut ainsi énumérer F5 : a tout entier j € {0, ..., 2871}, écrit en base 2 sous la forme
J = jk—1.--Jo, on associe u; = (jo, ..., jr—1) € F5.

Rappelons que pour (Tg, ..., Tx—1), (o, ---, Ur_1) € F5, on pose
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[y

n—

vy = YT 0,(x) = (<17 = (<) F
J

I
o

On a vu plus haut que I’application y — ¢, est un isomorphisme de (F%, +) sur son

groupe dual (F%,.) on déduit alors du lemme 5.3.5 que I’on a, pour 0 < i < k — 1,

¢i(uj) = wij,
ol (w; J)1<1<k = W}, est la matrice de Walsh d’ordre k. On voit donc que la transformée de
i<k

Walsh n’est autre que la transformée de Fourier sur le groupe additif F§, réécrite en utilisant
pour f € C2,0 < j <k —11laformule

Wi(Hli] = Fes (),

ol flu,] = f[j] pour 0 <i < 2F — 1.
On voit donc que la formule d’inversion pour la transformée de Walsh n’est autre que
la formule d’inversion de Fourier appliquée au groupe additif F%. La formule de Parseval

donne, pour f € C2",

2k_1 2k_1 2k_1 2k_1

Z|f Zm kzw wlt = = 37 W hLIE
9 28 £

et on retrouve la formule 5.2, qui avait €t€ €tablie directement au Chapitre 5.
Soit maintenant N > 2, et posons de nouveau wy = e¥.On avu plus haut que
I’application x,, : § — wh est un caractére de Z/NZ pour p € Z, et que I’ application

P — Xp est un isomorphisme de groupes de (Z/N Z,+) sur son groupe dual (Z/N Z,.).

On munit C(Z/NZ) de la base B = {dg, ..., ox— 1} et on munit Z/NZ de la base B =
{049, -, 0¢n—1}. La colonne d’indice n € {O — 1} de la matrice M = M, ;5 5

représentant la transformation de Fourier Fz,nz : (C[Z /NZ) — CWZ] par rapport aux
bases B et 3 est formée des coordonnées de ¢,, dans la base B, etona, pour)0 < m < N—1,

=

2imnm —nm

Oa(xm) = D 05(B)X(P) = €72 = wy

I
<)

On voit donc que la matrice de Fourier M associée a ces énumérations de Z/NZ et Z/NZ
coincide avec la matrice de Fourier Ay introduite au Chapitre précédent, et la transformée
de Fourier discrete n’est autre que la transformée de Fourier sur Z /N7, réécrite en utilisant
la formule

flm) = Foyna(F) (xm),
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ou f[a] = f[n] pour 0 < n < N — 1. On voit ainsi que les résultats concernant la
transformée de Fourier discrete obtenus au Chapitre 6 sont en fait un cas particulier de des
propiétés de la transformée de Fourier sur un groupe abélien fini.

Pour conclure ce Chapitre, on va faire apparaitre le lien entre transformée de Fourier dis-
crete et coefficients de Fourier d’une fonction périodique. Considérons en effet une fonction
f + R — C continue et périodique de période 1. Pour N > 2,0 < m < N — 1, posons

fvlnl = £ (%)

Notons fla transformée de Fourier discrete de f. Les notations étant celles du Chapitre
6,ona,pour0 <p< N —1,

=2

Nl i 2inpm
Pl = 3 falnle™™5 = 30 () .
n=0

N
I
o

~

D’autre part les coefficients de Fourier f(p) peuvent s’obtenir comme limites de sommes
de Riemann. On a en effet, pour p > 0,

1 N-1
flp) = / F@)e 2™y — Timy oo~ S s <ﬁ> e~ M (7.17)
0 N n=0 N
Un calcul analogue permet d’obtenir les coefficients de Fourier J?(p) pour p < 0, voir
I’exercice 5.
Le lien entre transformée de Fourier discrete et transformée de Fourier sur R, qui renvoie
a une étude plus poussée de 1’échantillonnage et au théoréme de Shannon et se heurte aux
principes d’incertitude, sera discuté dans la suite de ce cours.

7.7 Exercices sur le Chapitre 7

Exercice 1

Soit £ un espace topologique, et soient K et K, deux sous-ensembles compacts de E.
Montrer que K7 U K5 est compact.

Exercice 2

Soit £ un ensemble non vide. On dit qu’une application d : (z,y) — [0, +00[ est une
distance sur E si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

() d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) Vz,y,z € E,

(ii) d(z,y) = 0 si et seulement si z = y.

Dans ce cas on dit qu’un ensemble est d-ouvert s’il est vide ou s’il est réunion d’en-
sembles de la forme By(x,¢) := {y € F | d(z,y) < €}. La topologie associée a la distance
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d est la topologie 7, associée a la famille U/, formée des ensembles d-ouverts. On dit qu’un
espace topologique (F, 7) est métrisable s’il existe une distance d sur E telle que 7 = 7,.

1) Soient (G4, 0,7) et (G, o, T5) deux groupes topologiques métrisables, soit e; I’unité
de (G, soit e; 'unité de G, soit d; une distance sur GGy telle que 73 = 74, soit dy une
distance sur G, telle que 2 = 74, et soit § : G; — G5 un homomorphisme de groupes.
Montrer que 6 est continu si et seulement si lim,,_, d(e2,0(z,)) = 0 pour toute suite
(@n)n>1 telle que lim,,—, 1 ody (€1 — x,,) = 0.

2) Soit (G, o, 7) un groupe abélien localement compact.

a) On suppose qu’il existe une suite (/,),>; de sous-ensembles compacts de G tels que
G = U,>1K,,. On pose, pour ¢y, p2 € G,
i 1 Supxeul<7rL<nKm |¢1( ) ¢2($)|

Cbl, ¢2 on

=1

Vérifier que d est une distance sur G et que la topologie 7; coincide sur G avec la
topologie 7 définie dans le cours (en termes savants, cette topologie 7 s’appelle la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts de G.

b) Montrer que I’application ¢ : s — ¢, ol ¢4(7) = €% pour x € R, est une appli-
cation continue de R dans R, et que I’application réciproque ¢! : R — R est également
continue.

Exercice 3

Soit G un groupe abélien fini, soit H # G un sous-groupe de G, et soit x € G\ H.

1) Vérifier que I’ensemble H (x) := {2"y}nez yen est un sous-groupe de G contenant x
et H.

2) Vérifier qu’il existe m > 2 tel que 2™ € H.

3) Soit d le plus petit entier tel que ¢ € G. Montrer que tout élément z de H () s’ écrit
de maniere unique sous la forme z = z"yavec0 <n <d—1,y € H.

d

4) Soit y € }AI, et soient o, ..., ag les d solutions dans C de I’équation z¢ = x(z?). Pour

1<j<du=az"ye€ H(x),avec0 <n <d— 1, on pose
X;(u) = afx(y).
Montrer que y; est un caractere de H(z) dont la restriction a H coincide avec x. En
déduire que si |H| = |H|, alors | H (z)| = |H(z)|.
5) Déduire de ce qui précede que |@\ = |G| pour tout groupe abélien fini G.

Exercice 4
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Soit GG un groupe abélien fini possédant N éléments.

1) En utilisant les définitions de la transformée de Fourier et du produit de convolution
sur C[G], montrer que I’on a, pour f, g € C[G],

fxg=[g.

2) En utilisant le fait que G forme une base orthonormale de C|[G] pour le produit her-
mitien de C[G], démontrer les formules de Plancherel et de Parseval pour C[G].

3) En utilisant de nouveau le fait que @ forme une base orthonormale de C[G] pour le
produit hermitien de C[G], démontrer que tAcAq = nl,, ou I, désigne la matrice unité a
n lignes et n colonnes.

En déduire la formule d’inversion de Fourier pour C[G].

Exercice 5

Soit f une fonction continue et périodique de période 1. On pose f(z) = f(—z) pour
x € R. Avec les notations de la formule 7.15, montrer que I’on a, pour p < 0,

FN T (f)n(=p)
f(p) = thHJrOOT.
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Chapitre 8

Echantillonnage, principes d’incertitude
et théoreme de Shannon

8.1 Le principe d’incertitude pour la transformation de Fourier sur R

Si f : R — C est mesurable, on note Uy I’ensemble des réels x pour lesquels il existe un
intervalle ouvert I, de R contenat z tel que f(¢) = 0 presque partout sur /., et on appelle
support de f au sens des distributions I’ensemble Supp(f) = R\ U;. On va voir que si une
fonction intégrable f : R — C n’est pas nulle presque partout, alors f et sa transformée de
Fourier ne peuvent pas €tre simultanément a support compact.

On a le résultat suivant

Proposition 8.1.1. Soir g € L'(R) une fonction a support compact. Posons a, = — [* g(x)z"dx
+o00o

pour n. € N. Alors la série > a,z" converge pour tout z € C, et si on pose F(z) =
n=0

+o0o

> an2", on a les propriétés suivantes

n=0

-~

(i) f(z) = F(—ix) pour x € R.
(ii) La fonction z — F(z) est indéfiniment dérivable au sens complexe sur C, et F'(z) =

T .,
> %(z—a)"pouraé@,zé@.

n=0
Soit A > 0 tel que f(z) = 0 pour |z| > A, etsoitz € C\ {0}.Ona

2"

A
n 2 n n n
02" < 20 [ 1@l de < 247 =P £

Fixonx p > 54—. Ona & < %(QAVD*" pour n > p + 1. On obtient, pour
m2p+1,

101
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m P m

op+1|,|p Ap+1 1 | »|P APT1
Sl <3 s+ \z| 11 > mg g PP
n=0 n=0 n=p

= p!
+00
Donc la série Z la,2"| est convergente, ce qui implique que la série ) a,2" est
n=0 n=0
convergente pour tout z € C. D’autre part on a, pour m > p,
m o _n..n p n|,n m
2z Az 28|z AP f] 1
S ) < (30 AL 2R LY
n=0 n=0 n=p+1

En posant K := Z Aann' + 2p|z‘p;‘.p|‘f I , on obtient, pour tout m > 1 et pour presque tout
~ !

[ A7A]7
S I @) < K1)

m
Comme lim,, .., > ==
n=0

du théoreme de convergence dominée que 1’on a

too < 2" <X
f )e*fdr = / f(z)e*dx = Z/ (x)dx = Z ap2"
n=0

En posant F'(z) = Z a,z" pour z € C, on obtient F(z) = f(—iz) pour z € R.
=0

Le fait que F' est 1ndeﬁn1ment dérivable au sens complexe sur C, et le fait que F'(z) =

(x) = e** f(z) pour presque tout z € [—A, A], on déduit

(n) . c s, 2 212 . PR
Z 2y — a)" pour a € C,z € C provient des propriétés élémentaires des séries

entieres rappelées a I’annexe 1. [

On en déduit le principe d’incertitude suivant, qui montre en particulier q’une fonc-
tion non nulle et sa transformée de Fourier ne peuvent pas étre simultanément a support
compact.

Corollaire 8.1.2. Soit f € L'(R) une fonction a support compact. Si J?s’annulle sur un
intervalle ouvert non vide de R alors f est nulle presque partout.

Démonstration : Soit f € L'(R) une fonction a support compact. Supposons que f
s’annule sur un intervalle ouvert |a, b| et soit ¢ = “T“’ Soit [ la fonction donnée par la
proposition précédente. On a F'(—ix) = f(x) = 0 pour a < x < b, donc F(™(—ic) = 0
pour toutn > 0, eton a
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X F(ic)
n!

flz) = F(—ix) :

(]

i"(c—x)"=0Vz € R.
n=0

On déduit alors de la formule d’inversion de Fourier que f(x) = 0 presque partout. [J

8.2 Le principe d’incertitude discret

On considére maintenant un groupe abélien fini G. Pour f € C[G], on pose Supp(f) :=
{r € G| f(x) # 0}. On a le résultat suivant (principe d’incertitude discret).

Proposition 8.2.1. Soit G un groupe abélien fini, et soit f € C[G].

o~

Si|Supp(f)|[Supp(f)| < |G|, alors f = 0. ~
D’autre part si H est un sous-groupe de G, on a |Supp(fu)||Supp(fu)| = |G|, o
fu(x)=1size H, f(x)=0sixz ¢ H.

Démonstration : Soit f € C(G), et soit M = sup, .| f(z)|. Ona
IFIE=D_If@IP= > If(@)® < M?*|Supp(f)|.
el x€Supp(f)

Soit maintenant = € G tel que |f(z)| = M. D’apres la formule d’inversion de Fourier,
on a, comme |y (z)| = 1 pour tout y € G,

M= 1) = 7 Y foxte) < el > 7ol

On déduit alors de I’'inégalité de Cauchy-Schwartz que I’on a

1 ~ 2 ‘SUPP(J?)’ ~
MZSW > ‘f(X) o1 =Wuf|\%-
xeSupp(f) xeSupp(f)

D’apres I’identité de Parseval, on a

S = X [f]

zelG XGG

et on voit que || f]|3 = ﬁ”ﬂ@ On obtient M? < H|fGII‘§

Supp(f)‘ . En appliquant la
premiere des inégalités ci-dessus, on obtient

LA115
|Gl

1713 < %o ISupp(f)] x |Supp(f)|.
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Si f#0,ona]f|l2 > 0, eton obtient le principe d’incertitude discret.

Soit maintenant H un sous-groupe de GG. On a
=2 fu(e)x(@) = 3 _x(x)
el z€H
Donc f(x) = |H|six € H-. Six ¢ H' il existe 2y € H tel que x(zo) # 1, etona

X(20).f(x) = x(20) ) x(x) = Y x(aox).

zeH xcH
Comme I"application x — oz est une bijection de H sur lui-méme, ona Y oweH X(xox) =
S x(@) = falx), et (1 — x(z0))fu(x) = 0, donc fr(x) = 0. On a donc bien fy =
x€EH
|H| fr1. D autre part on peut montrer que le dual du groupe quotient G/ H est isomorphe

a H*, donc |H*| = |G/H| = “H|| ce qui montre que 1’on a

[Supp( )]  |Supp(fu)| = G,

et on voit que I’inégalité fournie par le principe d’incertitude discret est optimale. []

8.3 La formule sommatoire de Poisson

Théoreme 8.3.1. (Formule sommatoire de Poisson) Soit f une fonction continue sur R, et
soit ¢ > 0. On suppose qu’il existe o > 1 tel que sup,cr (1 + |z|)* | f(z)] < +o0.
Alors la série ), ., f(cn) est absolument convergente, et on a

> flen) = %limp%oo Z [Z f (27””)] . 8.1)

neZ q0 m=—q

m ~
En particulier, si les séries Z f ( 27””) et Y. f (2”7’”) sont convergentes, on a
m=0

A (2T
> flen) Zf (T) . (8.2)

nez nEZ

Démonstration : Soit M > 0 tel que |f(z)| < M(1+ |z|)~® pour z € R.

On a
1
+Z/ 1—|—cx

< +00.

Z|fx+cn|<2MZ (14-cn) “<2MZ (14cn)™* < 2M

nez

_QM{H/OMOE%)Q} _2M[1+C(a—1_1)
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+00 +o0o
Donc les séries > f(z —cn)et Y, f(x+ cn) sont absolument convergentes, donc conver-
n=1 n=0

gentes. Posons

= Zf(x +cn).

Ona

glx+c¢)= fo—i—cn—i—c =g(z fo+cn = g(z),

nel neZ

donc g est périodique de période c sur R.
Soit a € R, et soit € > 0. On a, pour p > 1—|—‘%',x €la—1,a+1],|n| > p,

[f(z +cn)| < M(1+ [z +cnf)™ < M(c|n| - [a])™®

On obtient
+e0 dz
fo—l—cn <Z|fa:+cn]<2]\/[20n—|a\ a<2M/ e
Inl>p Inl>p (cx = a])
B 2M
(a—1))c(elp— 1) — |a])>?

. . M oM
Fixons maintenant p > 1 + - tel que e el Da)eT < 1 .On a, pour x € [a —

1,a+1],

l9(x) = g(a)] <D [f(z+nec) = fla+ne)| + | > fle+en)|+ | fla+cn)

In|=p In|=p

p
€
< Z |f(z+nc) — f(a+ nc)| —1—5.
n=—p
Comme f est continue sur R, il existe 0 > 0 tel que | f(z + cn) — f(a + cn)| < 3575
pour |z —a|] < 6, —p < n < p. Posons  =min(d, 1). On a |g(x) — g(a)| < € pour tout
x € (a —n,a+n), ce qui prouve que g est continue sur R.

On va maintenant calculer les coefficients de Fourier de g. En posant w = 27”, on obtient,

pour n € Z,

C

g(m) = 1/ch(t) —imet gy — / (Zf (t + nc > e~ Mm@t gt
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Posons h,(t) = + > f(t +nc)e” ™" pour p > 1,¢ € [0,6]. On a lim, . ooh,(t) =
In|<p
g(t)e™™* pour tout ¢ € [0, §]. D’autre part

S0 < Y 1 f(t+en)| < |f(t |+Z|ft+cn|<2M1+Zl+cn 1))~ < +00.

In|<p In|=>1

Il résulte alors du théoreme de convergence dominée que 1’on a

“ 1 . ¢ —zmw cn
g(m) = Elzmp_,+oo/0 Z/ f t—i— CTL (t+ )dt

ne”L
—+00

— 1 f(t)efimwtdt f (271'771,)

Comme g est continue sur R et périodique de période c, on déduit du théoreme de Féjer
que la moyenne de Cesaro des sommes partielles de la série de Fourier de g converge
uniformément vers g sur R.

On obtient, pour x € R,

Zf(x +cn) = %lz’mp_uroolﬁ Z [ Z i (27:77’) €2im7rac] .

nez q=0 Lm=—q

En particulier on a

> flen) = %zz'mpﬂoo Z [Z ; (27Tm>]

nez q=0 Lm=—q
+oo +oo
etsiles séries Y. f(—2%2) et . f (%) sont convergentes, ceci donne
m=1 m=0
1 ~ [ 2mn
> fe = 37 (),
ISYA nez

O

8.4 La formule de Poisson discrete

On peut se demander si la formule sommatoire de Poisson admet un analogue discret.
En fait on peut identifier R au groupe dual R de R en utilisant I’application x — Y, ou
Xz(t) = €™ pour t € R. Si on pose H, = ¢Z on voit que H,. est un sous-groupe fermé
de Z et que si on pose H = {z € R | x,(t) = 1Vt € H.ona H} = 2227, et la formule
sommatoire de Poisson peut s’écrire sous la forme
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S s =2 3 Fw).

L’analogue discret de la formule sommatoire de Poisson existe bien et est donné dans
I’énoncé suivant.

Théoreme 8.4.1. (Formule de Poisson discréte) Soit G un groupe abélien fini, soit f €
C[G], et H C G un sous-groupe de G. On a :

> fla) = ﬁ > . (8.3)

x€H XEH+

Démonstration : On applique la formule de Plancherel en prenant pour g la fonction
indicatrice de H, définie par la formule

glx)=1si x€ H, glx) =0 siz ¢ H. (8.4)

On a vu dans 1’étude du principe d’incertitude discret que I'ona g(y) = 0si x ¢ H*,
G(x) = 1si x € H*. La formule de Plancherel devient donc :

S flr) = % > 0 = g X Ao

zeH xeHL xEH+

O

8.5 Le théoreme d’échantillonnage de Shannon

On s’intéresse ici aux fonctions de L?(R) dont la transformée de Fourier est a support
compact, autrement dit aux signaux continus qui sont "bornés en fréquence". On a déja
vu que ces fonctions sont la restriction a la droite réelle de fonctions développables en
série entiere sur C. On va voir maintenant que de telles fonctions peuvent étre entierement
reconstruites a partir de leurs valeurs sur I’ensemble 0Z := {dn},cz si § est assez petit. On
note || f|l2 = [ =7 | f(t)|?dt la norme associée au produit hermitien usuel sur L*(R).

Pour 7" > 0, on pose

£r = {f € *(R)| J(z) = 0p.p. pourlt] > 7,

et on munit L? [~Z, Z] du produit hermitien (et de la norme associée) de L*(RR).
Posons e,,(t) = e™ pourt € [-Z, L] e, (t) = 0pour [¢| > £, avec w = 2F. Des
calculs effectués dans I’annexe 2 montrent que ’on a, pour g € L* [-Z, ],

9= cm(g)em, (8.5)

meZ
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la série ci -dessus étant convergente au sens de la norme de L%(R), ou le coefficient de
Fourier ¢,,(g) (calculé ici au sens du coefficient de Fourier de la fonction périodique de
période T" obtenue en prolongeant g par périodicité a R) est donné par la formule

oo 3 3 3
| lo@lae= [ lg@lds < | [ lg@ldey | [ de = VTlgla < oo,

T
o0 2

Comme la transformation de Fourier F : L*(R) — L?(R) est bijective, sa restriction F

a &r est une bijection de & sur L? [-Z, T] etona, pourt e R, g € L? [, L],

Sl

mezrwmzi/wam

N

En particulier si f € Er,etsig = F(f),ona

)= 7 | © gy mends — T o) (o) = 2T f (—T) |

-3
Posons u,,, = Z%f_l(em). On a, d’apres la formule 8.5, au sens de la norme de LQ(R),
pour f € Ep, avec g = F(f),

F= 3 et e = X1 () o 3.6)

D’autre part

Sl
Sl

1 ) ) 1 6'(mw+t)x
ffl m) = — 1MW mtd —
(em) 27r/_ © T L(mw + t)} _

1 , T T sin(mm+2) T LT
= — s | ™m — | = — = — SN, | ™ - |,
m(mw +t) 2 2r mm+ T 27 2

Sl
Sl

sin(s)
s

ou sin. désigne le sinus cardinal défini par la formule sin.(s) =
1.
On obtient

avec sin.(0) =
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U_pm (L) = sin, <g — Wm) . (8.7)

Notons que si t € 2 Z lasérie Y. f (22) sin, (tzT 7m) n’a qu’un seul terme non nul.

Sinon il existe k£ > 0 tel que |sin, (£ —mm) | < donc Z |sin. (4 —mm) |* <

2 1+|m|7 2

+00. D’autre part il résulte de la formule de Parseval que Z |cm( HI? < +o0, donc
meZ

ZZ |f (%Tm) > < 400 pour f € Er. On obtient, pour f € &r,
me

2mm . tT
f (T) Sin, (7 — 7rm>

Donc la série ) f (%Tm) SN, (% — 7rm) converge pour toutt € Rsi f € E7 et on
meZ

déduit des formules 8.6 et 8.7 que 1’on a, en posant de méme que plus haut w =

2
< +00.

D

mEZ

sine (%—mn)' < [ (%Tm) >

MEZ MEZ

27
-

=3 (27;”) sin, (tT —7Tm> Zf mw smc( (t—mw)) (8.8)

meZ

Il est clair que cette formule fonctionne si f € Ep avec 0 < T’ < T car dans ce cas
Er C Ep.Si f € L*(R), et si f est a support compact, on obtient donc le résultat suivant

Théoréme 8.5.1. (Théoréme de Shannon-Nyquist) Soit f € L*(R) telle que fest a support
compact, et soit a le plus petit réel positif tel que f (x) soit nulle presque partout pour
|z| > a. Posons freqma.(f) = 5=. Alors on peut reconstituer f a partir des valeurs
{f(mb)}mez si 3 > 2fT€Gmas([), et on a alors, pourt € R,

Zéf (m5) sin (5(t —md))

~ 7(t — md)

On vérifie que la valeur 2 freq,,...(f) est optimale. Pour des échantillonnages plus gros-
siers, on se heurte a des phénomenes de "recouvrement de spectre" (aliasing en anglais).



110CHAPITRE 8. ECHANTILLONNAGE, PRINCIPES D’INCERTITUDE ET THEOREME DE SHANNON



Chapitre 9

Annexe 1 : Un peu d’analyse complexe

9.1 Propriétés élémentaires des séries entieres

+o00
Rappelons qu’on dit qu’une série ) u,, de nombres complexes est convergente si la
n=0
N
suite () u,)n>o admet une limite quand N — +oo. La limite de cette suite, appelée
n=0
+00
somme de la série considérée, est également notée » u,,.
n=0
+o0
Supposons maintenant que u,, > 0 pour tout n > 0. Si la série > u, est convergente
n=0
N
alors la suite () u,)n>o est croissante. Comme toute suite de réels croissante et majorée
n=0
+00
est convergente on voit que la série » | u,, est convergente si et seulement si il existe M > 0

n=0

N
tel que > wu, < M pour tout N > 0.
n=0
+o00o
Soit maintenant »_ v,, une série a termes réels. Posons v;} = max(v,,0) et v, =
n=0
+o00
max(—uv,,0) pour n > 0, de sorte que v,, = v;7 — v, . Si la série > |v,| est conver-
n=0

N +oo N +oo
gente, alors > vf < > |u,| < +ooet Y v, < > |u,| < 400 pour tout N > 0, ce
n+0 n=0 n+0 n=0
+o00 +oo
qui montre que les séries > v;” et > v, sont convergentes. Donc dans ce cas la série
n=0 n=0
+oo +oo +oo +o0
> v, est convergente, et Y v, = > v — > v, . Plus généralement on dit qu’une sé-
n=0 n=0 n=0 n=0
+oo +o0
rie Y u, de nombres complexes est absolument convergente quand la série > |u,| est

111



112 CHAPITRE 9. ANNEXE 1 : UN PEU D’ANALYSE COMPLEXE

+o00 +00
convergente. Dans ce cas les séries Y |Re(u,)| et > |Im(u,)| sont convergentes, donc
n=0

n=0

+o00 +00
les séries Y Re(uy,) et Y I'm(u,) sont convergentes. Il en résulte que toute série absolu-
n=0 n=0

ment convergente est convergente et vérifie I’inégalité

+o0 N N +o0
E Up| = limy_ o0 E Uy | < limpy_ 4o g lun| = E | .
n=0 n=0 n=0 n=0

Soit U un ouvert de C. Rappelons également qu’on dit qu’une fonction f : U — C est

dérivable au sens complexe en a € U s’il existe b € C tel que b =lim ,_, w
heC\{0}

Dans ce cas on pose f/(z) = b, et on définit de méme le cas échéant les dérivées successives

de f. De méme que plus haut on pose C'(a,r) :={2 € C| |z —a| =r},D(a,r) == {z €
C||z—a|] <r}poura € C;R > 0. Les cercles sont orientés dans le sens inverse des
aiguilles d’une montre, ce qui fait que si f : C'(a,r) — C est continue, on a

27 ) ‘
/ f(Q)d¢ = / ire' f(a+re)dt,
C(a,r) 0

ce qui revient a poser ¢ = a + re®, de sorte que d{ = ire’dt.
+o00
Rappelons également qu’on dit qu’une série > u,, de nombres complexes est conver-
n=0
N
gente si la suite () u,)n>0 admet une limite quand N — +oc0. La limite de cette suite,
=0

n oo
appelée somme de la série considérée, est également notée > w,. Si u, > 0 pour tout

n=0
n > 0, on déduit du fait que toute suite de réels croissante et majorée est convergente que

400 N
la série > u, est convergente si et seulement si il existe M > 0 tel que ) u,, < M pour
n=0 n=0
+00
tout N > 0. Rappelons enfin qu’on dit qu’une série ) u,, est absolument convergente
=0
+oo ! +oo
quand la série Y |u,| est convergente. Dans ce cas la série > u, est convergente, et on a
n=0 n=0

+o0o +oo
> <3l
n=0 n=0

Nous démontrons en détail le résultat suivant, qui intervient dans la démonstration du
principe d’incertitude.

+o00 +o0o
Théoreme 9.1.1. Soit > «,2" une série entiére. On suppose que la série » , a,,u™ converge,

400
avec u € C\ {0}. Alors la série Y «,z" converge pour tout z € D(0, |u|). De plus si on

n=0
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+o00
pose f(z) = > anz"™ pour |z| < |u|, alors f est indéfiniment dérivable au sens complexe

n=0
sur D(0, |ul), et si |a| < |ul, la série Z e (a)( —a)" converge pour |z — a| < |u| — |al,

et on a, pour |z — a| < |u| — |al,

+oo
f™(a .
'( >(Z—CL) = f(2) 9.1
~ nl
+oo
Démonstration : Posons R = |ul|. Dire que la série ) «,u™ converge signifie que la
n=0

suite (P _, a,uP),>o est convergente. En particulier

n—1
lim,, o, u” = lim, | o E apuf — g a,uf | =0,

p=0 p=0

etil existe M > 0 tel que |a,,| R" < M pour tout n > 0. On a, pour |z| < R,

Z|an ”\<ZM|Z| = MR < +o00.

— |2l
+o00
Ceci montre que la série ) «,2" est absolument convergente, donc convergente sur
n=0

D(0, |z]). De plus on a, pour |z| < R,

“+o00 —+00
n n MR
= ;Ozn(z—a) SglanzlgR_‘z|<+m.

On pourrait utiliser les inégalités ci-dessus pour démontrer que f est continue sur D(0, R),
mais ceci découle de toutes fagons de la dérivabilité de f sur D(0, R) au sens complexe.

Fixons maintenant a € D(0, R) et r €]0, R — |a|[, de sorte que C'(a,r) C D(0, R).
I est clair que la fonction ¢ — f(a + re' est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, 27].
Posons, pour n > 0, z € D(a,r),

ot f©)
fn(Z) a 2im /C’(a,r) (C - Z)n+1 d<

On a, pour z € D(a,r), |h| <r —|al,

fn(z + h) - fn(z)

h - fn—l—l(z)
n! (C—=)"" —(C—2—h)"" f(©) (n+1)! f(¢)
2 Jogn h C— =™ i /C(a R
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o I S T,
2i7 J oo 1(©) < (( = 2)"+ (¢ — z — h)ntl C— Z)”+2) d¢

n! i 1 1 1
" 2ir Clar) o Z (¢ —z)r+td ((C —z—h)* (- z)1+j) dC

Jj=0
TL' 21 n

1 1
—int Jelt : - — . - | dt.
Amrn 0 f 7”6 ZT € ( rett +a—z— h)l+] (7”€Zt _ Z)H—])

Soit (h,),>1 une suite d’éléments de D (0, — |z — a|) qui converge vers 0, et soit
d =min,>1r — |h, + 2z —al. Ona d > 0, et on a, pour tout p > 1 et pour tout ¢ € [0, 27,

. S 1 1 MR L . ,

it\ ,—int § : g Jt . J(—1—3 —1—j
'f(re Je = ne ((re“ — hy,)1+I (reit)w) | —la| —r Zjo 0T,

Comme lim,,_, ;o f(re™)e=" >0 rdelt <(reit+a_lz_hp)1+j — (Teit_lz)1+j> = 0 pour tout

€ [0, 27], on déduit alors du théoreme de convergence dominée que lim .,
heC\{0}

fnt1(2). Donc fj est indéfiniment dérivable au sens complexe sur D(a,r), et fén)(z) =
fn(z) pour n > 1.
Ona

hp

27 it it 2
o) = = / cflatret), v

. dt = — lim, . . G,(t)dt,
27 a+ret —z 27 /o prooGp(t)
v p )
ot Gp(t) = —a+ri;_z > apl(a+re™)™
m=0
Ona,pourp > 1,t € R,

frn(zthp)—fn(z) —

LY YT MER
Gp(t) < ——— anllat+r)" < ——— < :
Gp(0)] 7~_|Z—a|mzzo| (a+r) 7“—|z—a|mzzO R (r—lz—al)(R—|a| —7)

On déduit de nouveau du théreme de convergence dominée que 1’on a

ro [ it a+r6)
o |, G,(t dt_hmp%oZ / e U2

z

fo(z) = limy.

On a

it

re
et = = g z—a rie” ]t,
a+ ret —

re”
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et
. q . . ..
(@+7re)™ N (2 —a)rie "

=0

< (laf +r)™ qo <|Z;a\)j < el +0)"

, r—|z—al’
]:

et on déduit comme plus haut du théoréeme de convergence dominée que I’on a

1 [ pett (a + ret)ym
— a+ret (z—a e~ Wtqt,
27?/0 e“+a—z Z27r/ * yr

Comme [" ¢i*dt = 0 pour k € Z \ 0, on obtient

1 2 it it\m m o .
e e ML L CE R U R L

2w ret +aq—z :
7=0
“+oo
= Z a2 =
m=0

On voit donc que f est indéfiniment dérivable au sens complexe sur D(0, R) et que pour
a€ D(0,R),|z—a|<R—la|],|z—a|] <r < R-—|a|,ona

my .y N f(©)
f <Z) B 2im /C’(a,r) (C - Z)ndC’ (92)

formule qui est un cas particulier de la célebre formule de Cauchy
On a en particulier

_ L[ JQ gL [Tretflatret) 1T iy (S (o — aiy—ieii
f(z) = /C d¢ = /0 . dt = i f(a+7‘e)<2(z aYr~ie” )dt.

27 Jo(ary € — 2 2 ret+a—z 27 =

De méme que plus haut, on déduit du théoreme de convergence dominée que 1’on a

1 2 o0 o o0 Z—CL o L
o ), fla+ré )(Z(z—a)jr Te 9) Z fla+re")r~7e ' dt
Jj=0 Jj=0

+oo

-y (z —a) / f(©) ac.

— 2m Jops (C—a)mt!

I résulte de la formule 9.2 que 5 fo(m« n+1dg f( ) ) Donc la série Z+OO f“:j!( ) (z—
a)™ converge pour |a| < R, |z — a| + |a| < R et ona dans ce cas on a
I rn)
1= D gy
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9.2 [Exercices pour ’annexe 1

Exercice 1

On suppose qu’il existe u € D(0, R) tel que la série Z:{:& a,u" converge. En utilisant
I'inégalité |a,z"| < M (%)” pour |z| < R, montrer directement que la somme de cette
série est continue sur D (0, R).

Exercice 2
Les notations étant celles du théoreme 9.1, montrer que «,, = % pour n > 0, et que
fP(2) = :S;O n(n—1)...(n —p+1)a,2""? pour p > 1. Montrer plus généralement que
I’on a .
~ f"(a) n—
fP(z) = Zn(n —1)..ln—p+1) o (z—a)"?
n=p
pour |a| + |z — a| < R (on pourra utiliser la formule 9.2).
Exercice 3
+oo
1) Montrer que la série ) | %; converge pour tout z € C.
n=0
2) On pose F'(z) = ::6 'Z—T pour z € C. En utilisant I’exercice précédent, montrer que

F'(z) = F(z) pour tout z € C. En déduire que F'(z) # 0 pour tout z € C.

3) Soit G une fonction dérivable au sens complexe sur C telle que G'(z) = G(z) pour
tout z € C. On pose H(z) = 28 Montrer que H est constante, et en déduire que G(z) =
G(0)F(z) pour tout z € C.

4) Déduire de la question précédente que F'(u + v) = F(u)F(v) pour u,v € C.

5) Montrer que F'(z) = e” pour tout z € R.

6) On pose f(z) = € pour z € R. Montrer que f + f” = 0. En déduire que f(z) =
cos(x) + isin(x).

7) Déduire de ce qui précede que F(z) = e/ (cos(Im(z)) + isin(Im(z))).

La fonction z — F'(z) est appelée fonction exponentielle complexe, et est notée e?.



Chapitre 10

Annexe 2 : Espaces de Hilbert

10.1 Orthogonalité, produit scalaire, produit hermitien

Aulycée, on apprend la formule AB-CD=HK-CDouHetK désignent les projetés
orthogonaux de A et B sur la droite (C'D) (avec AB-CD =0siC = D).

Les mesures algébriques sont calculées en munissant (C'D) d’un vecteur unitaire .

Si f et g sont continues sur [a, b] a valeurs réelles, on peut poser

b
< fg >::/ f(t)g(t)dt. (10.1)

Ces deux lois qui associent a un couple d’éléments un nombre réel ont des propriétés ana-
logues. Nous aurons besoin d’une version complexe de cette notion tres générale de produit
scalaire.

Definition 10.1.1. Soit E un espace vectoriel complexe. Un produit hermitien sur E est
une application p : E x E — C possédant les propriétés suivantes :

1. <u,v>=<v,u>VYu,veFE
2. <)\1U1+)\2U2,U >= )\ <U1,1}>+/\2 < U2,V > vul,UQ,’UEE, )\1,)\2 e C
3. <wu,u>>0Vue E\{0}.

Au produit hermitien est associée une norme sur E' :

lul| == V< u,u> (10.2)
Par exemple, pour f, g continues sur [a, b] a valeurs dans C, on peut poser
< fg>: —/ f(t) (10.3)
Proposition 10.1.2. On a pour u,v € E, A € C
= |lull = 0,
— ||u|| = 0 si et seulement si u = 0,

117



118 CHAPITRE 10. ANNEXE 2 : ESPACES DE HILBERT

= JJu+ ol < flu+ o],
= [[ull = [Alffwll-

Dans toute la suite on appellera espace préhilbertien un espace vectoriel complexe
muni d’un produit hermitien. Le résultat suivant est connu sous le nom d’inégalité de
Cauchy-Schwartz.

Théoréme 10.1.3. Soit (E,, < .,. >) un espace préhilbertien. On a
| <u,v>| < |ull.||v] Vu,v € E. (10.4)

En particulier pour f et g continues sur |a,b|, on a

/abf(t)ﬁdt’ < \//ab|f(t)|2dt.\//ab|g(t)]2dt (10.5)

Definition 10.1.4. On dit que u et v sont orthogonaux quand < u,v >=0.Si) # AC E,
on pose

< f,g>=

At ={v e FE| <u,v>=0Vuc A}. (10.6)

On dispose dans le plan ou dans I’espace de la notion de projection orthogonale sur
une droite ou sur un plan vectoriel. L’algorithme suivant va permettre d’étendre ces notions
aux espaces vectoriels complexes.

10.2 Algorithme de Gram-Schmidt

Definition 10.2.1. On dit qu’une famille (ey), ., de E est orthonormale (ou orthonormée)
si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. ey Le,V\#pu,

2. |lea]] = 1 VA.

On peut munir C" du produit hermitien usuel, défini pour z = [z1,...,x,] € C",y =
(Y1, ..., Y] € C™ par la formule

<3y >=Y 7 (10.7)

J=1

Pour p, ¢ € Z, on notera 9, , le symbole de Kronecker, défini par la formule 6, , = 0 si
p#q, 0,4 = 1sip=gq..Ilestclair que si on pose €,, = (0, ;)1<j<n pour m € {1,....,n},
alors By := [eq, ..., e, est une base orthonormale de C", appelée base canonique de C".

On va voir maintenant un exemple de famille orthonormale infinie.

Exemple 10.2.2. Soit C|0, 27| I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 27, a va-
leurs complexes, muni du produit hermitien
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2

< f,g>= f(t)g(t)dt. (10.8)

27

Posons e, (t) = ™ pourn € Z,t € [0, 2x]. Alors (e,,) ez, est une famille orthonormale
p

de C|0, 27].

En effet, pour n # m

(R 1 [, 11
< ey >= — eMeimtdt = — elnmitgp = — ——
27 27 Jo 2mi(n —m)

1 2w S 1 27
— eMeintdt = \[ 5= dt = 1.
27T 0 27T 0

L’algorithme de Gram-Schmidt, présenté ci-dessous, permet d’associer a toute famille
finie et libre d’éléments d’un espace préhilbertien une famille orthonormale engendrant le
méme sous-espace vectoriel. Ceci donne procédé concret permettant de fabriquer des bases
orthonormales en dimension finie.

i(n—m)t] 2™
e ( )t} =0 = 0

et, pour m = n,

Théoreme 10.2.3. (Algorithme de Gram-Schmidt)
Soit E un espace préhilbertien, soit ey, ..., e, une famille libre d’éléments de I, et
soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par (ey,...,e,). On pose fi = ey et f, =

fe =2 1<jan %fj pour 2 < k < p.Alors (fi1,..., f,) est une base orthogonale de
)= J

F, de sorte que (”j:—i”, e ”f_pH) est une base orthonormale de F.

Démonstration : On va démontrer par récurrence finie que la famille (fy,..., fi) est
orthogonale, que f; # 0, et que f; appartient au sous-espace vectoriel de £ engendré
par (e1,...,e,) pour 1 < k < p. C’est évident si k& = 1. Supposons maintenant que ces
propriétés sont vérifiées pour un entier k£ tel que 1 < k£ < p — 1. Il est clair que fr,1 # 0
et que fry1 appartient alors au sous-espace vectoriel de £ engendré par (fi,..., fri1)-
D’autre part on a, pour ¢ < k,

< ext1, fj >
< i fi >=< fop, fi > — < Y —— L i fi >=< exan, fi >

PR

< fi, fi >
- Z < eg+1, f; > W =<ept1, [i > — < ept1, fi >=0.
1<j<k !

Donc (fi,. .., fre1) est orthogonale, ce qui prouve les deux propriétés par récurrence
finie. On voit donc que (fi, ..., f,) est une famille orthogonale d’éléments de F.
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Ona fy = ey — 3 jcp 1 @€, avec ag, ..., ;-1 € R. On voit donc que la matrice P
représentant (f1, ..., f,) dans la base (eq,...,e,) de F est une matrice triangulaire supé-
rieure dont tous les termes diagonaux sont égaux a 1. Donc det(P) = 1, P est inversible,
ce qui montre que (fy, ..., f,) est une base de F. Donc (7L ... —2_) est une base ortho-

T | ol
normale de F.

Proposition 10.2.4. Soit E un espace préhilbertien de dimension finie muni d’une base
(€i),—, ., orthonormale pour un produit hermitien. On a alors, pour tout u € E,

u= Z < u,ej > ej, (10.9)
j=1

don < u,v>= Z?Zl <u,e; > < v,e; >Vu,v € I et en particulier on a, pour tout
u € F,

lull = | I<ue; > (10.10)
j=1

Théoreme 10.2.5. Soit E un espace préhilbertien et soit F' un sous-espace de dimension
finie de E. Alors il existe pour tout u € E un unique élément v de F tel que ||u — v| <
|lu — v'|| pour tout w € F.

De plus, on a

n
v:Z<u,ej>ej, (10.11)
Jj=1
(e1,...,€,) désignant une base orthonormale quelconque de F, et w — v L v pour tout
v € F.
Démonstration : Soit (e1, ..., €,) une base orthonormale de F, et posons v = » 7| <

u,ej >e;.0nav € F.Ona,pourl <i<n,

n n
<u—v,e >=<u,e; > — <Z<u,ej > e, >=<U,e; > —Z<u,ej >< €5, >
J=1 J=1

=< u,e >— <u,e; >=0.

Comme (eq,...,e,) estune base de F, onau — v L w pour tout w € F.
Soith € F\{0}.Ona<u—wv,h>=0,donc < h,u—v >=<u—wv,h>=0,eton
obtient

|lu—v—hl||* =< u—v—h,u—v—h >=< u—v,u—v > + < hyu—v > + < u—v,h > + < h,h >
=<u—v,u—v>+<hh>=|u—v|*+|hl]>

Ceci montre que ||[u—w|| > [[u—v|| pourw € F,w # v, ce qui achéve la démonstration.
0
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Definition 10.2.6. Avec les notations précédentes, on pose alors
Pp(u) :==v (10.12)
et on appelle Pr la projection orthogonale de E sur F.

On va maintenant introduire deux notions classiques associées a la norme d’un espace
préhilbertien.

Definition 10.2.7. Soit (u,,),cz une suite d’éléments d’un espace préhilbertien.
— On dit que u,, converge vers u quand lim,, .. ||u, — u|| = 0.
— On dit que la suite (u,,) est une suite de Cauchy si on a la propriété suivante :

Ve>0,ANeN : p>N,g>N = |lu, —u,l <e¢ (10.13)
Ceci permet d’introduire I’importante notion suivante.

Definition 10.2.8. Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel préhilbertien dans le-
quel toute suite de Cauchy est convergente.

Exemple 10.2.9. Posons

fn(t) =0 pourt [O,% — n+r2] ,
Fult) = 3 (t = 1) pourt € [5— 55,5,
fa(t) =1 pourt € [5,1]

On vérifie que (f,),~, est de Cauchy dans I’espace préhilbertien C([0, 2]) mais elle
n’a pas de limite continue. Donc C(|0, 27]) n’est pas un espace de Hilbert pour le produit
hermitien introduit plus haut.

Definition 10.2.10. Une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H est une suite ortho-
normale (en)n21 qui engendre un sous-espace dense de H.

Les bases hilbertiennes d’un espace vectoriel de Hilbert // de dimension finie sont les
bases orthonormales de /1. En dimension infinie la situation est plus compliquée, comme
le montre le résultat suivant.

Théoreéme 10.2.11. Soit H un espace de Hilbert. On suppose que H posséde une base
hilbertienne (e,,),, - Alors la série )" | |< u, e, >|* converge pour tout u € H et

p
limy oo ||u — Z <u,e, > ey =0. (10.14)

n=1

Autrement dit, pour tout v € H on a

u=Y_ <ue, > e, (10.15)
n=1
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On en déduit

<wuv>=)» <ue,><06 > VuveH (10.16)
n=1
et en particulier
lul® =) |<u,en >|* Vu€ H. (10.17)
n=1

On peut montrer qu’un espace de Hilbert /1 possede une base hilbertienne si et seule-
ment si H est séparable, ce qui signifie qu’il existe une suite (u,),>1 d’éléments de H qui
est dense dans H, c’est a dire vérifie inf,,>; ||z — u,|| = 0 pour tout x € H.

Definition 10.2.12. On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace de Hilbert H est fermé si
la limite de toute suite convergente d’éléments de A appartient a A.

On peut montrer que tout sous-espace vectoriel fermé F' d’un espace de Hilbert sépa-
rable H est séparable. On en déduit que si H possede une base hilbertienne, alors tout
sous-espace vectoriel de H en possede également une. Dans ce cas on peut étendre la no-
tion de la projection orthogonale a tout sous-espace vectoriel fermé de H.

Théoreme 10.2.13. Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit F' un sous-espace vec-
toriel fermé de H. Alors pour tout w € H il existe un unique élément up de F' tel que
|lu —up|| > ||u—v| pour tout u € F, et u —up € F*. D’autre part, I'application
Pr . u— up est linéaire et on a

Pp(u) = <, fo> fa, (10.18)
n=0

(fa)nso désignant une base hilbertienne quelconque de F.

Démonstration :11 suffit de reprendre 1’argument utilisé quand F' est de dimension finie,
en remplacant les sommes finies par des séries. []

Le théoreme concernant la projection orthogonale signifie qu’un sous-espace vectoriel
fermé F' de H est en somme directe avec son orthogonal, c’est a dire que tout élément de
H s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F' et d’un élément de F'*, ce
qui s’écrit sous la forme

H=F®F" (10.19)

On dit qu’un sous-espace vectoriel G de H est dense dans H si tout élément de H est
égal a la limite d’une suite d’éléments de GG (ce qui implique que G = H si G est fermé).
On déduit de ce qui précede que G est dense dans H si et seulement si G+ = {0}. Dans ce
cas, il existe une base hilbertienne ( gn)n>1 de H formée d’éléments de G, et la formule

[ee] p
U:Z<u,gn>gn:pli_)rgoz<u,gn>gn (10.20)

n=1 n=0

permet d’obtenir tout élément de H comme limite d’une suite d’éléments de G.
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10.3 Exemples d’espaces de Hilbert

L’espace C" muni de son produit hermitien usuel est un espace de Hilbert de dimension
n. En fait tout espace de Hilbert de dimension finie est isomorphe en tant qu’espace de
Hilbert a un espace C", comme le montre le résultat suivant, qui résulte immédiatement
des propriétés des bases orthonormales.

Proposition 10.3.1. Soit H un espace de Hilbert de dimension finie, et soit (e1, ..., €,) une
base orthonormale de H. Posons, pour x = (x1, ...,x,) € CP,

o) = zje;.
j=1

Alors ¢ est une bijection linéaire de C? sur H, et on a, pour z,y € CP,

< ¢(x),0y) >=<mz,y>. (10.21)
En particulier ||¢p(x)|| = ||z|| pour tout x € CP.

En dimension infinie, on a I’exemple fondamental suivant

+o00
Exemple 10.3.2. Soit [? := [*(N) := {z = (2p)n>0 € CV | Y |2,|> < +00}.
n=0
On pose, pour & = () n>1,Y = (Yn)n>1 € 1%,

+o00
<3,y >=Y 1.7 (10.22)

n=0
Alors 1% est un espace de Hilbert, et si on pose €, = (Opm.n)n>0 pour m > 0, la famille
(€m)m>0 est une base hilbertienne de [°.

En effet il résulte de I’inégalité de Cauchy-Schwartz que pour z = (z,)p>1,y =
(Yn)n>1 €1, p>0o0na

p p p +oo +oo
D lzallyal < [ Lzl [ D1l < 3D 12al?4 | D ynl? < 400
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Par conséquent la série > z,,.7, est absolument convergente, donc convergente. Il est
clair que I’application (z,y) —< w,y > est bien un produit hermitien sur /%, et que la
famille (e,,)>0 est une famille orthonormale qui engendre un sous-espace vectoriel dense

(m)

de [2. Soit maintenant (2(™),,>1 = (21" )n>0)m>1 une suite de Cauchy d’éléments de (2.
Ona |z — 2| < [|z® — 29| pourn > 0, p > 1, ¢ > 1, donc la suite ()51 est
une suite de Cauchy dans C pour tout n > 0.

Posons z,, :limm_>+oox%m) pour n > 0, et posons & = (&, )n>0-
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Comme la suite (#(™)),,, -1 est une suite de Cauchy, il existe M > 0 tel que ||z(™|| < M
pour tout m > 1, et on a, pour k& > 0,

k k
D ) = limp o Y 2P < M2,

n=0 n=0
+00
Donc > |z, > < M? < +oo, etx € [2.
n=0
Soit maintenant e > 0, et soit N' > 1 tel que [|z® — 2(?|| < £ pourp > N,q > N.On

k k 9
>l — e = limy o Y ol — 2P < S
n=0 n=0

Par conséquent on a, pour p > N,

k
. €
|z — 2P| = limy_ | E |2y — xglp)P < 56

n=0
etlim, .||z — 2P| = 0, ce qui montre que /2 est bien un espace de Hilbert.
+00
On montre de méme que [*(Z) := {z = (z,)nez € CZ| Y. |za|* < 400} estun

n=—oo
espace de Hilbert, et que si on pose €,,, = (0n.n)nez pour m € Z, la famille (e, )nez est
une base hilbertienne de [?(Z). En fait ces espaces fournissent un modele pour tous les
espaces de Hilbert séparables de dimension infinie.

Proposition 10.3.3. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et soit
(€n)n>0 une base hilbertienne de H. Posons, pour = (x,,),>0 € [?,

“+00
o) =D wje;.
j=1
Alors ¢ est une bijection linéaire de 1* sur H, et on a, pour .,y € 2,

< ¢(x),dy) >=<wz,y>. (10.23)

En particulier |¢(x)|| = ||z|| pour tout x € 1%

P
Démonstration : Soit z = (x,,)n>0 € (%, et posons ¢P(x) = > zje; pour p > 0. Soit
j=1

+00
€>0,etsoit N > 1tel que > |z,]? < €.
N+1
Ona,pourg >p > N,
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6a(a) — P =3 Janl? € 3 ol < €

p+1 N+1

de sorte que ||, () —d,(2)|| < € pour tout couple (p, ¢)d’entiers tels que p > N, q > N.
+o0o
Donc (¢,(x)),>0 est une suite de Cauchy dans H, et la série » | x;e; est convergente dans
j=1
H.Donc ¢ : [ — H est bien définie, et ses propriétés résultent immédiatement du fait que
(€n)n>0 est une base hilbertienne de H. [

Si G est un groupe abélien localement compact, I’espace L?(G), muni du produit her-
mitien associé 4 la mesure de Haar sur GG, est un espace de Hilbert. Dans le cas ou G = Z
muni de la topologie discréte, on retrouve I'espace [?(Z) évoqué plus haut, et [> = [*(N)
s’identifie de maniére évidente au sous-espace fermé [?(Z) " de [*(Z) défini par la formule

P(Z)" = {x = (xn)nez € *(Z) | , = 0Vn < 0}.

Dans le cas ou G = R, on obtient 1’espace de Hilbert L?(R) formé des fonctions me-
surables de carré sommable sur R, ol on identifie les fonctions égales presque partout sur
R pour la mesure de Lebesgue. 11 s’agit d’un espace de Hilbert séparable, de méme que les
espaces de Hilbert L?(RP) pour p > 2.

Soit maintenant 7' > 0. L’espace L? [—5, %] est ’espace des fonctions mesurables et
de carre sommable sur [— g, %], que I’on munit du produit hermitien défini pour f, g €

L? [-T, ] par la formule

1

<lg>= ’ F(t)g(t)dt. (10.24)

Sl

On notera || | = /< f, f > lanorme sur L? [—Z T associée a ce produit hermitien.

On peut considérer les fonctions appartenant a > [—%, 5} comme des fonctions pério-

diques de période 1" définies sur R tout entier en les prolongeant par périodicité, ce qui per-
met de faire le cas échéant les calculs de coefficients de Fourier sur des intervalles de lon-

gueur 7" autres que [—Z, Z]. Ces coefficients de Fourier sont définis pour f € L? [-Z, L],
n € Z par la formule
1 /%
f(n) = 7 f(t)e mtdt, (10.25)
2
oll w = 7. Autrement dit si on pose e, (t) = ¢! pour n € Z, on a
Fln) =< f e, > . (10.26)

On pose alors, pour p > 0,
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p 1 p

Sp(F)(E) =D Fm)e™ " o (f)(t) = mzsp(f)(t) (10.27)
n=-—p k::O
On peut montrer que les fonctions f continues sur [—Z, L] ettelleque f (=) = f (T)
sont denses dans I’espace de Hilbert L2 [— T, T] . D autre partsi f est continue sur [— T, T
ettelle que f (—T) = 7 (L), on a, d’apres le théoreme de Féjer
lim, oo [Supmgg (1) — o, f)(t)\] —0, (10.28)
d’ou
lim, o[ f = 0, (f)][2 = 0.
On en déduit que le sous-espace vectoriel de L2 [— %, 5} engendré par la famille (e,,)mez
est dense dans L? [—5, 5] Comme < e,, €, >= d,, m pour n, m € Z, on obtient le théo-

réme suivant, qui contient les formules de Plancherel et Parseval.

Théoreme 10.3.4. On pose w = 2—“ et e,(t) := ™ pourn € Zett € [—%, %]

Alors la fa;ni;le (€n)ney €St une base hilbertienne de L? [—%, %} , ce qui donne, pour
2
fel?[-5.3],
=Y fnen, (10.29)
ne”Z
la série ci-dessus étant convergente au sens de la norme ||.||2.
En particulier toute fonction f € L? [—%7 %} vérifie la formule de Parseval

(10.30)

/e
T/
et pour f € L? [—%, %] ,g€L? [—%, %} , on a la formule de Plancherel

—/T g(t)dt = Zf (10.31)

nez

()2 dt = Z\f

neL

MH

Notons que le fait que la série ) _, F(n)e, converge vers f au sens de la norme ||.||2
pour f € L? [-L L] n’implique pas & priori que la série ", f ( )e'™* converge presque
partout vers f(t), mais ceci résulte du difficile théoréme de Carleson mentionné plus haut

[2].

inwt
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10.4 Exercices pour I’annexe 2
Exercice 1

Soit ABC'D un parallélogramme du plan usuel. Montrer que AB? 4+ BC? + CD? +
DA? = AC? + BD?.

Exercice 2

- -

Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé (O, 4, j) on considere la
droite D d’équation

ar + by +c =0,
avec (a,b) # (0,0).

1) Ecrire I’équation de la droite perpendiculaire a D et passant par le point M de coor-
données (o, o).

2) En déduire que la distance de M, a la droite D est donnée par la formule

lazo + byo + |
d(My, D) = .
(Mo, D) Va2 + b2
Exercice 3

Dans I’espace affine euclidien usuel rapporté a un repére orthonormé (O, z‘,f, E), on
considere le plan P d’équation

ar +by +cz+d=0,
avec (a,b,c) # (0,0,0).

1) Ecrire I’équation de la droite perpendiculaire a P et passant par le point M, de coor-
données (g, Yo, 20)-

2) En déduire que la distance de Mj au plan D est donnée par la formule

. ‘CLLE() + byo + czo + d‘

N =

Exercice 4
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Dans I’espace affine euclidien usuel rapporté a un repére orthonormé (O, 1, j, k), on
considere les droites D, et D, d’équations paramétrées

xr =Ty + Mg
Y = Yo + Avp
z = 29+ Awy

r=1x+ Ay
y =y + Ay
z =2z + Auwy

On suppose D; et Ds non paralleles. Donner 1’équation de la perpendiculaire commune
a D1 et DQ.

Exercice 5

Soit £ I’espace vectoriel des fonctions continues et périodiques de période 27 sur R,
que I’on munit du produit hermitien défini pour f, g € £ par la formule

2T

<fg>=o- [ foga
T™Jo

On définit e, e5, e3 € & par les formules

er(t) =1, ey(t) = cos(t), es(t) = cos*(t).
Déterminer la famille orthonormale obtenue en appliquant a {eq, es, e3} le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt.

Exercice 6

On considere I’espace vectoriel £ des fonctions continues et périodiques de période 27
sur R, muni du produit sacalaire introduit a la question précédente. On pose uo(t) = 1, et,
pour n > 1,

un(t) = cos(nt), wv,(t) = sin(nt).
1) Montrer que la famille B := (U,>ou,) U (U,>1v,) est une famille orthonormale
d’éléments de £.

2) Pour p > 1, on note F), le sous-espace vectoriel de £ engendré par {u, ..., u,} U
{v1, ..., v, }. Soit P la projection orthogonale de £ sur F},. En utilisant une formule du cours,
expliciter P(f)(z) pour f € £, z € R. Quel est le lien entre le polyndme trigonométrique
P(f) et la série de Fourier de f?
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Exercice 7
1 1 1
Soit F' I'image de C? par I'applicationu : X — |2 —1 2| X.
1 0 1

Trouver une base orthogonale de F| et calculer la matrice représentant la projection
orthogonale de R? sur F par rapport a la base canonique de R?.

Exercice 8

En s’aidant d’un logiciel de calcul formel, répondre aux mémes questions que dans
I’exercice précédent pour G := {AX} ¢ ps , avec

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8

8 7 6 5 4 3 2 1

A 1 3 5 7 9 11 13 15

5 13 11 9 7 5 3 1

1 4 7 10 13 16 19 22

22 19 16 13 10 7 4 1
|1 5 9 13 17 21 25 29]]

Exercice 9

On pose ¥(t) = 1sit € [0,1/2], ¥(t) = —1sit €]1/2,1], ¥(t) = 0sit €] —
00, 0[U]1, +oc[. D’autre part pour j,n € Z, t € R, on pose

inlt) = <=5

Montrer que la famille (1) ,,)jcz.nez est une base hilbertienne e L*(R) (on admettra que
les fonctions continues a support compact sont denses dans L?(R)).

Exercice 10

Soit H un espace de Hilbert. Une partie C' de H est dite convexe si tx + (1 —t)y € C

pour tout couple (x, y) déléments de C' et tout réel t € [0, 1].
Soit maintenant C' une partie convexe fermée de H. On pose d =inf,c ||z — y||.

1) Montrer que z € C'sid = 0.

2) On suppose d > 0. Pour n > 1, soit y, € C tel que ||z — y,|| < +. Montrer que la
suite (¥, )n>1 est de Cauchy.

3) En déduire qu’il existe un unique élément uc(x) de C' tel que ||z — u(x)|| < ||z — y|
pour tout y € C.
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4) Montrer que ’application © — uq () est linéaire si C' est un sous-espace vectoriel de
H. En déduire dans ce cas une construction de la projection orthogonale sur C' indépendante
de la construction d’une base hilbertienne de C.
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