CHAPITRE 10

Equations différentielles



Equations différentielles

ordre 1

[ F (t,y@®),y®)=0, tel]

_ Vitasse
rernps 0ositiof)
F(t.V(t).V'(t).V" (t)) =0, tel
ordre 2

accalératiorn



Equations linéaires d’ordre 1

vy’ (t) = a(t) y(t) + b(t) , tel

(a et b fonctions continues de | dans R ou C)

-F

Condition « initiale »: y(t)) =y,

(t, €1, ¥y, € R ou C)



L’approche numerique :
meéthode d’Euler

Se fixer des conditions initiales
o Yo

Choisir un pas de temps T
Choisir T = « durée de vie » tel

que [t,, T] soit inclus dans |

_ approximation de y(t, + nt)
u'l‘,O - yo

u_ =t +T(alt, + nt)u,, + b(t,+nT))

T,n+l

(tant que t, + nt =T)



Le theoreme de Cauchy

Hypotheses :
- | intervalle ouvert de R
- a et b fonctions continues de | dans R (ou C)

-t, € | vy, € RouC (données initiales)

Conclusion :
Il existe une unique fonction
Vy:I2R (ou C) telle que:

y’ (t)= a(t) y(t) + b(t) pour t dans |

y(t,) =y, (condition initiale)




Le theoreme de Cauchy(bis)
Hypotheses :

- | intervalle ouvert de R
- a et b fonctions continues de | dans R (ou C)

-t, € | vy, € RouC (données initiales)

Conclusion :
Il existe une unigque courbe intégrale
de l'équation différentielle

* (t)= a(t) v(t) + b(t) pour t dans |

passant par le point (t ,y, ).



L’attaque du probleme é&tape1:

résolution de I’équation homogene

y '’ (t) = a(t) y(t) + b() Y'= 0
t Y = constante
A(t) = f a(t) dt
|

fonction auxiliaire : Y(t) = y(t) exp (-A (t))

- 4 4 T4
|oclzejra da lloares

y (t) = C exp (A (t))



L’'attaque du probleme étape 2:

recherche d'une solution particuliere de I’'équation complete

y ' (t) = a(t) y(t) + b (t)

vzirlzrelor cda |z conseziea

y (t) = C(t) exp (A (t))

(C’(t) + a(t) C(t)) exp(A(t)) = a(t) C(t) exp (A(t)) + b(t)
C ()= b(t) exp (-A (t))

C(t) = C + fb(u) exp (-A(u)) du
Voar (t) = exp(A(t)) f b(u) exp (-A(u)) du

0



Le bilan final
Solution de I’équation y’(t)=a(t) y(t)+ b(t)
avec condition initiale : y(t,) = vy,

t
y(t)=exp(A(t)) (Zo + I b(u) exp(-A(u)) dU)
0

Z,=Y, exp(-A(t,))=y,

Condition initiale : y(t,) =y,



Les equations de ). Bernouilli

y’'(t) = a(t) y(t) + b(t) [y(t)]l®
(ae R\ {0,1})

Condition initiale : y(t,)) =y, > 0

Fonction auxiliaire : z(t) = [y(t)] *“
2’(t) = (1-a) a(t) z(t) + (1-a) b(t)

z(t,) = y,'*



Equations linéaires du
second ordre

vy’ (t) = a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t), tel

(a,b,c fonctions continues de | dans R ou C)

-F

Conditions « initiales » : y(t,) = vy,
y'(t)=v,

(¢, €1, y,etv,€ R ou C)



Un exemple de motivation : une
cellule electronique d’ordre 2

(U, -U,) (t) = Ri(t) + L di/dt ¢ (U-U,)’ (%) =i (t)

y(t) = U_=U, (t) f(t) = U, -U, (Y)

Lcy” (t) + Rcy’(t) + y(t) = f(t)



L'approche numerique :
meéthode d’Euler

approximation de y(t, + nt)
Se fixer des conditions iriitiales t,, y,, V,
Choisir un pas dz temps Tt

Choisir T = « durée de vie » tel
que [t,, T] soit inclus dans |

Uro = Yo » 4 1=Yo +TV,
U, .2 = U, (T2 b(t,+n 1) -t a (t,+nT) -1)
+u, . ,(talt,+nT) +2)+ 1 clt,+nT)
(tantque t, + n T =<T)



Le theoreme de Cauchy

Hypotheses :
- | intervalle ouvert de R
-a, b, c fonctions continues de | dans R (ou C)

-t, € | y,,V, € RouC (données initiales)

Conclusion :
Il existe une unique fonction

V:I2R (ou C) telle que:

y’”’ (t)= a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t) pourt

dans | et y(t,) =y, , Y'(t)=v, (conditions
initiales)




Le theoreme de Cauchy (bis)
Hypotheses :

- | intervalle ouvert de R
- a, b, c fonctions continues de | dans R (ou C)

-t, € |  Y,,V, € RouC (données initiales)

Conclusion (bis)
Il existe une unique courbe intégrale de
I’équation différentielle

y’(t)= a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t)

passant par le point (t,,y,) et ayant au point
(t,,¥,) une tangente de pente v,



Le cas a coefficients constants

\

Hypotheses :

- | intervalle ouvertde R
-a,b €RouC, cfonction continue de | dans R (ou C)

-t, € Il Y,,V, € RouC (données initiales)
Conclusion :
Il existe une unique fonction
V:|I2R (ou C) telle que:




Le cas a coefficients constants

(bls)h

- | intervalle ouvert de R
-a,b €RouC, cfonction continue de | dans R (ou C)

-t, € 1 Y, V, € RouC (données initiales)

Conclusion :
Il existe une unigque courbe intégrale de

I’équation différentielle

vy’ (t)= a y'(t) + b y(t) + c(t)

passant par le point (t,y,) et ayant au point
(t,,Y,) une tangente de pente v,



L’attaque du probleme étape 1:
résolution de I’équation homogene

y’'(t)-ay’ (t) -by(t) =0, teR

a,bh €C
y(t) = exp ( w t) solution ?

w-aw=-b=0

X2-aX-b=0 (éoguation caractéristiaue)
= (X- w,) (X-w,)

‘ cas 1: a2+ 4 bnonnul | w, et w, distinctes

y = C, exp(w,t) + C, exp (w, t) OK

‘casz:a2+4b=0 W,= W, =W

y=C, exp(wt) + C, texp (wt) OK



Le cas complexe :

a , b complexes
conditions initiales (y,, v, € C)

‘ cas 1:a?+ 4 b non nul ‘ y,(t) y.(t)

w, et w, distinctesly = C, exp(w,t) + C, exp (w, t) OK\

‘casz:a2+4b=0‘

VALY y.(t)

W, = W, =W y =C, exp(wt) + C, texp (wt) OK

C, vil(t) + C, y,(t) =y,

C, v'.(%) + C, y',(t,) = v,

solution (C,,C,)
unique !!

systeme de Cramer



A=a/2<0: A= a/2 > 0 : oscillations
oscillations amorties amplifiees

L’'attaque du probleme :

I’équation homogene dans le cas réel

(1) a,b eR
y’'(t)-ay (t) -by(t) =0, teR

X=—aX=-b=0 =(X-4,) (X-A,)

INF(A;) =05« explosion| >

A, et A, réels distincts —

SUp(A;)<0i: < extinction >

‘ cas2:a’+4 b= OIR racine réelle double ==t ol ool
[y =CiexpAt) +C, texp A t) OK

k_-

cas3:a’+4b <0 racines A +/- i W

|y = exp(‘)('t) (C, cos(wt) + C, sin (w t)) OK\

A<D EXtInGCHon >




L’attaque du probleme:

résolution de I’équation homogene dans le cas réel (2)) :
a, b réels conditions initiales (y,, v, € R)

casl:a2+4hb>0 |V(t) = C, exp(A;t) + C, exp (A; t) |

y.(t) y.(t)

‘ cas2:a2+4b-= Oly(t) = C,exp(At) + C,texp (A t) |

casB:a2+4b<0‘
Y1 ml Y2 (t)
y(t)=C,exp(At)cos(wt) +C, exp (A t) sin (w t)

C,vi(t) + G y.(t) =y,

C, Y'g(to) + G, ¥(E) = v, solution (C,,C,)
systeme de Cramer uniaue !



Recherche d’une solution particuliere
de I’équation « avec second membre »
| . Méthode de variation des constantes

y’(t) =ay'(t) + by(t) + c(t) (*)
C,y,+ C y, solution générale de l'équation y"=ay'+b
Yeart(t) = C (1) y_ (t) + C, (1) y,(t) est solution de (*¥)

des que :
systeme de Cramer !

{C'1 Vv, +C, v.=0



Recherche d’une solution particuliere
de I’équation « avec second membre »

| . Méthode de variation des constantes (suite)

Y, (u) c(u)
Lol (1) I
(v, ¥, =¥, ¥i' ()
Y, (u) c (u)
ol (1) T e

(v, ¥.' =¥, ¥i"(u)



Solution particuliere de I’équation
avec second membre par variation des
constantes (fin)

©y; (u) c(u)

w0 = [ e
tO
* oy (e (u)

cor = amve®



Bilan : la solution du probleme de Cauchy
(cond. initiales : y,,V,)

Solutionfgenexalerde
Feguation

)= ayA(L) =Ty (1) =0
y (t)= ‘El y]_(t) + C2 y2 (t)\ ““““““““““““““““““““““““

C.v.(t) + C,y, (%) =y,

C, v, (%) + C, vy, (%) = v,

solution particuliere de I’équation
y'”’ (t) —a y’'(t) - b y(t) = c(t)



Remarque

Il. Une autre méthode pour la recherche d’une
solution particuliere de y’’(t) - a y’(t) - by(t) = c(t)

Si le second membre c est de la forme:

Pt)exp(wt) , weC
P(t)cos(wt) , weR
P(t)sin(wt) , weR

On_cherche une solution particuliere de la forme :

Yoar(t) = Q (%) exp (wt), deg (Q) = deg (P) +2
(par exemple par identification)



Fin du chapitre 10



