
     

Equations différentielles 
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Equations différentiellesEquations différentielles  

F  ( t , y(t) , y’(t)) = 0 ,   t F  ( t , y(t) , y’(t)) = 0 ,   t ∊∊  II  

F( t , y(t) , y’(t) , y’’ (t)) = 0 ,   t F( t , y(t) , y’(t) , y’’ (t)) = 0 ,   t ∊∊  II  

TempsTemps positionposition

vitessevitesse

accélérationaccélération  

ordre 1ordre 1

ordre 2ordre 2



     

Equations linéaires d’ordre 1Equations linéaires d’ordre 1  

y’ (t) = a(t) y(t) + b(t)  ,   t y’ (t) = a(t) y(t) + b(t)  ,   t ∊∊ I I  

(a et b fonctions continues de I dans (a et b fonctions continues de I dans ℝℝ ou C) ou C)

Condition « initiale » :   y(tCondition « initiale » :   y(t00) = y) = y00  

(t(t00    ∊∊  I ,  y  I ,  y00    ∊∊    ℝℝ ou C) ou C)

++



     

L’approche numérique : L’approche numérique : 
méthode d’Eulerméthode d’Euler  
•Se fixer des conditions initiales Se fixer des conditions initiales 

tt00, y, y00  

•Choisir un pas de temps Choisir un pas de temps ττ
•Choisir T = « durée de vie » tel 

que [t0, T] soit inclus dans I  

uu
τ,0τ,0

 = y = y00  

uu
ττ, +n 1, +n 1

= u= uττ,,nn +  + ττ  (( a(t a(t00 + n + nττ) u) uττ,,nn + b(t + b(t00+n+nττ))) ) 

                                        (tant que t(tant que t00 + n + nττ  ≤≤T)T)

approximation de y(tapproximation de y(t00 + n + nττ))  



     

Le théorème de CauchyLe théorème de Cauchy  
Hypothèses : Hypothèses : 
- I intervalle ouvert de - I intervalle ouvert de ℝℝ  
- a et b fonctions continues de I dans - a et b fonctions continues de I dans ℝℝ (ou C) (ou C)

- t- t00    ∊∊   I      y   I      y00    ∊∊    ℝℝ ou C  (données initiales) ou C  (données initiales)        

Conclusion :Conclusion :

Il existe une Il existe une uniqueunique fonction  fonction 
y : I y : I     ℝℝ (ou C)  telle que :  (ou C)  telle que : 

        y’ (t)= a(t) y(t) + b(t)  pour t dans I y’ (t)= a(t) y(t) + b(t)  pour t dans I 
        y(ty(t00) = y) = y00   (condition initiale)    (condition initiale) 



     

Le théorème de Cauchy(bis)Le théorème de Cauchy(bis)  

Hypothèses : Hypothèses : 
- I intervalle ouvert de - I intervalle ouvert de ℝℝ  
- a et b fonctions continues de I dans - a et b fonctions continues de I dans ℝℝ (ou C) (ou C)

- t- t00    ∊∊   I      y   I      y00    ∊∊    ℝℝ ou C  (données initiales) ou C  (données initiales)        

Conclusion :Conclusion :

Il existe une Il existe une uniqueunique courbe intégrale  courbe intégrale 
de l'équation différentiellede l'équation différentielle
  
      y’ (t)= a(t) y(t) + b(t)  pour t dans I y’ (t)= a(t) y(t) + b(t)  pour t dans I 
passant par le point (tpassant par le point (t

00
,y,y

00
).  ).  



     

L’attaque du problème  L’attaque du problème  étape 1 : étape 1 : 

résolution de l’équation homogènerésolution de l’équation homogène  

y ’ (t) = a(t) y(t) + y ’ (t) = a(t) y(t) + b(t)b(t)    

A (t) =         a(t) dtA (t) =         a(t) dt  ∫∫
tt00

tt

fonction auxiliaire : fonction auxiliaire : YY(t) = y(t) exp (-A (t))(t) = y(t) exp (-A (t))  

YY’ =  0’ =  0

YY = constante = constante

y (t) = y (t) = CC exp (A (t)) exp (A (t))  

1 degré de liberté1 degré de liberté



     

L’attaque du problème L’attaque du problème étape 2 : étape 2 : 

recherche d'une  solution particulière de l’équation complèterecherche d'une  solution particulière de l’équation complète    
y ’ (t) = a(t) y(t) + b (t)y ’ (t) = a(t) y(t) + b (t)  

y (t) =y (t) =  C(t)C(t)  exp (A (t))exp (A (t))  

variation de la constantevariation de la constante  

((C’(t) + a(t) C(t)C’(t) + a(t) C(t)) ) exp(A(t)) = a(t) C(t) exp (A(t)) + b(t)exp(A(t)) = a(t) C(t) exp (A(t)) + b(t)

C’ (t) = b(t) exp (-A (t))C’ (t) = b(t) exp (-A (t))  

C(t)   =  C   +    C(t)   =  C   +    ∫∫b(u) exp (-A(u)) dub(u) exp (-A(u)) du  
tt

tt00

yypart part (t) = exp(A(t)) (t) = exp(A(t)) xx ∫∫b(u) exp (-A(u)) dub(u) exp (-A(u)) du  
tt00 tt



     

Le bilan finalLe bilan final  
Solution de l’équation y’(t)=a(t) y(t)+ b(t) Solution de l’équation y’(t)=a(t) y(t)+ b(t)   

y(t)=exp(A(t)) y(t)=exp(A(t)) ((    +     + ∫∫b(u) exp(-A(u)) dub(u) exp(-A(u)) du))
tt00

tt

Condition initiale :  y(tCondition initiale :  y(t00) = y) = y0     0       

zz00

avec condition initiale : y(tavec condition initiale : y(t00) = y) = y00  

zz00=y=y0 0 exp(-A(texp(-A(t00))=y))=y00



     

Les équations de J. BernouilliLes équations de J. Bernouilli  

y’(t) = a(t) y(t) + b(t) [y(t)]y’(t) = a(t) y(t) + b(t) [y(t)]αα

                              ((α∊α∊  ℝℝ \ {0,1}) \ {0,1})  

Condition initiale : y(tCondition initiale : y(t00) = y) = y00 > 0 > 0

Fonction auxiliaire : z(t) = [y(t)] Fonction auxiliaire : z(t) = [y(t)] 1-1-αα  

z’(t) = (1-z’(t) = (1-αα) a(t) z(t) + (1-) a(t) z(t) + (1-αα) b(t)) b(t)  

z(tz(t00) = y) = y00
1-1-αα



     

Equations linéaires du Equations linéaires du 
second ordre second ordre 

y’’ (t) = a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t) ,  t y’’ (t) = a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t) ,  t ∊∊ I I  

(a,b,c fonctions continues de I dans (a,b,c fonctions continues de I dans ℝℝ ou C) ou C)

Conditions « initiales » :    y(tConditions « initiales » :    y(t00) = y) = y00  
                                                                                          y’(ty’(t00)=v)=v00    

(t(t00    ∊∊  I ,  y  I ,  y0 0 etet  vv0 0 ∊∊    ℝℝ ou C) ou C)

++



     

Un exemple de motivation : une Un exemple de motivation : une 
cellule electronique d’ordre 2cellule electronique d’ordre 2    

f(t) = Uf(t) = UAA –U –UBB (t) (t)  y(t) = Uy(t) = Ucc –U –UDD (t) (t)  

Lc Lc y’’ (t)y’’ (t) + R c  + R c y’(t)y’(t) +  + y(t)y(t) = f(t)  = f(t) 

  i i   

(U(UAA – U – UC C ) (t) =  R i(t) + L di/dt                  c (U) (t) =  R i(t) + L di/dt                  c (UCC-U-UDD)’ (t) = i (t))’ (t) = i (t)



     

L’approche numérique : L’approche numérique : 
méthode d’Eulerméthode d’Euler  

• Se fixer des conditions initiales tSe fixer des conditions initiales t0 0 , y, y0 0 , v, v00  

• Choisir un pas de temps Choisir un pas de temps ττ

•Choisir T = « durée de vie » tel 
que [t0, T] soit inclus dans I  

uuττ,0,0 = y = y0   0   ,,      uuττ,1,1=y=y00 + +ττ v v00  

uuττ,n+2,n+2 = u = uττ,n,n  ((ττ22 b(t b(t00+n +n ττ) –) –ττ a (t a (t00+n+nττ) -1) -1))
          + u+ uττ,,n+1n+1  ((ττ  a(ta(t00 + n + n  ττ)  + 2)  + 2) + ) + ττ22   c(t   c(t00+n+nττ))

                                        (tant que t(tant que t00 + n + n  τ ≤τ ≤T) T) 

approximation de y(tapproximation de y(t00 + n + nττ))  



     

Le théorème de CauchyLe théorème de Cauchy  

Hypothèses : Hypothèses : 
- I intervalle ouvert de - I intervalle ouvert de ℝℝ  
- a , b , c fonctions continues de I dans - a , b , c fonctions continues de I dans ℝℝ (ou C) (ou C)

- t- t00    ∊∊   I      y   I      y0 0 , v, v00    ∊∊    ℝℝ ou C  (données initiales) ou C  (données initiales)        

Conclusion :Conclusion :
Il existe une Il existe une uniqueunique fonction  fonction 
y : I y : I     ℝℝ (ou C)  telle que :  (ou C)  telle que : 

y’’ (t)= a(t) y’(t) + b(t)  y(t) +  c(t)  pour t y’’ (t)= a(t) y’(t) + b(t)  y(t) +  c(t)  pour t 
dans I dans I  et  et y(ty(t00) = y) = y00  ,  y’(t  ,  y’(t00)=v)=v00 (conditions  (conditions 

initiales)initiales)  



     

Le théorème de Cauchy (bis)Le théorème de Cauchy (bis)  
Hypothèses : Hypothèses : 

- I intervalle ouvert de - I intervalle ouvert de ℝℝ  
- a , b , c fonctions continues de I dans - a , b , c fonctions continues de I dans ℝℝ (ou C) (ou C)

- t- t00    ∊∊   I      y   I      y0 0 , v, v00    ∊∊  ℝℝ ou C  (données initiales) ou C  (données initiales)        
Conclusion (bis)Conclusion (bis)
Il existe une Il existe une uniqueunique courbe intégrale de  courbe intégrale de 
l’équation différentielle l’équation différentielle 

y’’(t)= a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t)  y’’(t)= a(t) y’(t) + b(t) y(t) + c(t)  

passant par le point (tpassant par le point (t00,y,y00) et ayant au point ) et ayant au point 
(t(t00,y,y00) une tangente de pente v) une tangente de pente v00  



     

Le cas  à coefficients constants Le cas  à coefficients constants 

Hypothèses : Hypothèses : 
- I intervalle ouvert de - I intervalle ouvert de ℝℝ  
- a , b  - a , b  ∊∊  ℝℝ ou C , c fonction continue de I dans  ou C , c fonction continue de I dans ℝℝ (ou C) (ou C)

- t- t00    ∊∊   I      y   I      y0 0 , v, v00    ∊∊    ℝℝ ou C  (données initiales) ou C  (données initiales)        

Conclusion :Conclusion :

Il existe une Il existe une uniqueunique fonction  fonction 
y : I y : I     ℝℝ (ou C)  telle que :  (ou C)  telle que : 

y’’ (t)= a  y’(t) + b  y(t) +  c(t)  pour t dans I y’’ (t)= a  y’(t) + b  y(t) +  c(t)  pour t dans I 
    y(ty(t00) = y) = y00  ,  y’(t  ,  y’(t00)=v)=v00 (conditions initiales) (conditions initiales)  



     

Le cas  à coefficients constants  Le cas  à coefficients constants  

(bis) (bis)   
Hypothèses : Hypothèses : 

- I intervalle ouvert de - I intervalle ouvert de ℝℝ  
- a , b  - a , b  ∊∊  ℝℝ ou C , c fonction continue de I dans  ou C , c fonction continue de I dans ℝℝ (ou C) (ou C)

- t- t00    ∊∊   I      y   I      y0 0 , v, v00    ∊∊    ℝℝ ou C  (données initiales) ou C  (données initiales)        

Conclusion :Conclusion :
Il existe une Il existe une uniqueunique courbe intégrale de  courbe intégrale de 
l’équation différentielle l’équation différentielle 

y’’(t)= a y’(t) + b y(t) + c(t)  y’’(t)= a y’(t) + b y(t) + c(t)  

passant par le point (tpassant par le point (t00,y,y00) et ayant au point ) et ayant au point 
(t(t00,y,y00) une tangente de pente v) une tangente de pente v00  



     

L’attaque du problème L’attaque du problème étape 1 : étape 1 : 
résolution de l’équation homogènerésolution de l’équation homogène

y’’(t) – a y’ (t)  – b y(t) = 0 ,  t y’’(t) – a y’ (t)  – b y(t) = 0 ,  t ∊∊ R R  
a , b  a , b  ∊∊ C C

XX22 – a X – b = 0  (équation caractéristique) – a X – b = 0  (équation caractéristique)  

y(t) = exp ( y(t) = exp ( ww t)  solution ? t)  solution ?  
??

ww22 – a w – b = 0 – a w – b = 0

  

  cas 1 : acas 1 : a22 + 4 b non nul + 4 b non nul  ww11 et w et w22  distinctesdistinctes  

y = y = CC11 exp(w exp(w11t) + t) + CC22 exp (w exp (w22 t)  OK t)  OK

  cas 2 : acas 2 : a22 + 4 b = 0 + 4 b = 0 ww11= w= w22 =w =w

y = y = CC11 exp(w exp(w  t) + t) + CC22 t exp (w t)  OK t exp (w t)  OK

  = (X- w= (X- w11) (X-w) (X-w22))  



     

Le cas complexe : Le cas complexe : 
a , b complexes  a , b complexes  
conditions initiales (yconditions initiales (y0 0 , v, v00  ∊∊ C) C)

  

  cas 1 : acas 1 : a22 + 4 b non nul + 4 b non nul  

ww11 et w et w22  distinctesdistinctes y = y = CC11 exp(w exp(w11t) + t) + CC22 exp (w exp (w22 t)  OK t)  OK

  cas 2 : acas 2 : a22 + 4 b = 0 + 4 b = 0

ww11= w= w22 =w =w
y = y = CC11 exp(w exp(w  t) + t) + CC22 t exp (w t)  OK t exp (w t)  OK

    yy11(t)(t)

  yy11(t)(t)

  yy22(t)(t)

  yy22(t)(t)

CC11 y y11(t(t00) +  ) +  CC22 y y22(t(t00)  = y)  = y00

CC11 y’ y’11(t(t00) + ) + CC22 y’ y’22(t(t00) = v) = v00  

système de Cramersystème de Cramer  
solution (Csolution (C11,C,C22))
unique !!unique !!



     

L’attaque du problème : L’attaque du problème : 
l’équation homogène dans le cas réel l’équation homogène dans le cas réel 
(1)(1)

y’’(t) – a y’ (t)  – b y(t) = 0 ,  t y’’(t) – a y’ (t)  – b y(t) = 0 ,  t ∊∊  ℝℝ  
a , b  a , b  ∊∊  ℝℝ

XX22 – a X – b = 0   – a X – b = 0    

  

  cas 1: acas 1: a22 + 4 b > 0 + 4 b > 0  
λλ11 et  et λλ22 réels  réels distinctsdistincts

y = y = CC11 exp( exp(λλ11t) + t) + CC22 exp ( exp (λλ22 t)  OK t)  OK

  cas 2: acas 2: a22 + 4 b = 0 + 4 b = 0 λλ racine réelle  racine réelle doubledouble
y = y = CC11 exp( exp(λλ  t) + t) + CC22 t exp ( t exp (λλ t)  OK t)  OK

  = (X- = (X- λλ11) (X-) (X-λλ22))  

  cas 3: acas 3: a22 + 4 b < 0 + 4 b < 0  

y = exp(y = exp(λλ  t) (t) (CC11 cos( cos(ωωt) + t) + CC22 sin ( sin (ωω t))  OK t))  OK

racinesracines  λλ +/-  i  +/-  i ωω

λλ= a/2 > 0 : oscillations = a/2 > 0 : oscillations 
amplifiéesamplifiées

λλ= a/2 < 0 : = a/2 < 0 : 
oscillations amortiesoscillations amorties

inf(inf(λλjj)>0 : « explosion »)>0 : « explosion »

sup(sup(λλjj)<0 : « extinction »)<0 : « extinction »

λλ>0 : « explosion »>0 : « explosion »

λλ<0 : « extinction »<0 : « extinction »



     

L’attaque du problème : L’attaque du problème : 
résolution de l’équation homogène dans le cas réel (2)) : résolution de l’équation homogène dans le cas réel (2)) : 

a , b réels a , b réels   conditions initiales (yconditions initiales (y0 0 , v, v00  ∊∊  ℝℝ))

  

  cas 1 : acas 1 : a22 + 4 b > 0 + 4 b > 0  y(t) = y(t) = CC11 exp( exp(λλ11t) + t) + CC22 exp ( exp (λλ22 t)  t) 

  cas 2 : acas 2 : a22 + 4 b = 0 + 4 b = 0 y(t) = y(t) = CC11exp(exp(λλ  t) + t) + CC22t exp (t exp (λλ t)   t)  

      yy11(t)(t)

CC11 y y11(t(t00) +  ) +  CC22 y y22(t(t00)  = y)  = y00

CC11 y’ y’11(t(t00) + ) + CC22 y’ y’22(t(t00) = v) = v00  
système de Cramersystème de Cramer  

solution (Csolution (C11,C,C22))
unique !!unique !!

  yy22(t)(t)

  cas 3 : acas 3 : a22 + 4 b < 0 + 4 b < 0

y (t)= y (t)= CC11 exp( exp(λλ  t) cos (t) cos (ωω t)  +  t)  + CC22  exp (  exp (λλ t) sin ( t) sin (ωω t)  t) 
yy11 (t) (t) yy22 (t) (t)



     

Recherche d’une solution particulière Recherche d’une solution particulière 
de l’équation « avec second membre »de l’équation « avec second membre »  
I . Méthode de variation des constantesI . Méthode de variation des constantes

y’’(t) = a y’(t) + b y(t) y’’(t) = a y’(t) + b y(t) + c(t) + c(t)     (*)    (*)

  

{{C’C’11 y y11 +  + C’C’22  y  y22 =  0  =  0 
C’C’11 y’ y’11 +  + C’C’22 y’ y’22 = c = c

système de Cramer !système de Cramer !

Solution unique (CSolution unique (C11’, C’, C22’)’)  

CC
11
  yy

11
++  CC

2 2 
yy

22
 solution générale de l'équation y''=ay'+b  solution générale de l'équation y''=ay'+b 

yypartpart(t) = C(t) = C
11
(t) (t) yy

11
(t)(t) + C + C

22
 (t)  (t) yy

22
(t)(t) est solution de (*)  est solution de (*) 

dès que : dès que : 



     

                                                            yy22 (u) c(u)  (u) c(u) 
CC11’(u) =      -      ------------------’(u) =      -      ------------------
                                                    (y(y11 y y22’ – y’ – y22 y y11’)(u)’)(u)

                                                            yy11 (u) c (u)  (u) c (u) 
CC22’(u) =            ------------------’(u) =            ------------------
                                                  (y(y11 y y22’ – y’ – y22 y y11’)(u)’)(u)

Recherche d’une solution particulière Recherche d’une solution particulière 
de l’équation « avec second membre » de l’équation « avec second membre » 

  I . Méthode de variation des constantes (suite) I . Méthode de variation des constantes (suite) 



     

Solution particulière de l’équation  Solution particulière de l’équation  
avec second membre avec second membre par variation des par variation des 
constantes (fin)constantes (fin)

                  =          =          yy11(t)(t) +            +           yy22(t)(t)CC11(t)(t) CC22(t)(t)

                                                            yy22 (u) c(u)  (u) c(u) 
                          = -           ------------------= -           ------------------
                                                    (y(y11 y y22’ – y’ – y22 y y11’)(u)’)(u)

                                                            yy11 (u) c (u)  (u) c (u) 
                          =            ------------------=            ------------------
                                                  (y(y11 y y22’ – y’ – y22 y y11’)(u)’)(u)

CC11(t)(t) ∫∫
tt00

tt

dudu

∫∫
tt00

tt

CC22(t)(t) dudu

yypartpart(t)(t)



     

Bilan : la solution du problème de CauchyBilan : la solution du problème de Cauchy      
(cond. initiales : y(cond. initiales : y00,v,v00))

y (t)=y (t)= C C11  yy11(t) +(t) + C C22  yy22 (t) + (t) +    ∫∫
tt00

tt
c(u) c(u) ((yy11(u)(u)  yy22 (t) (t) – –  yy22 (u) (u)  yy11 (t) (t)))
------------------------------------    du ------------------------------------    du 
          yy11(u) y(u) y22’(u) – y’(u) – y22(u)y(u)y11’(u)    ’(u)    

CC11  yy11(t(t00))  ++ C C22  yy22 (t (t00) =) = y y00

  
CC11  yy11’(t’(t00))  ++ C C22  yy22’(t’(t00))  == v v00

solution générale de solution générale de 
l’équation l’équation 

y’’(t) – a y’(t) – by(t)=0y’’(t) – a y’(t) – by(t)=0    

solution particulière de l’équation solution particulière de l’équation 
y’’ (t) – a y’(t) – b y(t) = c(t)y’’ (t) – a y’(t) – b y(t) = c(t)  



     

RemarqueRemarque  
II. Une autre méthode pour la recherche d’une II. Une autre méthode pour la recherche d’une 
solution particulière de y’’(t) – a y’(t) – by(t) = c(t)solution particulière de y’’(t) – a y’(t) – by(t) = c(t)

Si le second membre  c est de la forme :Si le second membre  c est de la forme :  

P(t) exp( P(t) exp( ωω t)  ,   t)  ,  ωω  ∊∊ C  C 

P(t) cos (P(t) cos (ωωt)  ,   t)  ,   ωω  ∊∊  ℝℝ  
P(t) sin (P(t) sin (ωωt)   ,   t)   ,   ωω  ∊∊  ℝℝ

OnOn  cherche une solution particulière de la forme :cherche une solution particulière de la forme :
  
yypartpart(t) = Q (t) exp ((t) = Q (t) exp (ωωt),  deg (Q) t),  deg (Q) ≥≥ deg (P) +2  deg (P) +2 

(par exemple par identification)(par exemple par identification)  



    

Fin du chapitre 10Fin du chapitre 10


