
     

Fonctions numériques

CHAPITRE 6CHAPITRE 6  



     

Le plan du chapitre Le plan du chapitre 

• Limite d’une fonction en un point de R ou de Limite d’une fonction en un point de R ou de 
la droite réelle achevée, opérations et la droite réelle achevée, opérations et 
théorèmes sur les limites théorèmes sur les limites 

• Continuité d’une fonction en un point et sur Continuité d’une fonction en un point et sur 
un ensembleun ensemble

• Opérations sur les fonctions continues Opérations sur les fonctions continues 
• Fonctions strictement monotones sur un Fonctions strictement monotones sur un 

intervalle intervalle 
• Dérivabilité d’une fonction sur un intervalleDérivabilité d’une fonction sur un intervalle
• Extréma (maxima ou minima) locaux Extréma (maxima ou minima) locaux 
• Dérivées successives  Dérivées successives        



     

  Limite d’une fonction en un Limite d’une fonction en un 
point de point de RR ou de la droite  ou de la droite 

réelle achevée réelle achevée   

D D µµ  RR                  RR

ff

DD

            __
a a 22 D D

f admet une limite f admet une limite finiefinie  ℓℓ22  RR au point  au point 

si et seulement si, pour si et seulement si, pour toutetoute suite  suite 
(x(xnn))nn de points de D :    de points de D :   

lim (xlim (xnn))nn = a            lim (f(x = a            lim (f(xnn))))nn =  = ℓℓ

Cas 1Cas 1  



     

Pour tout Pour tout εε >0, >0,  

il existe il existe ηη >0 ,  tel que :  >0 ,  tel que : 

(x appartient à D et |x-a| < (x appartient à D et |x-a| < ηη))

|f(x) – |f(x) – ℓℓ| < | < εε

f admet une limite f admet une limite finiefinie  ℓℓ22             RR  

au point au point aa



     

Le cas particulier où le Le cas particulier où le 
point point a a  est un point de D est un point de D

•   f  : D  ---->  f  : D  ---->  RR  

•       aa      point de D point de D 

• limlim
aa
 f  existe dans  f  existe dans RR (et vaut  (et vaut 

nécessairement f(a))nécessairement f(a))

            

f est continue en af est continue en a

,,



     

  Limite d’une fonction en un Limite d’une fonction en un 
point de point de RR ou de la droite  ou de la droite 
réelle achevée réelle achevée   

ff

DD

            __
a a 22 D \ D D \ D

f tend vers +f tend vers +∞∞  au point   au point aa si et  si et 
seulement si, pour seulement si, pour toutetoute suite (x suite (xnn))nn de  de 
points de D :   points de D :   
lim (xlim (xnn))nn = a               lim (f(x = a               lim (f(xnn))))nn =+  =+ 11  

Cas 2Cas 2  
D D µµ  RR                  RR



     

Pour tout A >0,Pour tout A >0,  

il existe il existe ηη >0 ,  tel que :  >0 ,  tel que : 

(x appartient à D et |x-a| < (x appartient à D et |x-a| < ηη))
f(x) > A f(x) > A 

f tend vers +f tend vers +∞∞ au point  au point aa



     

  Limite d’une fonction en un Limite d’une fonction en un 
point de point de RR ou de la droite  ou de la droite 
réelle achevée réelle achevée   

ff

DD

            __
a a 22 D \ D D \ D

f tend vers - f tend vers - ∞∞  au point   au point aa si et  si et 
seulement si, pour seulement si, pour toutetoute suite (x suite (xnn))nn de  de 
points de D :   points de D :   

lim (xlim (xnn))nn = a               lim (f(x = a               lim (f(xnn))))nn =-  =- 11  

Cas 3Cas 3  
D D µµ  RR                  RR



     

Pour tout A >0,Pour tout A >0,  

il existe il existe ηη >0 ,  tel que :  >0 ,  tel que : 

(x appartient à D et |x-a| < (x appartient à D et |x-a| < ηη))
f(x) < - A f(x) < - A 

f tend vers -f tend vers -∞∞ au point  au point aa



     

  Limite d’une fonction en un Limite d’une fonction en un 
point de point de RR ou de la droite  ou de la droite 
réelle achevée réelle achevée   

ff

DD

                __
  ++1212  D \ DD \ D

f tend vers f tend vers ℓℓ lorsque x tend vers plus  lorsque x tend vers plus 
l'infini si et seulement si, pour l'infini si et seulement si, pour toutetoute  
suite (xsuite (xnn))nn de points de D de points de D
lim (xlim (xnn))nn = + = +1 1                  lim (f(x                 lim (f(xnn))))nn =  = ℓℓ

Cas 4Cas 4  

D D µµ  RR                  RR



     

Pour tout  Pour tout    > 0,> 0,  

il existe B >0 ,  tel que : il existe B >0 ,  tel que : 

(x appartient à D et x > B)(x appartient à D et x > B)

|f(x) – |f(x) – ℓℓ   | < | < 

f admet une limite f admet une limite finiefinie  ℓℓ22             RR en + en +∞∞



     

  Limite d’une fonction en un Limite d’une fonction en un 
point de point de RR ou de la droite  ou de la droite 

réelle achevée réelle achevée   

ff

DD

              __
  ++1212  D \ DD \ D

f tend vers +f tend vers +∞∞  lorsque x tend   lorsque x tend 
vers +vers +∞∞ si et seulement si, pour  si et seulement si, pour toutetoute  
suite (xsuite (xnn))nn de points de D de points de D

lim (xlim (xnn))nn = + = +11          lim (f(x          lim (f(xnn))))nn =+ =+11      

Cas 5Cas 5  D D µµ  RR                  RR



     

Pour tout A >0,Pour tout A >0,  

il existe B >0 ,  tel que : il existe B >0 ,  tel que : 

(x appartient à D et x > B)(x appartient à D et x > B)

f(x) > A f(x) > A 

f tend vers +f tend vers +∞∞ lorsque x tend  lorsque x tend 
vers +vers +∞∞  



     

Pour tout A >0,Pour tout A >0,  

il existe B >0 ,  tel que : il existe B >0 ,  tel que : 

(x appartient à D et x > B)(x appartient à D et x > B)

f(x) < - A f(x) < - A 

f tend vers -f tend vers -∞∞ lorsque x tend  lorsque x tend 
vers -vers -∞∞



     

Composition des limites (1)Composition des limites (1)  

D      D      →→          RR                                            E   E   →→        RR  
ff gg

f(D) f(D) µµ  EE

            __
a a 22 D D                                      __

limlimaa f =  f = ℓℓ  2 2   EE
                                __
limlimℓℓg=L g=L 22  RR  

limlimaa (g o f) = L (g o f) = L  



     

Composition des limites (2)Composition des limites (2)  

D       D       →→      RR                                                        E    E    →→      RR        
ff gg

f(D) f(D) µµ E E

            __
a a 22 D D                                          __

limlimaa f=+ f=+11  22 E E
                                      __
limlim++11 g=L  g=L 22 R R  

limlimaa (g o f) = L (g o f) = L  



     

Composition des limites (3)Composition des limites (3)  

D      D      →→          RR                                            E       E       →→        RR        
ff gg

f(D) f(D) µµ E E

                __
+ + 1 21 2    D \ DD \ D  

                                  __
limlim+ + 11 f =+  f =+ 12  12    EE

                            __
limlim++1  1    g=L g=L 22  RR  

limlimaa (g o f) = L (g o f) = L  



     

Attention aux formes indéterminées !Attention aux formes indéterminées !

Lim (aLim (a00 x xpp + a + a11 x  x p-1p-1 + … + a + … + app) =) =

+ + ∞∞  si a  si a00 > 0 > 0  

- - ∞∞  si a  si a00 < 0 < 0  

xx22 – x – x  

(log x) /x = (1/x) (log x) /x = (1/x) xx log x log x  

??
??

quand x tend vers + l’infiniquand x tend vers + l’infini



     

Attention aux formes indéterminées !Attention aux formes indéterminées !

(a(a00 x xpp + a + a11 x  x p-1p-1 + … + a + … + app))1/k1/k = =

aa00
1/k1/k x xp/kp/k    ( 1 + (a( 1 + (a11/a/a00) x) x-1 -1 + … )+ … )1/k1/k

P(x)/Q(x)P(x)/Q(x)  

(P(x))(P(x))1/k1/k  – Q(x)– Q(x)  , , k dans N*, en + k dans N*, en + ∞∞

??
??

bb00 x xqq + b + b11 x xq-1q-1 + … + b + … + bq  q  = = 
bb00 x xqq (1+ (b (1+ (b11/b/b00)x)x-1-1 + …) + …)



     

Rappel de règles Rappel de règles 
concernant les limites concernant les limites 
de suitesde suites



     

Limite Limite à droiteà droite en un point a en un point a  
  

•a est adhérent à                            a est adhérent à                            
      V      Vaa

++:= {x dans D ; x >a}:= {x dans D ; x >a}

•La restriction de f à VLa restriction de f à Vaa
++ admet  admet 

pour limite pour limite ℓℓ au point a   au point a  



     

Limite Limite à gaucheà gauche en un point a en un point a    

•a est adhérent à                            a est adhérent à                            
      V      Vaa

− − :={x dans D ; x <a}:={x dans D ; x <a}

•La restriction de f à VLa restriction de f à Vaa
−− admet  admet 

pour limite pour limite ℓℓ au point a   au point a  



     

« Une fonction « Une fonction monotone monotone (c’est-à-dire (c’est-à-dire 
croissante ou décroissante) sur un croissante ou décroissante) sur un 
intervalle ouvert intervalle ouvert ]a,b[ ]a,b[ (borné ou non) (borné ou non) 
admet une limite à gauche et à droite admet une limite à gauche et à droite 
en tout pointen tout point  de   de ]a,b[]a,b[»»  
  



     

Fonction continue en un Fonction continue en un 
point (rappel)point (rappel)

•   f  : D  ---->  f  : D  ---->  RR  

•   xx00 point de D  point de D 

• limlimx0x0 f existe dans  f existe dans RR (et vaut  (et vaut 
nécessairement f(xnécessairement f(x00))))

Continuité Continuité à droiteà droite (si existence de la  (si existence de la 
limite à droite, égale  à f(xlimite à droite, égale  à f(x00)) )) 

Continuité Continuité à gaucheà gauche (si existence de la  (si existence de la 
limite à gauche, égale à f(xlimite à gauche, égale à f(x00))))



     

Fonctions continues sur un Fonctions continues sur un 
segment [a,b]segment [a,b]  

I. I. Une fonction f Une fonction f continue sur un segment continue sur un segment 
[a,b][a,b] (c’est-à-dire en tout point de ce  (c’est-à-dire en tout point de ce 
segment)segment) et à valeurs réelles est à la  et à valeurs réelles est à la 
fois fois minorée minorée et et majoréemajorée sur  sur [a,b].[a,b].      

IIII. Les deux bornes . Les deux bornes inf inf [a,b][a,b] f f et  et supsup[a,b][a,b] f f  
sont atteintes par f en des points de sont atteintes par f en des points de [a,b][a,b]  



     

Théorème des valeurs Théorème des valeurs 
intermédiaires intermédiaires   

UUne fonction f ne fonction f continue sur un segment continue sur un segment 
[a,b][a,b] (c’est-à-dire en tout point de ce  (c’est-à-dire en tout point de ce 
segment)segment) prend (sur ce segment) au moins  prend (sur ce segment) au moins 
une fois toute une fois toute valeur intermédiairevaleur intermédiaire  
y du segment y du segment [[infinf  [a,b][a,b] f ,  f , supsup  [a,b][a,b] f] f] .  .       

Preuve par l’absurde !Preuve par l’absurde !



     

Fonctions strictement monotones et Fonctions strictement monotones et 
continues sur un intervallecontinues sur un intervalle  (1)(1)

I intervalle de I intervalle de ℝℝ  

m=inf {f(x), x dans I}m=inf {f(x), x dans I}

M = sup {f(x), x dans I}M = sup {f(x), x dans I}

f(I) intervalle de f(I) intervalle de ℝℝ  
    (du même type)(du même type)  

II

f(I)f(I)

f : I f : I  f(I) bijective  f(I) bijective 
f admet une application inverse ff admet une application inverse f-1-1 : f(I)  : f(I)  I  I 



     

Fonctions strictement monotones Fonctions strictement monotones 
sur un intervallesur un intervalle  (2)(2)

II
f(I)f(I)

yy

ff-1-1(y(y--) ) 6  6    ff-1-1(y) (y) 66 f f-1-1(y(y++))
== ==

    f continuef continue  

ff-1-1 continue continue  

ff-1-1  strictement monotone  (même type que f) strictement monotone  (même type que f) 



     

Fonction réciproque d’une Fonction réciproque d’une 
fonction strictement fonction strictement 
monotone monotone 
                f : I                 f : I  J=f(I) J=f(I)  

[[(x (x 22 I) et (y=f(x)) I) et (y=f(x))]]  

[[(y (y 22  J) et (x=f  J) et (x=f-1-1(y))(y))]]  

Graphe (f)    =  Graphe (f)    =  {{(x,y)(x,y)22 I  I xx  JJ   ; y =f(x)   ; y =f(x)}}

Graphe (fGraphe (f-1-1)   = )   = {{(y,x) (y,x) 22  J J xx I    ; y=f(x) I    ; y=f(x)}}



     

(x(x00,y,y00))

(y(y00,x,x00))

Droite ‘miroir’Droite ‘miroir’
y=x y=x 



     

Dérivabilité en un point et Dérivabilité en un point et 
sur un intervallesur un intervalle  

• f définie dans un intervalle f définie dans un intervalle ouvertouvert  
contenant un point donné xcontenant un point donné x0   0   

•         f(xf(x00+h)= f(x+h)= f(x00) + a(x) + a(x00) h  + h) h  + h  (h)   (h)   
pour tout h de valeur absolue assez pour tout h de valeur absolue assez 
petite  petite  

•   εε    défini sur un intervalle]-défini sur un intervalle]-,,[(privé [(privé 
de 0) et  limde 0) et  lim00   = 0 = 0    



     

Interprétation Interprétation 
géométriquegéométrique  

(x(x00+h, f(x+h, f(x00+h))+h))

(x(x00, f(x, f(x00))))

y=a(xy=a(x00)(x-x)(x-x00)+ f(x)+ f(x00))



    

Dérivabilité en un point Dérivabilité en un point 

Continuité en ce pointContinuité en ce point  

I. Newton I. Newton 
(1643-1727)(1643-1727)



     

Opérations sur les Opérations sur les 
fonctions dérivablesfonctions dérivables  

f et g dérivables en xf et g dérivables en x00

  f+ g dérivable en xf+ g dérivable en x0  0  ,  (f+g)’(x,  (f+g)’(x00)= f’(x)= f’(x00)+g’(x)+g’(x00))      
                              

  fg dérivable en xfg dérivable en x0  0  , (fg)’(x, (fg)’(x00)= f’(x)= f’(x00) g(x) g(x00)+g’(x)+g’(x00) f(x) f(x00))  
                                  



     

Dérivabilité de  x Dérivabilité de  x  x xnn

n > 0n > 0  

(x(x00+h)+h)nn = x = x00
nn +  + n xn x00

n-1n-1 h + o(h) h + o(h)

n > 0 et xn > 0 et x00 non nul non nul  

(x(x00+h)+h)-n-n = x = x00
-n-n  --  n xn x00

-n-1-n-1  h + o(h)  h + o(h)



     

Règle de LeibnizRègle de Leibniz  

f définie au voisinage de xf définie au voisinage de x00 et dérivable en x et dérivable en x00

g définie au voisinage de f(xg définie au voisinage de f(x00) et dérivable en f(x) et dérivable en f(x00))

            g o f  dérivable en xg o f  dérivable en x00  car :   car : 

(g o f) (x(g o f) (x00+h) = g (f(x+h) = g (f(x00+h)) +h)) 

                                                  = g (f(x= g (f(x00) + h f’(x) + h f’(x00) + o(h)) ) + o(h)) 

                                                  = g(f(x= g(f(x00))+h ))+h g’(f(xg’(f(x00) ) x x f’(xf’(x00)) + o(h) + o(h)

(gof)’(x(gof)’(x00))

G.W. von LeibnizG.W. von Leibniz
        (1646-1716)(1646-1716)



     

Opérations sur les Opérations sur les 
fonctions dérivablesfonctions dérivables  

f et g dérivables en xf et g dérivables en x0 0 et g(xet g(x00) non nul) non nul

                                                f/g dérivable en xf/g dérivable en x0  0   et   et  

                                                                                      f’(xf’(x00) g(x) g(x00) - g’(x) - g’(x00) f(x) f(x00))
(f/g)’(x(f/g)’(x00)         =                    ______________________)         =                    ______________________

                                                                                                                    (g(x(g(x00))))22                          
          



     

Dérivabilité de la fonction Dérivabilité de la fonction 
inverseinverse  

SSoit f une fonction strictement monotone oit f une fonction strictement monotone 
sur un intervalle ouvert I de R, dérivable sur un intervalle ouvert I de R, dérivable 
sur I  sur I  

On suppose  f’  non nulle sur I  (f’>0 ou f’< 0) On suppose  f’  non nulle sur I  (f’>0 ou f’< 0) 

ff-1-1 : f(I)  : f(I)   I est dérivable sur f(I)   I est dérivable sur f(I) 

                                                            1 1 
(f(f-1-1)’(y)’(y00) =        --------------) =        --------------
                                              f’ ( ff’ ( f-1-1 (y (y00))))  



     

y= yy= y00 + f’(x + f’(x00) (x-x) (x-x00) ) 

(x(x00,y,y00))

(y(y00,x,x00))

x= yx= y00 + f’(x + f’(x00) (y-x) (y-x00))  



     

Remarque : un énoncé admisRemarque : un énoncé admis  

Une fonction dérivable sur un intervalle Une fonction dérivable sur un intervalle 
ouvert I , de dérivée ouvert I , de dérivée identiquement nulle identiquement nulle 
sur I sur I , est constante sur I., est constante sur I.    

Attention cependant Attention cependant 
Aux escaliers du diable !Aux escaliers du diable !  



     

Maximum local en un pointMaximum local en un point  

Une fonction (à valeurs réelles) f Une fonction (à valeurs réelles) f 
définie dans un intervalle ouvert I définie dans un intervalle ouvert I 
contenant un point xcontenant un point x0 0 admet un admet un 
maximum local en xmaximum local en x0 0 

Il existe Il existe ϵϵ>  0>  0 tel que tel que [[xx00 – –  ϵϵ, , xx00  + + ϵϵ] ] ⊂⊂ I et  I et 
que,que,  pour tout x dans [xpour tout x dans [x00 –  – ϵϵ , x , x00+ + ϵϵ], ], 
        f(x) f(x) ≤≤  f(xf(x00)  )  



     

Minimum local en un pointMinimum local en un point  

Une fonction (à valeurs réelles) f Une fonction (à valeurs réelles) f 
définie dans un intervalle ouvert I définie dans un intervalle ouvert I 
contenant un point xcontenant un point x0 0 admet un admet un 
minimum local en xminimum local en x0 0 

Il existe Il existe ϵϵ>  0>  0 tel que tel que [[xx00 – –  ϵϵ, , xx00  + + ϵϵ] ] ⊂⊂ I et  I et 
que,que,  pour tout x dans [xpour tout x dans [x00 –  – ϵϵ , x , x00+ + ϵϵ], ], 
        f(x) f(x) ≥≥  f(xf(x00)  )  



     

Extréma locaux et dérivabilitéExtréma locaux et dérivabilité

      Si une fonction à valeurs réelles, Si une fonction à valeurs réelles, 
définie et définie et dérivabledérivable sur un  sur un 
intervalle ouvert I de intervalle ouvert I de ℝℝ,  admet un ,  admet un 
extrémum localextrémum local (maximum ou  (maximum ou 
minimum) en un point xminimum) en un point x00 de I,  de I, 
alors : alors :       

f’(xf’(x00) = 0) = 0  
Mais la réciproque est fausse !!Mais la réciproque est fausse !!  



     

Dérivées successivesDérivées successives  

SiSi  f est une fonction définie sur un intervalle f est une fonction définie sur un intervalle 
ouvert I de ouvert I de ℝℝ est  est dérivable en tout point de dérivable en tout point de 
I assez voisin d’un point xI assez voisin d’un point x00 de I donné de I donné            

et que de plus f’ est dérivable en xet que de plus f’ est dérivable en x00

On dit que f est deux fois dérivable en xOn dit que f est deux fois dérivable en x00  
et on pose f’’(xet on pose f’’(x00) = (f’)’(x) = (f’)’(x00))



     

Dérivées successivesDérivées successives  (suite)(suite)  

Si f est une fonction définie sur un intervalle Si f est une fonction définie sur un intervalle 
ouvert I de ouvert I de ℝℝ est  est deux fois dérivable deux fois dérivable 
en tout point de I assez voisin d’un en tout point de I assez voisin d’un 
point xpoint x00 de I donné de I donné            

et que de plus f’’ est dérivable en xet que de plus f’’ est dérivable en x00

On dit que f est On dit que f est troistrois fois dérivable en x fois dérivable en x00  
et on pose f’’’(xet on pose f’’’(x00) = (f’’)’(x) = (f’’)’(x00))



     

Dérivées successivesDérivées successives  (suite)(suite)  
Si f est une fonction définie sur un intervalle Si f est une fonction définie sur un intervalle 
ouvert I de ouvert I de ℝℝ est  est n fois dérivable n fois dérivable 
en tout point de I assez voisin d’un en tout point de I assez voisin d’un 
point xpoint x00 de I donné de I donné            

et que de plus la fonction dérivée n-ème et que de plus la fonction dérivée n-ème 
f f (n)(n) est dérivable en x est dérivable en x00

On dit que f est On dit que f est n+1n+1 fois dérivable en x fois dérivable en x00  
et on pose f et on pose f (n+1)(n+1) (x (x00) = (f) = (f(n)(n))’(x)’(x00))



     

Fonctions de classe CFonctions de classe C∞∞ sur  sur 
un intervalle ouvert de un intervalle ouvert de ℝℝ

Une fonction admettant des dérivées à Une fonction admettant des dérivées à 
tout ordre en tout point d’un intervalle tout ordre en tout point d’un intervalle 
ouvert I de ouvert I de ℝℝ est dite de classe  C est dite de classe  C∞ ∞ sur I .sur I .    



    

Fin du chapitre 6 Fin du chapitre 6   


