CHAPITRE 7

Fonctions numériques usuelles



Le plan du chapitre

La fonction exponentielle
La fonction logarithme
Les fonctions puissances

Les fonctions sin et cos ; relations entre les
lighes trigonometriques

Les fonctions Arcos et Arsin

La fonction tangente et la fonction Arctan
Quelques relations importantes

Les fonctions trigonomeétriques sinh et cosh

Les fonctions trigomeétriques inverses
Argsinh et Argcosh

La fonction tanh et son inverse



La fonction exponentielle
en +«

- exp (x)

k=n x le

2

= k!
en-

exp (x,+Xx,) = exp (x,) x exp (x,)




La méthode d’Euler
exp’ = exp

Etape O : Choix d’un « pas » : 1/N

U, = 1| Dérivée « discrate » j

U,.1=U,

1/N (1+ xX/N)N  ---> exp (x)
lorsque N tend vers + «



La fonction logarithme (1)

x €R et y=exp(x)

y > 0 et x = log (y)

lim, (|y| log |y|) =0 lim,_ (log y /y) =0
log (y, ¥,) = log (y,) + log (y,)



La fonction logarithme (2)

Remar : r tout entier n y 4

différent de -1, on a sur R \{a} :

[(y-a)"**/(n+1)] = [y ---> (y-a)" ]



Les fonctions puissance

Xx eR =2 a*:=exp (xlog a)

(axl) X = 8 XX

axtx, =a* « a%

(ab)x = a* . b~
* = (1/a)*

[ x=2 ax]’ =[x=2> logl(a) xax]




La fonction cosinus

XeR
- X “x cos (x)
Z (-1) -
(2k) !
cos0=1
cos2 <-1/3 (suites adjacentes)
cos s’'annule en au i o _
moins un point de [0,2] ‘“ i= 2 inf{x>0, cos x=0} ‘




La fonction sinus

XeR

k=n x 2k+1

Z (=1)k =P
= (2k+1) !

sin (x)

(suites adjacentes)



Relations entre fonctions
trigonomeétriques

cos (%, + x,) = cos (Xx,) cos (x,) - sin (X,) sin (Xx,)
sin (X,+ X,) = cos (X,) sin (x,) + sin (Xx,) cos (x,)
cos’
sin’
cos?2 X + sin2 x =1
cos (xX+ 2m)=cos X
sin (x+2m) = sin x

(cos (x), sin (x)) - paramétrage bijectif du

( pour x € [0, 2TT[) cercle de centre (0,0) et de
’ rayon 1




Fonctions trigonomeétriques
inverses

Arcos : [-1,1] --- > [0, it]

Arcsin : [-1,1] --- > [-W/2 , /2]
sur J-1,1[ Arcsin’ = 1/(cos(Arcsin)) = [y - (1-y?)*?]
sur ]-1,1[ Arcos’ = -1/(sin(Arcos)) = [y = - (1-y?)172]

Arcsin (y) + Arcos (y) = /2 pour y € [-1,1]



La fonction tangente

tan x := sin (x) / cos (x)

iy
A

tan’ = 1 + tan?



La fonction
Arctan (Arc-tangente)

x € ]-m/2 , m/2[ et y =tan (%)

€ R et x= Arctan (v)

Arctan’(y) =

1 + tan? (Arctan y)




Quelques relations importantes

cos (t) = 2 cos? (t/2) -1
= (1-u2)/(1+u?)
sin (t) = 2 sin (t/2) cos (t/2)
= 2u/(1+u?)

t (= ]"“' “[

u= tan (t/2) , t = 2 Arctan u



Un parameétrage rationnel
du cercle unité privé d’un point



Les fonctions hyperboliques

coshx:=(ex+ex)/2 , xeR
sinhx :=(ex-ex)/2, xR

coshz x-sinh2x=1

cosh’ = sinh sinh’ = cosh



Intersection d'un plan et d’un céne :
hyperbole, ellipse ou parabole

hypefrbole
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Le paramétrage de la demi-hyperbole

E( = céosh t,.teRr




La fonction argsinh : R 2 R

XE€Rety=sinhXx Y € R et x=argsinh y

variable
auxiliaire

) = (L+y?)12

argsinh’ (y) = 1/cosh(argsi




La fonction argcosh :
{y;vy=1}- {x; x= 0}

x=20 et y = cosh x y=1 et x=argcosh y
variable
auxiliaire

2 _1)-1/2 ’ y > 1

argcosh’ (y) = 1/sinh(argcosh(y)) =

A= e~
h oy = X >0 (donc X >1)
coshx=y X2 -2y X +1 =0




La fonction tangente
hyperbolique

tanh : X € R = tanh x := sinh x / cosh x
tanh’ : X € R = 1 - tanh2 x = (cosh x)2

XERety=tanh x y € ]-1,1[ et x= argtanhy

argtanh’ y = 1/(1-y?)
= (1/2) x 1/(y+1) - (1/2) x 1/(y-1)
pour y € ]-1,1[

argtanhy = log (Jy+1]/|ly-1|)*? , y € ]-1,1]



Fin du chapitre 7



