Semestre 4, Année 2006-2007 SESSION 1
UE : MAT401
Date : 14 Mai 2007, Durée : 3h

Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

Exercice I (séries entiéres, intégrales impropres)-80 pts

I.1 (10 pts) Montrer que, pour tout x € [—1,1], l’intégrale impropre

xr 1 o
/ og(l—1t) "
0 t

est convergente (log désigne ici le logarithme néperien) ; on posera dans la
suite de [’exercice

Vae[-1,1], Li(z) = _/0‘”1%(1%1&)

dt .

Les seuls points de l'intervalle fermé d’extrémités 0 et x posant probleme
pour la convergence de l'intégrale sont ¢t = 0 (si z € [—1,1]) et t = 0,1 si
x = 1. Au voisinage de t = 0, log(1 —t) = —t + o(t), ce qui prouve que la
fonction
t €] — 00, 1\{0} — log(1 = 1)

se prolonge en une fonction continue sur | — 0o, 1[ (en prenant —1 comme
valeur en ¢ = 0) ; le point t = 0 ne pose donc aucun probléme relativement
a la convergence de l'intégrale impropre. Si x = 1, l'extrémité t = 1 pose
probleme, mais 1'on sait que log(1 — t)/t ~ log(1 — t) au voisinage de t = 1
et que, pour € €]0, 1], Iintégrale

/ log u du
0

est une intégrale impropre convergente (car |logu| < u~'/# au voisinage de
0, et que u — u~'/? est intégrable sur ]0, e[ d’apres le critére de Riemann
puisque 1/2 < 1) ; il en est de méme par changement de variables pour
I'intégrale impropre

1/2

1
/ log(1 —t)dt
1

—€

(le changement de variable consistant a poser u = 1 —t) ; grace au critere de

comparaison, l'intégrale
1
log(1 —t
1 t

—€



est convergente et 'extrémité t = 1 ne pose donc pas de probleme relative-
ment a la convergence de l'intégrale

1
1 _
/Mdt.
0 t

1.2 (10 pts) Vérifier, pour tout x €] — 1,1[, la formule

Lif) =35 (h

On sait que pour t €] — 1, 1],

log(l_t):_/otld—uu_ / (i“n> ;;Tl’

n=0

On a donc, pour t €] — 1, 1],

n

logl—t -
Zﬁn—l—l

la convergence de la série au second membre étant normale sur tout segment
d’extrémités 0 et x, = appartenant a | — 1, 1[ (attention cependant, la conver-
gence n’est pas normale sur [—1, 1] !). Puisque la convergence normale d’une
série de fonctions sur un segment fermé borné [a, b] implique la convergence
uniforme de cette série sur ce méme segment, on a, si x €] — 1, 1],

“log(1—t) L N
/0 = _/0 (nzz()n+1)dt

d’ou la formule voulue.

1.3 (10 pts) En citant avec soin un résultat précis du cours, établir les deux
formules

Li(-1) = ) i

Li(l) = S —.



La série de fonctions [%3],>1 est normalement convergente sur [—1, 1] puisque

Vee [-1,1], Vn>1, —

et que la série de Riemann [n™2],>; converge ; la somme de cette série de
fonctions, soit la fonction

est donc une fonction continue sur [—1,1] (limite uniforme d’une suite de
fonctions polynomiales, donc continues sur [—1,1]). Or la fonction

" log(1 — ¢
xe[—1,1]H_/ %dt
0

est aussi une fonction continue sur [—1,1] : la continuité sur [—1, 1] résulte
du fait que la primitive d'une fonction continue est continue, la continuité en
x = 1 résulte du fait que

— lim
z—17 Jo t

“log(1—1) dt:—/l log(1 — 1) it
t
0

en vertu par exemple du critere de Cauchy pour les intégrales impropres

convergentes. Puisque
o0

Li(z) =) —
n=1 Tl2

xn

pour tout z €] — 1, 1] (d’apres 1.2) et que les deux membres de cette égalité
se prolongent en des fonctions continues sur [—1,1], il y a aussi égalité des
prolongements, donc les deux formules voulues (en z = —1 et z = 1).

I.4 (10 pts) Calculer, pour x €]0,1[, la dérivée de la fonction
x+— Li(x) + Li(l —2)
et en déduire la relation

Vx €]0,1[, Li(z) +Li(l —x) = Li(1) — log(x) log(1l — z). (t1)



D’apres le théoreme fondamental de 'analyse et la regle de dérivation des
fonctions composées, la dérivée sur | — 1,1 de

T 1og(1 — 1=z 160(1 —
xﬁwmg_@:_/ Mdt_/ Mdt
0 0

est la fonction

re]—1,1] —log(1 — ) +10g(1—(1—x)) _ log(1 — ) . log 7

d
= —— 1 x log(1 — ] .
o |8 log og(l —x)
Il existe donc une constante C' telle que
Ve el —1,1[, Li(x) + Li(1 —2) = C —logz x log(1l — z) .
En faisant tendre x vers 1 et en utilisant le fait que

lim (logz x log(l —xz)) =0,

r—1—

on trouve

C=Li(1)+Li(0)=Li(1)
et par conséquent la formule voulue.
1.5 (20 pts) Aprés avoir calculé les coefficients de Fourier complexes de
la fonction 2m-périodique f telle que f(0) = 6 pour 6 € [0,2x] et utilisé
la formule de Parseval (que l’on l'on énoncera précisément), montrer que

Li(1) = n%/6. En utilisant judicieusement les formules (1) et (11), calculer
ensuite (en fonction de w et de log2), la somme

o0

> 5
2nn2
n=1
Sin € Z*, un calcul facile (intégration par parties) montre que
1 2 -
" = — fe """ db
alf) = g | e

1 —inf 5 on 1 2m ) ;
= ] "+ / e dp = -
2L —in Jo 2imn J, n

tandis que



(attention, la fonction f dont on calcule ici la suite des coefficients de Fourier
complexes n’est ni paire ni impaire !). D’apres la formule de Plancherel
(principe de conservation de ’énergie lors de la prise de spectre), on a

ST SN PP
— 2w Jy

ne”l

d’ou il résulte
o

) 1 72

n=1
On remarque (d’apres la formule (f) établie au 1.2) que

[e.e]

D’apres la formule (ft) établie au 1.4 appligée précisément a = = 1/2, on
trouve

2

9Li(1/2) = Li(1) — (log(1/2))? = % ~ (log2)?.

On a donc
i I B (log2)?
L onp? 12 2

1.6 (10 pts) Vérifier (en utilisant l’expression (1) de Li établie au 1.2) pour
tout x €] — 1,1, la formule

Li(#) + Li () = 5 Li(a?),

puis en déduire la formule

0o _1)
Z<n2> T

n=1

On a, pour tout x €] — 1, 1],

Li () + Li(—a) = 3 L CU" zzzj_ﬁzhgﬂ

n=1 p=1

En faisant tendre x vers 1 par valeurs inférieures, il vient

Li(1)

Li (1) +Li(=1) = ==,



d’ou

1.7 (10 pts) Montrer que la fonction

o xn
on +x

est de classe C' sur ] —1,1[ et exprimer sur cet intervalle sa dérivée sous la
forme de la somme d’une série de fonctions (cette question est indépendante
du reste de l’exercice).

Comme .
|x| R Vo € [_171]7
x2+n? 7 n?
la série de fonctions
c[-1,1] (x) v >1
re[-1,1] — uy(z) = ———, n>
n? + x?
est normalement convergente sur [—1, 1], donc a fortiori sur | — 1, 1[. Chaque
fonction wu, est de classe C' sur | —1,1] et on a

nz" Y (n? + 2?) — 22" 2N (nd + (n — 2)2?)

un () = (n? + 22)? - (n? + 22)?

Si a €]0,1[, on peut majorer |u,| sur [—a,a] par

, < a" 1(n3 + |n — 2|a?)
sup |y ()| < - :
le terme majorant étant le terme général d’une série numérique convergente
(on le voit avec le critere de d’Alembert par exemple puisque a < 1). La
série de fonctions [u],],>1 converge donc normalement sur tout segment fermé
borné [« (] strictement inclus dans | — 1, 1[. Le théoréme de dérivation terme
a terme s’applique donc et la fonction Y . u, est de classe C* sur | — 1, 1],
de dérivée la fonction -

rel—1,1r— Zu;(:p) = Z o (?n;:_(;); 2)a’) .



Exercice II (intégrales curvilignes, intégrales impropres)-50 pts

On considére le sous-ensemble S du plan R? défini par
S:={(z,y) € R*; 2’ +y° — 3ay = 0}.

II.1 (10 pts) Sit > 0, déterminer les coordonnées (x(t),y(t)) de l'unique
point d’intersection (différent de lorigine) de S avec la droite d’équation
y = tx. On conviendra de poser par la suite x(0) = y(0) = 0.

Si (z,y) = (z,tx) est un point de S, on a
(1 + %) = 3ta?,

3t
ce qui implique z =0 ou x = —— ; le cas = 0 conduit a y = tx = 0, ce
qui impliq 150 y
qui donne l'origine, solution ici écartée. Le seul point d’intersection (différent

de (0,0)) de S avec la droite d’équation y = tz a donc pour coordonnées

3t 3t?
t) = ——= t) = ——.
W=1pm YO=1 5
I1.2 (15 pts) Montrer que Uapplication v :t € [0,+oo[— (x(t),y(t)) est
injective ; vérifier

lim (z(),y(t)) = (0,0)

t—+o00

et, aprés avoir étudié les variations de t — x(t) sur |0, +oo[, représenter
sommairement ’ensemble (]0,4+00[). On conviendra de poser par la suite
v(+00) = (0,0).

Pour t > 0, on a x(t) # 0 (sinon, on aurait aussi y(t) = 0 et par conséquent
v(t) = (0,0), ce qui est impossible). Si t; et ty sont strictement positifs et
v(t1) = v(t2), on a donc y(t1)/x(t1) = t1 = y(t2)/x(t2) = t2. Comme de plus
v(0) = (0,0) # ~(¢) pour tout ¢ > 0, I'application v : [0, +oo[— R? est
bien injective. On vérifie aussi que

3t .3t

1m = 1m
totoo 1 + 3 to+too 1413

Y

ce qui prouve que y(t) tend vers (0,0) lorsque ¢ tend vers +o00. On a

(1) = 3(141%) —9t®  3(1—2t%)
SR ) R ()Pl

d’ou il suit que x croit d’abord (pour ¢ entre 0 et 271/3) jusqua, Zyayx = 2%/3 ~
1.59, puis ensuite décroit vers sa limite 0 lorsque ¢ tend vers +o0o. Comme

7



y(t) = tx(t), le tracé de 'ensemble (]0, +00]) se présente comme une boucle
(sans point double) dans le premier quadrant ; cet boucle enserre un domaine
borné D (voir la figure ci-dessous).
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Figure 1: Tracé de ([0, +00|)

I1.3 (10 pts) Vérifier que pour tout t > 0, z(t)y'(t) — 2/ (t)y(t) = 2*(¢) *,
puis montrer que lintégrale impropre

/0 Tt () — 2 (Byy(t)) dt

est convergente.

On a
z(t)y (t:)pr%j (t)y(t) _ %[y(t) Jz(t)] =1

lorsque t > 0 puisque y(t) = tz(t) et que z(t) # 0 sur ]0, +oo[. La conver-
gence de l'intégrale impropre

+oo +oo 9t2
/ () dt = / ———dt
0 o (L+13)?

résulte de ce que, au voisinage de 400,

Ot?
(1+3)2 ¢4

1On a pris soin de corriger ici la faute de frappe de I'énoncé : z(t)y'(t) — 2'(t)y(t) et
non a(t)y' (x) — 2/ (£)y(t) !



et du fait que t — t=* est intégrable au voisinage de +o0o grace au critere
de Riemann (4 > 1).

I1.4 (15 pts) Calculer

/0 Tt () — 2 (Byy()) de

et en déduire la surface du domaine borné entouré par le lacet ([0, +00)).

On a, par la formule de changement de variables (ici u = ¢*) dans les
intégrales impropres,

+o0 9t2 +oo d —1 oo
/ 32dt:3/ . 2:3[ } =3
o (1+13) o (14w 1+wulo

D’apres la formule de Green-Riemann,

‘A@@—WM»:2/Admy:2xmmu»

(en prolongeant v a [0, +0o0], on a fait de v un lacet simple dont le support
enserre le domaine borné D) ; ce lacet est en effet ici parcouru dans le sens
trigonométrique car y(t)/z(t) = t croit avec t. L’aire de D vaut donc 3/2.
Nous avons calculé ici 'aire de la boucle d'une strophoide.

Exercice III (séries de Fourier et séries numériques)

ITI.1 (15 pts) Soit f une fonction 2m-périodique et continue par morceaux
sur R dont les coefficients de Fourier complexes valent

signe (k) 1> 9
ce(f) = q ilog k| (%)
Osik=—1,01.

Montrer que la fonction F : R — C définie par

Vo eR, F(Q):/Oef(u)du

est continue, 2m-périodique, et méme de classe C' par morceaus.
SifyeR, ona

fo+h
F(6y+ h) — F(6y) :/ flu)du.

0o
Comme f est continue par morceaux, elle est bornée en module au voisinage
de 0y (par une constante m(fy)) et 'on a, pour |h| assez petit

[F'(00 + h) — F(0o)| < m(bo)|hl,

9



ce qui prouve que F' est continue en 6y. La fonction F' est donc continue
sur R. De plus, sur un segment [a, b] sur lequel fj,5; admet un prolongement
continu f, F' a pour dérivée sur [a, b] (& droite en a, & gauche en b) la fonction
f. Ainsi la fonction F est-elle C* par morceaux (le partitionnement étant
celui qui correspond a la fonction f supposée continue par morceaux). De
plus

F+2r) = /0 . f(u)du = F(0) —i—/@ . f(u)du

— F(9)+/07rf(u) du = F(6)

puisque f est 2m-périodique (d’ou 'avant-derniere égalité) et que co(f) = 0
(d’ou I'égalité finale) ; la fonction F' est donc aussi 27-périodique (attention,
le fait que f le soit ne suffit pas!).

IT1.2 (15 pts) En utilisant la formule d’intégration par parties, montrer que
les coefficients de Fourier complexes de F' sont donnés si k # 0 par

1
———gi k| > 2
Py = { Trtog e >
0sik==1
et si k=0 par’
1 2w
co(F)=—— uf(u)du.
2w Jo

On a, si k # 0, en effectuant une intégration par parties apres avoir découpé
[0, 27] en segments [a;, ai41], [ = 0,..., N — 1 tels que fiq, q,,, € prolonge en
une fonction continue sur [a;, a;41] (ap = 0, ay = 27),

1 2

cn(F) = > F(0)e ™ dg
™ Jo
N-1 ; N-1
1 e~ 0 ai 1 i :
= — F(O 0 —ik6 A6
2 — [ () —i/{;Ll + ik ;/al f(0)e
1 e—ik@ o 1 2 ik
- %[F(Q) —ik}o +2mk/0 J(6)e " db
- a(f)  alf)
= 0 ik ik

21 y avait ici une erreur dans 1’énoncé car il manquait un facteur 1/27 au second
membre ; il n’en a pas été tenu compte dans la correction.
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On en déduit les formules voulues pour k£ # 0 puisque

signe (k) 1
i2klog k| |k|log|k|

pour tout entier k différent de —1,0,1 et que c41(F) = c41(f) = 0. Pour
k = 0, on trouve toujours suivant le méme principe d’intégration par parties
apres découpage de [0, 27],

co(F) = % 027T (/09 f(u)du) do

= % <[F(9)9} R /al+1 f(u)udu)

1=0 “ a
1 o 2m
- %QF(H)H]O - /0 f(u)udu)
1 2m
= F(2n) ——/ uf(u)du
2 Jo
1 2m
= F(O)—% i uf(u)du
1 2
= —%/0 uf(u)du.
1
IT1.3 (10 pts) Quelle est la nature de la série numérique [ ] } ¢
nlognln>2

La fonction décroissante

1
tlogt

t €1, +oo[—
ayant pour primitive sur cet intervalle
z — log(log z)

(qui tend vers +oo lorsque = tend vers +00), le critere de comparaison série

versus intégrale s’applique et assure que la série de Bertrand [ est

nlog n} n>2
divergente.

II1.4 (20 pts) Enoncer le théoréme de Jordan-Dirichlet (en un point 6 € R)
pour une fonction continue par morceaux et 2w-périodique de R dans C. La
fonction continue et 2w-périodique F peut-elle avoir une dérivée a gauche et
a droite en 0 =0 ¢

11



Voici I’énoncé précis du théoreme de Jordan-Dirichlet : si la fonction F' admet
une dérivée a gauche et a droite au point y (c’était la clause de sécurité a
ne pas oublier !), alors

lim ( S Ck(F)ez-ke()) _ F<(90_);‘F<90)’

ot F(6;) désigne la limite en 6y de la restriction de F' & ] — 0o, 8y[ et F(6;)
la limite en 6y de la restriction de F' a |6y, +00[. Si ce résultat s’appliquait
ici en € = 0, on trouverait

00 1 1 27
O:F(O):—szbgk—— wf(u)du
k=2

2m Jo

ce qui est absurde d’apres le II1.3. Il est donc impossible que F' ait une
dérivée a gauche et a droite en 6 = 0.

IT1.5 (10 pts) Peut-il vraiment exister une fonction f continue par morceaux
sur R et 2w-périodique dont les coefficients de Fourier sont donnés comme
au IIL.1 par (*) 2

D’apres II1.1, si f existait, ' devrait étre C! par morceaux, donc en partic-
ulier avoir une dérivée a gauche et a droite en 0, ce qui contredirait le résultat
obtenu au IT1.4. Il ne peut donc exister de telle fonction f satisfaisant & (x)3.

30n aurait aussi pu voir cela directement en remarquant que, pour une telle fonction
f, on aurait eu Y, _; |ex(f)]? = 400, ce qui aurait contredit le théoréme de Plancherel ;
c’était plus court, mais le but du jeu était de tester les connaissances autour du théoreme

de Jordan-Dirichlet.
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