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UE : MAT401
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Documents non autorisés

Baréme : le bareme est donné sur un total de 250 points, la note finale
étant considérée (et reportée) comme une note sur 200.

Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

Exercice I (séries de fonctions, intégrales impropres) - 130 pts

1.1 (20 pts) Vérifier, pour tout x > 1, la convergence de l'intégrale impropre

] t:rfl
/0 "

(on étudiera soigneusement le probléme aux deux bornes de l'intégrale).

Il s’agit d'une intégrale impropre de fonction positive ; un probleme se pose
aux deux bornes de l'intervalle et 'on peut sérier ces deux problemes dis-
tincts.

e Au voisinage de t =0, on a

t:(,‘fl N tz72

et —1

et I'intégrale sur |0, 1] est convergente en vertu du critére de Riemann
(x —2 > —1, exemple 2.1 du cours) et de la régle des équivalents
(troisieme volet du critere de comparaison énoncé page 38 du cours).

e Au voisinage de t = 400, on a

tx—l L
Ntx 1et

et —1 ’

donc
tzfl

~ Pl < CeT? Vit e (1, +oo]

et —1
pour une certaine constante C, > 0, et 'intégrale sur [1, +oo][ est con-

vergente comme celle de t — e~*/2 en vertu du premier volet du critere
de comparaison énoncé page 38 du cours.



1.2 (20 pts) Déduire de 1.1 la convergence de l'intégrale impropre

© 2
1;:/ (oguw)” ),
1

u(u—1)

(log désigne ici la fonction logarithme népérien). Vérifier que
L
o e —1

Si 'un effectue dans I'intégrale impropre convergente

/ i
0 et - 1
(intégrale du type étudié en 1.1 avec x = 3) le changement de variable ¢ =

log u bijectif échangeant |0, 400 et |1, +-00[ de maniere strictement croissante
(u = €'), on trouve en utilisant la proposition 2.3 du cours que 'intégrale

o'} 1 2 00 1 2
/ —< og ) d[log u] :/ —( og ) du
1 u—1 1 u(u—1)
est convergente et vaut
0 1 2 0 t2
/ Mdu — / dt .
L u(u—1) o et—1
1.3 (10 pts) Vérifier la convergence de l’intégrale impropre

1 1 2
J::/ (logv) dv
0

1—w

et l'égalité I = J.
Si 'on effectue dans I'intégrale convergente

dt
/0 et —1
le changement de variable v = e~ bijectif échangeant |0, +oo[ et [0, 1] de

maniere strictement décroissante (t = —logwv), on trouve en utilisant la
proposition 2.3 du cours que l'intégrale

/1 (logv)® dv /1 (log v)? 0
o Iv—1ov J, 1-w0
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est convergente et égale a l'intégrale impropre
e’} t2
/ d.
0 et - 1
donc a 1.

1.4 (10 pts) Vérifier que la suite de fonctions

n

fn :t€]0,+oo[— Ze_(k“)t
k=0

converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction

1

et —1°

f 1t €0, +oo—

Sit >0, et €0,1] et la série géométrique [e *],>¢ est convergente, de
somme
- 1
S(t) = R = :
0= =

La suite de fonctions (f,),>0 converge donc simplement sur |0, +o00| vers la

fonction
t €]0, +o0f— e~ x Lot
’ l—et et —1

ft).
1.5 (20 pts) Montrer que, pour tout t > 0, pour tout n € N !,
F(8) = falt) = ™05 f(1),

puis que la convergence de f, vers [ est uniforme sur tout segment [n, A],
avec 0 <n < A < +00. Est-elle uniforme sur |0, +oo] ¢

On a, pour t > 0,

1 — e*(ﬂ‘i’l)t

fot) =€ x ;(e_t)k =etx e

On a donc, toujours pour t > 0,

1) = £u(t) = 7 x S = e (),

1 y avait une erreur dans I’énoncé concernant cette inégalité : il faut bien lire, comme
écrit ici, e~ ("Dt ot non e~ ("2t + il n’en a pas été tenu compte dans la correction, d’autant
plus que ceci est sans effet sur la suite du probleme.



Sur le segment [n, A], la fonction f est bornée par une constante C(n, A).
Sur cet intervalle, on a donc

[fult) = f()] < e D0 (1, A) 5

I'expression majorante étant indépendante de t € [, A] et tendant vers 0
lorsque n tend vers l'infini, la convergence de f,, vers f est bien uniforme sur

[n, A]. Comme
sup [f(t) — fu(t)] = +o0
10,+00[

car

e—(n—i—l)t

lim = 400
t—0+ et —1 ’

la convergence de (f,,)n>0 vers f n’est pas uniforme sur |0, +oo|.

1.6 (10 pts) Soient n et A deux nombres strictement positifs tels que 0 <
n < A < 4o00. Enoncer le théoréme du cours qui permet d’affirmer que

A A
lim t2f,(t) dt = / t2f(t) dt.

n—-+00 n n

Il s’agit ici du théoreme 2.7 du cours : si une suite de fonctions continues
(F)n>o0 sur un segment [a,b] de R converge uniformément sur ce segment
vers une fonction continue F', alors

b b
lim [ Fy(t)dt = / Ft)dt.

nN—-—1+00
+ a

On prend ici [a,b] = [, A] et F,(t) = t2f,(t) ; la convergence est uniforme
sur [n, A] car

(2 fu(t) = 2 f ()] < A|fult) — f(2)]
sur [n, A] et que la convergence de (f,)n>0 vers f est uniforme sur [n, A]
d’apres 1.5.

1.7 (10 pts) Soit € > 0. Montrer que si n > 0 est un nombre réel suffisam-
ment petit et A un nombre réel suffisamment grand, on a

/nth(t)dt+/oot2f(t)dt§e.

0 A

Comme l'intégrale impropre

/OOO 2 f(t)dt
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est convergente, il existe, d’apres le critere de Cauchy pour les intégrales
impropres convergentes (proposition 2.2 du cours), pour tout € > 0, un seuil
ne > 0 et un seuil A, > 7, tels que, sin <n. et A > A, on ait

/77 f(t)dt < ¢/2

0
et

/H>o f(t)dt < e€/2.

A
On obtient le résultat voulu en ajoutant ces deux inégalités.

1.8 (10 pts) Déduire des questions 1.5, 1.6, 1.7 que l'on a

lim Ootzfn(t) dt = /Oo t2f(t) dt .

n—=+00 Jo 0
On écrit
00 00 n
2 _ 2 — 2 _
| enma= [ erma = [ oo -

n

“+00
/
A

‘/ont2(f”(t)_f (0)d] < /Onth (t)e~ "D dt < / C () de

0

" / 2fa(t) — £(1)) db
2(falt) —

f@))dt.

et que

| / TR - 1) | < / 2 e gt < / ) dr

A A

d’apres l'inégalité établie a la question I.5. Fixons ¢ > 0 et choisissons
n =mn(e) et A= A(e) comme a la question 1.7 pour que

n(e) 00
/ t2f(t) dt +/ 2 f(t)dt <e.
0

Ale)

Ce choix étant fait, il existe un cran N(e) tel que, si n > N(e),
Ale)
[ - re) i <
n(e)

>



(cela résulte du résultat établi a la question 1.6). En conclusion, il suit de
I'inégalité triangulaire que pour n > N(e),

[ o0 - s < ere=2e

Le résultat est donc établi.

1.9 (10 pts) Vérifier

/ tzfn(t>dt:Z/ tze’(k“)tdt:(
0 0 V0

On a

00 +o0 n
/ 2f.t)dt = / tze_t<26_kt> dt
0 0 o
k=00
_ z”:/oo u? v du
~Jo (n+1) n+1
n 1 /oo ,
= — ] X u“e " du
(kz:% (k+ 1)3> 0

si I’on utilise, pour passer de la ligne 2 a la ligne 3 , le changement de variables

t = (k + 1)u dans la k-éme intégrale figurant dans la somme.

1.10 (10 pts) Déduire des questions 1.3, 1.5 et 1.9 la formule
— 1 1
Z_:_/ (logv)® dv
p k3 2 1—wv

Faisons tendre n vers +oo dans 1'égalité établie en 1.9. D’apres le résultat
établi en 1.7, le membre de gauche de la formule tend vers

/Oooth(t)dt,

1 2
/ (logv) o
0 1 — v
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(voir 1.3). Comme

/ we Tt du = [—uQe_“]8°—|—2/ ue " du
0 0

la formule demandée est prouvée.

Exercice II (séries de Fourier)- 60 pts

I1.1 (20 pts) Soit x un nombre réel n'appartenant pas a Z. Calculer (en
fonction de x), les coefficients de Fourier complexes c,(f.), n € Z, de la
fonction 2m-périodique f, définie sur [—m, [ par

f2(t) :==sin(zt), t € [-7, 7.

Pour k € Z,

sin(zt) e —ikt gt

/ t
.

R i
[Z(:c—k) " z'(x—i—k;)}
_ L(( DFsin(zm) (=1 sm(mr))

xz—k r+k

I1.2 (20 pts) Montrer que la suite de fonctions (Szn)nen définies sur R par

k=n

Sen(t) = > cr(fa)e™

k=—n

converge simplement vers une fonction 2mw-périodique S, coincidant avec f,
sur R privé des multiples impairs de w. Que vaut S, aux multiples impairs
de m ? La convergence de la suite de fonctions (Syn)n>o0 vers S, est-elle
uniforme sur R ¢

La fonction S, , représente la n-eme somme partielle de Fourier de f,. Or
la fonction f, est une fonction dérivable sur R, privé des points +m, £37, ...,
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c’est-a~dire des multiples impairs de w. D’apres le théoreme de Dirichlet
(théoreme 4.8 des notes de cours), la suite (S;,)nez converge simplement
vers la fonction f, sur R privé de 'ensemble des multiples impairs de 7.
En un point de la forme (2kg + 1)7 avec kg € Z, la fonction f, admet
une limite a gauche et une limite a droite (valant respectivement sin(7zx) et
sin(—mz) = —sin(mz)) ; de plus, le graphe de la fonction présente des démi-
tangentes a gauche et a droite au point (2ky+ 1)7 et le théoreme de Dirichlet
s’applique encore en ce point, mais avec cette fois comme résultat :

lim_ Soa((2ho +10m) = 5 (£llho+ D) + (ko + 1))

n—-4o0o

= %(sin(wx) —sin(rz)) = 0 = S, ((2ko + 1)7).

La convergence de (S, )n>0 vers S, n'est pas uniforme sur R car les fonctions
Sz sont toutes continues tandis que S, est discontinue aux multiples impairs
de 7.

I1.3 (20 pts) En utilisant un résultat du cours que l'on précisera, montrer

que la limite
n

Jm 3l )P

existe dans R et calculer en fonction de x cette limite.

Le théoreme de Plancherel (théoréme 4.10) nous assure que la limite en ques-
tion existe et vaut

L fitydt = Lr sin®(zt) dt = Lrr (1 — cos(2zt)) dt
27 . 2 o A .
11 sin(2tz))™
T2 Ar [ 2z ]—'n
_ 1(1 B sin(27rx)> '
2 2rw

Exercice III (intégrales curvilignes) - 60 pts

On suppose que F :_(f,g) est une application de classe C? au voisinage du
disque unité fermé D de centre (0,0) et de rayon 1, a valeurs dans R?, et
telle que

V(z,y) € D, f(z,y)+g*(z,y) =1. (%)



IT1.1 (20 pts) Vérifier, en différentiant (x) par rapport a x ety que

Ly g,y B
=0 V(z,y) € D.
L(x,y) Gz

En différentiant (*) par rapport & x et y, on trouve que pour tout (x,y) dans
le disque ouvert D (de centre 1'origine et de rayon 1), on a

f(ar,y)g—i(x,y)+g(x,y)%(a:,y) = 0
f(x,y)g—g(x,y)+g(rv,y)g—z(x,y) = 0.

Le couple (X,Y) = (f(x,y), g(x,y)) est donc solution du systéme linéaire de
deux équations a deux inconnues (et sans second membre)

of dg

of dg _

Comme (X,Y) # (0,0) car X? + Y? = 1, le déterminant de ce systeme
linéaire doit étre nul, ce qui signifie donc

w(ry) gz.y)

=0 V(z,y) € D.

o) 0
L(x,y) Gz

Par continuité, le résultat reste vrai pour tout (x,y) € D.

II1.2 (20 pts) On note

_Of of
df = axdav—l—aydy
Oy dg

En utilisant la formule de Green-Riemann (que l’on rappelera), montrer que,
sty est le chemin paramétré

t € [0,27] — (cost,sint),



on a

Lfdgzo.

[0 = [ 5hw e+ e

On écrit

— /P(g;,y)dx+ Q(z,y)dy .

Y

Or on remarque que

oQ opP %(w,y) %(%3” 829 829
o 0y o +JC(“"’:’y)(a:cay - 8y8w>

0

Y(x,y) 2(z,y)

0, 0
g (wy) §iw,y)

en utilisant pour établir la derniere égalité le lemme de Schwarz sur ’égalité
des dérivées partielles secondes 02 g et 92 ,g. Sil’on utilise le résultat établi
a la question IIL.1 et la formule de Green-Riemann (théoreme 2.1 des notes
de cours) appliqué a louvert borné V' = D et a la 1-forme différentielle f dg,

on conclut que
/ fdg=0.
.

I11.3 (20 pts) On suppose de plus que F(z,y) = (v,y) st 2> + 3> = 1.
Montrer que f7 fdg = 7 et en conclure que [’existence de I est impossible.

Un calcul immédiat montre que

27 1 2
/$dy = / cos’tdt = - / (1 + cos(2t))dt = .
o 0 2 0

Comme on a vu a la question III.2 que

/:de=/fdg=0,
Y Y

I'existence de F' = _( f.g) de classe C? au voisinage de D, vérifiant & la fois
f?+9¢*> =1dans D et F(z,y) = (z,y) si 2?2 +y? = 1, est impossible (car
conduisant 3 une contradiction entre fw fdg=0et f7 fdg=m#0).
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