MHT512: Intégration 2008

Devoir maison N 3

1. Soient I = [071]7R+: [0700[7 f(U,U): M%Qﬂ etg(x,y, )— f(.’L' t)f( Y, ) (.’L’,y,t) €J=
I <X T XRy.

(a) Montrer que g est intégrable sur J (mum de mesure de Lebesque) et en appliquant le théoréeme
de Fubini-Tonnelli a J = R+ x I?, que A =: [;gdtdzdy = fRJr(arCt“" )2dt.
(b) En décomposant

1+as 1+bs en elements szmples et en appliquant Fubini-Tonnelli a J = I* xR,

T dxdy
montrer que A =3 [;,; 750

(c) En appliquant a nouveau le théoréme de Fubini-Tonnelli a cette derniére intégrale, montrer que
A= min2.

2. Soit f: Ry = [0,00[— Ry une fonction mesurable et g, p(x,y) = f(x+y)z®y® ot (z,y) € R
eta>—1, b>—1.

(a) En supposant que f est continue, montrer que go.p est intégrable sur tout carré |0,c[x]0,c],
c>0.

(b) Montrer que Uapplication ¢ : (u,t) — (tu, (1 — t)u) est une bijection de Ry x [0,1] sur R% et
calculer son Jacobien.

(c) En effectuant un changement de variables indiqué en (b) et en appliquant Fubini-Tonnelli,
mon(z)frer que Jp2 gapdrdy = I(a,b)F(a+b+2) ou I(a,b) = [ t*(1—1t)bdt, F(c) = Je, f(u)udu,
c>\U.

3. Soitl <p<ooetll = LPRy) = {f: [C|f@®)Pdt < oo} lespace de Lebesgue sur
R, = (0,00) muni de la norme || f|l, = ([5°|f(#)[Pdt)}/P. Pour f € LP et x >0 on pose

(a) Soit0 < a < z% oup’ est l’exposant conjugué, Il?+ z% = 1. En écrivant F(z) = 1 / fe)tedt

montrer que

F(x)

P —1l—ap x
< x—/ )PP dt.
‘ = (1 . Oép,)p/p 0 |f( )|

o < P 1 >
(b) En déduire que/o ‘F(x)‘ dz < ap (1= Oép,)p/p/ /0 | f(t)[Pdt.

(c) Montrer que T est un opérateur linéaire continu de LP(Ry) dans lui méme. En étudiant la
fonction o — ap(1 — ap ¥ montrer que |T|| < p' 0i Tl = sup{|Tflp: /], < 1}, la norme
de T.

- FIN -



