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Texte (en italiques) et corrigé (en roman )

Exercice 1
Question préliminaire (1 pt.) : Enoncer le théoréme de Fubini- Tonelli.

Soient () et €y deux ensembles, équipés chacun d’une tribu 7; et d’'une me-
sure positive p1; o-finie. Soit f une fonction de 2 x Qy dans [0, co], mesurable
relativement aux tribus 73 ® 75 a la source et B([0, 00]) au but. Les fonctions

T € — A f(x,y)dus(y) , y € Qo g f(x,y) dpa ()

sont respectivement (77, B([0, o0])) et (73, B([0, 00]))-mesurables et I'on a
L remammlane = [ ][ b))
= [ i s ).
Q1 %09

1 (2 pts). Apres avoir exprimé, pourt > 0, la mesure de [’ensemble {f > t}
comme lintégrale sur ) (relativement a la mesure j1) d’une fonction que l'on
précisera, montrer, pour tout p € [1,00[, que

+o0o
[rdu=p [0 uits > 0
Q 0

D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

p / P > ) dt = p / Uy i © dpi(w)
0 10,00[x 2

_ / ( / " i) due) - / ()] du(w)

2 (141 pts.). Vérifier que, pour tout o > 0, pour tout nombre réel x > 0,

on a 0o r
/ tm—le—at dt — ('I) ,
0

O{CC




ot

Ezpliquer pourquoi la fonction I' est bien finie sur |0, +ool.

On applique la formule de changement de variables en posant u = at. On a

donc - o at
/ t" et dt = / v e 1)
0 0 ax—l o ot :

1

Au voisinage de t = 0, u — u* e~ " est une fonction positive équivalente a
u — u®! qui est intégrable sur |0, €] si et seulement siz —1 > —1,i.e. x>0
(critere de Riemann). Au voisinage de +o00, on peut majorer u +— u® ‘e ™
par u — e~%/2, puisque le quotient de ces deux fonctions tend vers 0 (ceci est
valable quelque soit 2 € R). Comme la fonction u — e~%/2 est intégrable sur
[0, 00], le critere de comparaison assure l'intégrabilité de la fonction positive
u — u”te™ sur |0, +oo[ si et seulement si x > 0. La fonction I' est donc
bien définie sur ]0, +oo.

3 (2 pts.). Montrer que la fonction x — T'(z) est une fonction C* sur
10,400 et exprimer sous forme d’intégrales dépendant du paramétre x les

dérivées successives x — d*T"/da* de la fonction T' sur |0, +ool.

Pour tout z > 0, la fonction u +— u* le % = e(@—Dlogu—u o5t de classe C™®
sur ]0, +ool, de dérivée k-ieme

u— (logu)Fel@Dlosu—u — (Jogq)ky~Lev |

SiT>e>0etsie<z<T,ona:

Vu €)0,1], v Hlogulfe™ < wulogulf < ke (k)u/?!
Vu e [1,00[, u" Hloguffe ™ < ul"Ylogul|fe ™ < Kp(k)e /2.

La fonction
U — /{E(k)ue/2_lx}o71[(u) + KT(k:)e_“/QX[LJFOO[

est une fonction intégrable sur ]0,00[, qui peut jouer le role de chapeau
d’intégration dans 'application (inductive) du théoreme de dérivation des
intégrales dépendant d’un parametre, ce parametre (en l'occurrence ) ap-
partenant a |e, T'[. On déduit de ce théoréme (appliqué de maniere inductive)
que la fonction I' est indéfiniment dérivable sur |e, T'[, de dérivée k-ieme sur
cet intervalle

xl—>/ (log u)*u® e ™ du.
0



Comme € et T sont arbitraires, on peut prendre € arbitrairement petit et T’
arbitrairement grand pour conclure que I' est de classe C*° dans |0, +o0|.

4 (2 pts.) On suppose qu’il existe 3 > 0 tel que

Conl)i= [ el > )y e < +ox.

Montrer qu’il existe une constante vy, (indépendante de f et de 3) et que l'on
calculera telle que
[Cp (NP

/ﬂw<v s

p

(on distinguera si nécessaire les casp > 1 et p=1).

Supposons d’abord p > 1. On écrit, grace a I'inégalité de Holder,
p [ e pde = p [ (re ) (F s> )
0 0
S) 1
< o[ e an)” < (Culh)
0
Bt 5 1
= o [ e ) <)
0

'3
— BT X [Cra(f)]7
— Vp[cp,ﬁ(_j;]g’
IO

ou

Sip =1, on a la majoration

/0 T eI > 1)) di < / T > 1)) de

On peut donc prendre v, = 1.

5 (1+.5 pts.). On suppose que ( fi)k>0 est une suite d’éléments de LP(Q, T, 1)
telle que, pour un certain 3 > 0, on ait la propriété :

Ve>0,3N(e) tel que Vn,m > N(e), Cpa(|fn — fil) <€



Montrer (en utilisant le résultat établi & la question 4) que la suite (fi)rso
converge dans LP(Q, T, ) vers un élément g € LP(Q, T, u) et que l'on peut
extraire de la suite de représentants (fr)r>0 une sous-suite convergeant fi-
presque partout vers un représentant de g.

_ P Cpﬂ<|fn_fm’)
/Q\fn fulP dp < =y

il résulte de I'hypothese faite dans cette question 5 que la suite ( fn)n est de
Cauchy dans LP(Q, 7, u1). D’apres le théoreme de Riesz-Fischer (assurant que
LP(Q, 7T, i) est un espace de Banach, i.e. un espace vectoriel normé complet),
cette suite converge donc dans LP(€2, 7, u) vers un élément g. On sait aussi
(c’est un avatar de la preuve du théoréeme de Riesz-Fischer) que 'on peut ex-
traire de la suite de représentants (f,,), (suite de £P(£2, 7, u)) une sous-suite
convergeant p-presque partout vers un représentant de ¢ dans L£P(Q, 7, ).

Comme

6 (1.5 4+ 1.5 pts.). On suppose que (fi)r>o0 est une suite de fonctions
mesurables de 2 dans R (relativement a la tribu T sur Q, a la tribu B(R)
sur R), telles que

vt>0, lim p({|fel >}) =0

et que

VkeN, u({|fsl > t}) < Ce™™

pour un certain By > 0 et une certaine constante positive C. Montrer que les
fonctions fi sont dans tous les espaces LP(Q, T, 1) et que la suite des classes
(fi)x tend vers 0 dans chaque LP(2, T, ).

Soit p € [1,00[. On a, pour tout k € N,
Vit €]0, 00, T u({|fu] > t}) < tP7lem

Comme la fonction ¢ €]0, oo tP~te=t est intégrable sur |0, oo[ (car majorée
par cpe*ﬁot/ 2 sur cet intervalle), elle peut étre considérée comme un « chapeau
intégrable » dominant toutes les fonctions

t €0, 00l " u({|fil > 1}).

Comme cette suite de fonctions converge (par hypotheses) simplement vers
la fonction nulle sur ]0,00[, et qu’il s’agit d’'une convergence dominée, le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue assure que

k——+o0

lim (/OOO = (4 f] > 1)) dt) —0.



Il résulte alors de la formule établie a la question 1 que

im_ [ [l de =0,
Q

k——+o0

ce qui signifie que la suite (f; ) converge vers 0 dans LP(Q, 7T, 11).

Exercice 1 : autour du théoréeme de convergence dominée.

Question préliminaire (1 pt.) : énoncer le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue.

Soit (€2, 7, ) un espace mesuré et (f,)nen une suite d’applications mesu-
rables de € (muni de la tribu 7) dans C (muni de la tribu borélienne sur
C). On suppose que, pour w € Q\ E (avec u(E) = 0), la suite (f,(w))nen
converge vers une limite f(w), et qu'il existe une fonction g : Q +— [0, o], me-
surable de  (équipé de la tribu 7°) dans [0, o] (muni de la tribu borélienne),
intégrable relativement a la mesure u, et telle que

VneN, YweQ, |fu(w)| < g(w).

Alors, toutes les fonctions f,, sont intégrables par rapport a la mesure u
(d’apres le principe de domination), la fonction f se prolonge en une fonction
mesurable f de €2 dans C, intégrable elle aussi relativement a la mesure p,

et on a :
fan= [ Fau=tim_ [ fdu.
Q n—+oo Jo

l.a. (241 pt.) En utilisant par exemple le procédé d’intégration par parties,
calculer, pour k > 1, la valeur de ['intégrale

Q\E

/Ooo(sin t)ye M dt (%)

aprés avoir justifié la convergence de cette intégrale. L’intégrale (*) est-elle
convergente (au sens de Lebesque) si k=0 %

La convergence de l'intégrale est assurée par le fait que
Vit € (0,00, |(sint)e ¥ <e ™

et que [[TeMdt = 1/k < 4o0; lintégrabilité sur [0, 00 de la fonction
t — sint x e ¥ résulte donc du principe de domination. Par parties, on a,
pour tout A > 0,

A —kt A 1 A
/0 (sint)e Fdat = [Sint X 67}0 +E/O (cost) e ™ dt



sinAe 4% 1 coste kA 1 (A ki
— +E<[_—/€ }O—E/O (sint)e dt>

sinAxe @ 1 —cosAxe kA 1[4

R 72 2 ),

En faisant tendre A vers 400, il vient donc

[e.9] 1 oo
. —k : —k
/o (sint)e " dt = ﬁ(l — /0 (sint)e tdt) :

o0 1
: —kt g, _
/0 (sint)e ™ dt = e

Comme la fonction ¢ +— | sin ¢| est une fonction positive périodique de période

7 et que
/ |sint|dt =2,
0

ona [;°|sint|dt = 4+oco. L'intégrale (*) n'est donc pas convergente si k = 0.

1.b. (2 pts., dont 1 pt. pour la justification). Vérifier la formule
 sint > 1
dt = —
/0 et — 1 ; 1+ k2

apres avoir justifié la convergence (au sens de Lebesque) de 'intégrale figurant
dans le membre de gauche.

Au voisinage de t =0 (t > 0), on a

|sint| |sint]
et —1 t

L,

et le critere de comparaison implique la convergence (au sens de Lebesgue)

de toute intégrale fOA sint/(e! — 1) dt, lorsque A > 0. Pour ¢ assez grand, on
a
| sint| 1 i
< < 2e".
-1 et—1-"°

Le critere de comparaison implique également

/ [sin |dt§2/ e™tdt.
a =1 A

L’intégrale




est donc convergente au sens de Lebesgue. De plus, si 'on pose
N
Fn(t) =sint x Z e~ (kDL

on a, pour tout t > 0,

smt sint
li F = txetx = = .
N—lgloo ~(t) = sin e Ze —— ]

D’autre part, pour tout ¢t > 0,

o0

|Fn(t)] < |sint| x Ze*(kﬂ)t _
k=0

| sint|
et —1

= g(1).

Comme la fonction g est intégrable sur |0, +oc[, on peut appliquer le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue a la suite (Fix)n>o, et 'on en déduit

Nl—lg-loo i Fn(t)dt kz_o/o (sint)e dt /0 et—ldt'

En appliquant (pour chaque k£ € N) la formule établie a la question 1.a, on
en déduit

i = /°° sin ¢
— 1+ k +1)2 et —1°
2 (2 pts.). Déterminer la limite, lorsque n tend vers +00, de la suite (I,,)n>1,
ot

I, = A) oy

C’est une application du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Pour presque tout ¢ €]0, 1], 1/t n’est pas un multiple impair de 7/2 et I'on a
donc |sin(1/t)] < 1. Ceci implique que, pour presque tout ¢ €]0, 1], on ait

lim |sin(1/¢)]" =0.

n—-+o0o

Cette convergence simple est en fait dominée, car on a aussi

vVt €]0,1], |sin(1/t)|" <1,



et que t — 1 est une fonction intégrable sur ]0, 1]. On peut donc appliquer le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue et conclure

lim (sin(1/t))"dt = 0.

Exercice 2 : la formule de changement de variables.

Question préliminaire (1 pt.) : énoncer la formule de changement de
variables dans les intégrales de Lebesque sur R™ relativement a C*-difféomor-
phisme entre deux ouverts de R™.

Soient @ : U — V un C! difféomorphisme entre deux ouverts U et V de R".
Une fonction f : V — C est intégrable sur V' (relativement a la mesure de
Lebesgue, et pour les tribus boréliennes a la source et au but) si et seulement
si la fonction

z €U f(®(x)) x [Jac(P)(x)]
est intégrable sur U. On a de plus

/Vf(y) dy = /Uf(q)(a:)) |Jac(®)(z)| dx . (xx)

Si f est mesurable positive, cette formule est vraie, que f soit intégrable ou
non par rapport a la mesure dy : si f est positive mais non intégrable, les
deux membres de la formule (**) valent +o00; si f est positive et intégrable,
ils sont égaux au méme nombre réel positif.

2.a (2 pts.). Soient x €]0,1] et

t\ T —(t+s)
f oo (t,s) €0, 00— t7 s e~ (tHe) = (_) e :

2
. €]0, oo[* .

En utilisant un changement de variables convenable (u = t/s, v =t + s)
dont on montrera qu’il s’agit bien d’un C*-difféomorphisme entre |0, 00[? et
10, 00, montrer que l'on a la formule

67’0
f(t,s)dtds = // u”! dudv .
//]0700[2 ( ) 10,00[2 u—+1

Les fonctions (¢, s) — t/s et (t,s) — t + s sont de classe C' dans |0, co[%. De
plus, pour tout (¢, s) €]0, 00[?, on a

': ‘ 1/s —t/s?
1 1

_s+t
-2

Au
E
ot

FIERIE

S



Siu=t/setv=t+s, onav=su+s=s(u+1) cequi implique
s=uv/(u+ 1), et, par conséquent t = us = uv/(u + 1). L’application

‘ 9 uw v
O (u,v) €0, 00— (H P 1)
est une application de classe C', d’image ]0, oo[?, et dont l'inverse est I'appli-
cation (¢, s) €]0, 00[*— (t/s,t+s). Cette application réalise donc bien un C*!
difféomorphisme @ de |0, co[* dans lui-méme. Le jacobien de ® au point (u,v)
vaut (d’apres le cours de calcul différentiel, plus précisément l'expression du
jacobien d’une application inverse) vaut

1 52 s v 1 v

Sos+t 14u u+1l utl (u+1)?

D’apres la formule de changement de variable (appliquée ici a une fonction
mesurable positive, dont on peut se dispenser de vérifier qu’elle est intégrable
du fait de la positivité), on a

v dudv
/ }Om[f(t, s) dtds /Ampf(@(u, v)) (T 17
B u®  _, vdudv
- //}0700[2 Hw0) (w+ 1)
B // u”(u + l)e*” v dudv
0002 WU (u+1)2

= // u® ! ¢’ dudv
N 10,00[2 U+1 '

2.b (2 pts.). Aprés avoir justifié la convergence des trois intégrales im-
pliquées dans la formule, prouver lidentité :

vV €]0,1], </OO° tgc_le_tdt) X (/OOO s Te® ds) = /000 Sill du .

Les deux premieres intégrales impliquées dans le produit de droite sont bien
convergentes : en effet, on a a la fois

Cest 1a la formule demandée.

/ t* e tdt = T(x) < +o0 car x > 0,
0
et

/ s Fetdt = / sttt =T(1—2z) < +oocar 1 —x >0
0 0

9



(voir par exemple la question 2 de l'exercice I & laquelle on peut se référer
ici). Au voisinage de u =0, on a

uw—l

u+1 -
cette fonction est bien intégrable au voisinage de 0 d’apres le critere de Rie-
mann, pourvu que x — 1 > —1, i.e. x > 0, ce qui est le cas ici. Au voisinage
de 400, on a

rz—1
)

r—1
U uz—2 .

u+1 ’
cette fonction est donc bien intégrable au voisinage de +00, toujours d’apres
le critere de Riemann, puisque z — 2 < —1 du fait que x < 1. L’intégrale
figurant au membre de droite de la formule a établir est donc bien aussi
convergente.

D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, on a

oo ,,xz—1 o} oo ,x—1
// e U dudv = / “ du x / e Ydv = / “ du .
0 00[2 u -+ ]- 0 u + 1 0 0 u 4+ 1

s

Cest, une fois utilisée la relation e=+%) = e~te=* ce méme théoréme de

Fubini-Tonelli que 'on invoque pour affirmer que

/A)m[t“}_ls”e—(t“) dtds = </000 t7 et dt) X (/000 s re ds) )

On obtient ainsi la formule demandée.

Exercice 3 : théoreme de Fubini et propriétés de la mesure de Lebesgue.

Soient f et g deuz fonctions boréliennes de |0,00[ dans R, intégrables sur
10, 0o[ par rapport a la mesure de Lebesque.

3.a (2 pts.). Montrer que

/A)oop w)| [g(z — u)| Xocuca (2, w) dudz = /Ooo|f(u)|du X /Ooo l9(2)| da.

Il s’agit ici encore d’une application du théoreme de Fubini-Tonelli.

[ 1ot = 0 xocucs o) dus
- [ |f<U)|</uoo|g(x—U)|dfv>du
= [ 1@ [ o)) au
= [ l@ldux [ gt

10



(pour passer de la seconde a la troisieme ligne, on a utilisé 'invariance par
translation de la mesure de Lebesgue sur R).

3.b (141 pts.). En déduire que pour presque tout x €]0, 00|, l’intégrale

/f g(x —u)du

est absolument convergente et que

/Ooo’/oxf(U)g(m—u)du‘dxg/Ooo\f(u)\dux/:o lg(z)| d.

On a
/OOO </Ow |f(w)]lg(z — u)]du) dz
- /Oo (/Oo| flu) |g(x_“)|Xo<u<zdu) dx
- //000 u)l [g(z — u)| Xo<u<a drdu

d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli. Cette intégrale est convergente d’apres
le résultat établi a la question 3.a (puisque f et g sont toutes les deux
supposées intégrables sur ]0,00[, donc que [°|f(u)|du x [;° |g(x)| dz est
une quantité finie). La fonction (intégrable sur |0, co])

€10, ool / " 1F )] l9(a — w)| du

est donc finie pour presque tout z €]0,00[ (au sens de la mesure de Le-
besgue) ; ceci résulte de I'inégalité de Markov. Pour dzx presque tout z €]0, 0o,

I'intégrale
| #gte - v
0

est donc convergente au sens de Lebesgue. De plus, on a, pour un tel z > 0
pour lequel cette intégrale converge,

‘/Oxf(u)g(:c—U)du‘ < /Ox\f(u)Hg(:c—u)]du

(d’apres les propriétés de l'intégrale). On a donc, apres intégration par rap-
port & la mesure de Lebesgue sur ]0, oo,

A)m[\/oxf(u)g(x—u)du)dxgA)m[(/oxyf<u)y|g(x_u)‘du> dr .

On conclut en utilisant a nouveau le théoreme de Fubini-Tonelli et 1’égalité
établie a la question 3.a. L’inégalité demandée en résulte.
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