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Chapitre 1

Tribus et mesures positives ; les
exemples de Borel et Lebesgue

1.1 Introduction

On connait depuis le lycée et les cours de L1 et L2 ’approche classique du calcul
d’aire, basée sur les idées développées par le mathématicien allemand Bernhard
Riemann !(1826-1866). Par exemple, si f est une fonction réelle positive et majorée
sur le segment [a, b], on peut définir sans ambiguité I'aire du < sous-graphe >

{(z,y) €R*; 2 € [a,b] et 0 <y < f(2)} (1.1)

pourvu que la condition suivante soit satisfaite :

Critere d’intégrabilité de Riemann (pour une fonction réelle positive f
sur [a,b]) : pour tout € > 0, il existe deux fonctions positives < en escalier > (c’est-
a-dire dont le < sous-graphe > se présente sous forme d’histogramme) o, et 1, telles
que o, < f < sur [a,b] et que

0< / (6elt) — pult)) dt < c.

y=f(x)

N

F1GURE 1.1 — Calcul approché d’aire suivant Riemann

1. Sil’on lui doit des travaux intéressants sur le concept d’intégrale (qu’avec Cauchy il contribua
pour ses besoins & clarifier), ce sont ses travaux en géométrie différentielle (dont il posa dans
sa dissertation en 1854 les premiers jalons) qui certainement constituent I'une des contributions
majeures de Riemann aux mathématiques et a la physique.
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L’aire du < sous-graphe > (1.1) (ou ici, ce qui revient au méme, l'intégrale de f
sur [a,b]) est définie alternativement comme la borne inférieure des intégrales? des
fonctions en escalier ¢ qui majorent f sur [a,b], ou (ce qui revient au méme pourvu
que le critere d’intégrabilité soit satisfait) la borne supérieure des intégrales des
fonctions en escalier positives ¢ qui minorent f sur [a, b].

Si f est continue, ou bien monotone, ou encore s’exprimant comme différence de
deux fonctions monotones (par exemple si f est < a variations bornées® > ), plus
généralement si f est réglée (c’est-a-dire admet des limites a gauche et a droite en
tout point de [a,b]), alors le critere d’'intégrabilité de Riemann est satisfait et on
peut calculer I'aire du < sous-graphe > (1.1) et la noter d’ailleurs

/bf(t) dt ou encore f(t)dt

[a,b]

(c’est la définition dans ce cas de U'intégrale de f sur [a,b] puisque f est supposée
positive).

Cependant, suivant cette approche, il n’est pas possible de calculer I'aire de 1’en-
semble

{(z,y) eR*; 2 €[0,1] et 0 <y < xo(2)}, (1.2)

Xo désignant la fonction définie sur R et valant 1 sur Q et 0 sur R\ Q, ou, ce qui
revient au méme, de donner un sens a l'intégrale

[ xetar

Pourtant, on constate que la fonction yq que 'on prétend intégrer sur [0, 1] ne vaut 1
que sur [0, 1]NQ, c’est-a-dire sur un ensemble dénombrable, autant dire pratiquement
nulle part dans I’ensemble de définition [0, 1], qui lui, on le sait, n’est pas un ensemble
dénombrable! On aurait donc envie de dire que la surface de I’ensemble défini en
(1.2) vaut 0 mais la théorie inspirée de I'approche de Riemann nous en empéche : la
fonction g ne satisfait pas le critere d’intégrabilité de Riemann sur [0, 1] car la seule
fonction en escalier positive ¢ qui la minore est la fonction nulle (sauf peut-étre en
un nombre fini de points rationnels ou elle peut prendre des valeurs entre 0 et 1)
puisque [0, 1] \ Q est dense dans [0, 1], tandis que toute fonction en escalier positive
¥ qui la majore est minorée par 1 sur [0, 1] (sauf éventuellement en un nombre fini
de points isolés) puisque [0,1]NQ est dense dans [0, 1] ; I'intégrale de 1) — ¢ sur [0, 1]
est toujours au moins égale a 1, donc ne saurait étre rendue arbitrairement petite.

Nous allons voir dans cette section comment rectifier le tir, a savoir élargir la classe

des sous-ensembles de R"™ que 1'on saura < mesurer > et en méme temps donner un
sens a la notion de mesure n-dimensionnelle dans R".

2. Le calcul de l'intégrale d’une fonction en escalier positive sur [a, b] revient juste au calcul de
la surface d’un histogramme, donc au calcul de la somme de surfaces d’un nombre fini de rectangles
a cOtés paralleles aux axes, ce qui ne pose aucun probleme.

3. i.eil existe une constante C' > 0 telle que pour toute subdivision xp =a < z1 < ...<zy =b
(N > 1 quelconque), on ait

hE

|f(zr) = flop-1)] < C.

k=1
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Rappelons cependant ici que la méthode la plus naive de tenter de calculer une aire
est inspirée des probabilités et est d’origine tres ancienne : imaginons par exemple
que nous souhaitions calculer la surface du domaine fractal A proposé sur la figure
1.2 (en blanc sur la figure) et que le cadre rectangulaire dans lequel cette figure est
inscrite soit supposé d’aire normalisée égale a 1.

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FI1GURE 1.2 — Un domaine plan < fractal >

On <« jette > des points sur ce cadre, tous les points de chute étant équiprobables.
On fait cela un nombre N (tres tres grand de fois), puis on divise par N le nombre
de jets (Npy) ol le point est tombé sur la cible (le domaine A dont on veut calculer
'aire). Dans les bons cas (c’est-a-dire lorsque parler de cette aire a un sens), la
loi des grands nombres* (outil clef du principe sur lequel se fonde le raisonnement
statistique, comme dans les sondages d’opinion par exemple) permet d’assurer que
lorsque N (le nombre de jets, ceux ci étant supposés indépendants) tend vers +oo,
alors le quotient Ng,, /N tend vers l'aire de A. Cette méthode tres intuitive est connue
comme la méthode de Monte Carlo et permet, lentement, c’est vrai, de calculer ’aire
d’un domaine (si toutefois cela est possible, c’est-a-dire si 'on sait associer sans
ambiguité une <« mesure > a ce domaine plan A en tentant de le mesurer (suivant une
idée inspirée de la démarche de Riemann pour le < sous-graphe > (1.1)) de 'extérieur,
puis de l'intérieur et de vérifier ensuite que les deux approches coincident.

Il ne faut pas étre trop optimiste et penser que 'on puisse tout < mesurer >! La
possibilité de faire effectivement un calcul de mesure est intimement liée a la notion
profonde de dénombrabilité (on le verra constamment dans ce chapitre). Sortir de ce
cadre, c’est se priver de procédés algorithmiques pour < calculer > et < mesurer ». En
1923 par exemple, le mathématicien, logicien et philosophe polonais Alfred Tarski
(1903-1983) a proposé le célebre paradoxe suivant, dit paradoxe de Banach °-Tarski :
on peut faire un puzzle avec une sphere pleine S de R? de rayon 1 (i.e réaliser
une partition de S en un nombre fini de parties disjointes) et reconstituer avec les
morceaux du puzzle deux spheres de méme volume que la sphere initiale! Il est
clair ici que, si un tel paradoxe surgit, c’est qu’il existe des sous-ensembles de la
sphére pleine auxquels on est incapable d’affecter un volume 3-dimensionnel (il en
figure au moins un dans notre partition). Construire une classe de sous-ensembles

4. 11 s’agit en fait ici d’'une approche empirique a la notion d’espérance, voir 'UE MHT601 a
venir.

5. Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, encore plus connu qu’Alfred Tarski
(avec qui il mis en lumiere ce paradoxe dit aujourd’hui de Banach-Tarski), fut I'un des fondateurs
de Vanalyse fonctionnelle; le concept d’espace de Banach (espace vectoriel normé complet) est
omniprésent dans toutes les branches des mathématiques.
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de R™ < mesurables > est donc une premiere nécessité avant d’étudier le probleme
de l'intégration® des fonctions sur des sous-ensembles « mesurables > .

Les physiciens envisageant aussi le concept de répartition de masse non nécessai-
rement homogene, il sera aussi utile de développer dans un cadre plus général le
concept de mesure positive : une famille de parties d’un ensemble €2 étant donnée
avec certaines propriétés, que signifie < I’équiper d’une mesure positive > 7 Si €2
est un ensemble abstrait et la <« mesure > de masse totale 1, ces constructions se-
ront les ingrédients essentiels de la théorie des probabilités (dissociée de ce cours
d’intégration, elle fera 'objet de 'UE MHT601 au second semestre).

Voila donc les divers objectifs que nous nous assignons dans ce premier chapitre.

1.2 Algebres de Boole et tribus sur un ensemble
abstrait

Si Q désigne un ensemble (pour I'instant abstrait), alors, suivant ’axiomatique de
la théorie des ensembles, on peut définir un nouvel ensemble P(£2) (dit des < parties
de © =) dont les éléments sont les sous-ensembles de 2. Cet ensemble P(£2) peut
étre équipé naturellement de deux opérations internes :

(A,B) € P(2) x P(Q) +— AU B (union de A et B)
(A,B) e P(2) x P(2) +— AN B (intersection de A et B)

correspondant respectivement aux opérations logiques de disjonction et de conjonc-
tion.

Définition 1.1 Une algébre de Boole™ sur Q est par définition un sous-ensemble
de € de l’ensemble P(QY) des parties de Q tel que
— & est stable par union finie, i.e, pour tout Ay, Ay éléments de £, Ay U Ay est
encore un élément de & ;
— & est stable par prise de complémentaire, i.e, pour tout A élément de €, Q\ A
est encore un élément de & ;
— lensemble vide () est un élément de .

Remarque 1.1. Une algebre de Boole £ sur ) est stable a la fois sous les opérations d’union
et d’intersection finies (entre parties de Q) et contient toujours 1’élément Q2 de P(Q2) (la partie
< pleine » ) ; si £ est une algebre de Boole, ceci veut dire que toute union (resp. intersection) finie
d’éléments de & est encore un élément de £. On a d’ailleurs la régle de distributivité classique :

VA, Ag, A3 € €, A1 N (AsUAs) = (A1 N Ag) U (AN As).

Une autre opération interne importante d’une algebre de Boole £ est la différence symétrique définie
par

AlAAQ = (Al\AQ)U(AQ\A1)7 Al,AQGE.

6. Notons tout de méme que chercher a mesurer A C R", c¢’est chercher a calculer I'intégrale sur
R™ de la fonction caractéristique x4 de A (valant 1 sur A et 0 ailleurs) ; intégration des fonctions
et théorie de la mesure sont deux questions étroitement liées; le titre de la these d’Henri Lebesgue
en 1901, < Intégrale, longueur, aire > ne le résume t-il pas?

7. George Boole, logicien, mathématicien et philosophe anglais (1815-1864) ; c’est a lui que l'on
doit les bases de la logique classique, mais ce fut aussi un analyste et, inévitablement bien siir, un
des premiers probabilistes.
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Elle jouera un role important dans le concept de mesure que nous allons introduire ultérieurement.

Remarque 1.2. Pour vérifier qu’une partie £ de P(2) est une algebre de Boole sur €, il peut
s’avérer plus judicieux de vérifier qu’elle contient ’élément (2, est stable par passage au complémen-
taire, et est telle que l'intersection de deux éléments de & est encore un élément de €. En effet
comme

AU Ay (Q\(Q\Al))U(Q\(Q\A2)>

=\ ((@\4)N @\ 42))

pour Ay, Ay € £, £ est aussi stable dans ce cas par union finie (c’est cette idée que I'on peut utiliser
par exemple pour traiter les exemples 1.2 ci-dessous).

Exemple 1.1 (exemples basiques). Si Q est un ensemble quelconque, {§), Q} est une algebre
de Boole sur © (la < plus petite possible » du point de vue de l'inclusion entre parties de P(2)).

L’ensemble P(Q) de toutes les parties de € est aussi une algebre de Boole sur  (la < plus grosse
possible > cette fois, toujours du point de vue de I'inclusion entre parties de P(£2)).

Exemple 1.2 (sur R ou R"). Considérons 2 = R et £() 'ensemble des unions finies d’intervalles
du type Ja, b] avec —0o < a < b < 400 ou du type ]a, +oo[ ou | — 00, b] avec a,b € R (ces intervalles
sont dits semi-fermés a droite). On ajoute & cette liste I’ensemble vide @). On vérifie sans peine que
EM est bien une algebre de Boole sur R (faites 'exercice). Si = R”, 'ensemble £(™) des parties
de R™ s’écrivant comme union finie de < pavés élémentaires > du type

L x---x1,,

ou I, ..., I, sont des intervalles semi-fermés a droite de R, est aussi une algebre de Boole, cette fois
sur R™ (se forcer & faire encore I'exercice). On remarque que €™ est aussi 'ensemble des unions
finies de toutes les parties de R™ de la forme

A1X'~-><An,

ot Ay, ..., A, sont des parties de R éléments de I’algebre de Boole £ sur R (notons qu'un tel
ensemble n’est nullement en général un pavé élémentaire du type I; X --- X I,, Iy, ..., I,, étant des
intervalles semi-fermés & droite de R!).

Exemple 1.3 (algébre de Boole sur un produit). Si & est une algebre de Boole sur un
ensemble Q; et & une algebre de Boole sur un ensemble 5, la famille des unions finies de parties

A1><x427 Aleé'l, Agegg,

de ’ensemble produit €2 x €25 est une algebre de Boole sur cet ensemble produit ; c’est d’ailleurs
sur ce modele que l'on peut construire 1’algébre de Boole £2) sur R? & partir de Palgebre de Boole
EM sur R. L’algebre réalisée ainsi est notée £ ® & et appelée produit des algebres de Boole & et

&>. On pourra vérifier en exercice la stabilité par prise de complémentaire et intersection finie de

&1 ®6&Es.

Profitons ici de faire quelques remarques importantes autour de la notion (cruciale
en théorie de la mesure, on le verra tout au long de ce cours) de dénombrabilité.

On rappelle quun ensemble dénombrable (infini) est un ensemble en bijection avec
N c’est le cas de Z, de Q, de Z™, de Q™ ; dire qu'un ensemble est dénombrable signifie
que l'on peut en < numéroter > les éléments sous la forme d’une suite exhaustive
T, X1, .er, ... d’éléments deux-a-deux distincts.

On sait que R (qui vérifie le critére des segments emboités) n’est pas un ensemble
dénombrable. Si €2 est dénombrable infini, ’ensemble P(Q2) des parties de Q (qui
est toujours en bijection® avec I'ensemble des applications de Q dans {0,1}), est

8. Il suffit d’associer a une partie A sa fonction caractéristique x 4, ¢’est-a-~dire la fonction valant
1sur A, 0 sur Q\ A.
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(dans ce cas particulier ou §2 est en bijection avec N car supposé dénombrable infini)
en bijection avec l’ensemble des applications de N dans {0,1}, c’est-a-dire avec
I'ensemble {0, 1} des suites (21 )ren dont le terme général vaut 0 ou 1, lui méme en
bijection avec I'ensemble {0, 1} des suites (73)x>1 indexées par les entiers positifs
non nuls. Or on a le

Lemme 1.1 L’application

e
(Ik)kzl — Z S_Z
k=1

est une application injective de {0, 1} dans R, tandis que Uapplication qui ¢ un
élément = de [0, 1] associe la suite (xg)k>1 correspondant a l'unique développement
dyadique propre
Tr =
>3
k=1

(tel que les coefficients xy ne sont pas tous égauz a 1 au dela d’un certain rang) est
une application injective de [0, 1] dans {0, 1}V

k

| 8
>

Preuve. Si l'on a
),

>

k=1

2|
w

00
k=1

et si ko désigne le plus petit entier k tel que x, # 2}, (s'il tant est qu'il en existe

un!), on a
[e.@]

/ /
3ko Z 3k
ko+1

et, en prenant les valeurs absolues et en utilisant 1'inégalité triangulaire :

ke i 3ho
37" <L E 37" =
i 2 )
ko+1

ce qui est absurde et prouve la premiere assertion. La seconde est immédiate. <

Ce lemme, combiné avec le célebre théoréme de Cantor-Bernstein ? que I’on admettra
(on pourra le traiter en exercice), nous permet d’affirmer que R et ’ensemble des
parties d'un ensemble dénombrable infini sont deux ensembles en bijection, donc en
particulier que, dés que € est infini, P(€2) n’est pas dénombrable (et est méme en
bijection avec R si € est infini dénombrable).

Le fait qu’il soit possible, étant donné une collection (A,),er (indexée par un ensemble
d’indices Z) de parties non vides d’un ensemble €2, de construire une application
F 7 — Q telle que

VeI, F(u) € A

est immédiat si Z est fini et se prouve aisément grace aux axiomes de Peano (en
particulier 'axiome fondant le raisonnement par récurrence) lorsque Z est infini

9. S'il existe une injection d’un ensemble dans un autre et vice versa, alors les deux ensembles
sont en bijection. Ceux qui viennent de Classes Préparatoires ont sans doute croisé cet important
résultat, la preuve n’étant pas tres difficile mais subtile car basée sur une bonne compréhension de
Uhérédité.
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dénombrable. En revanche, si ce n’est plus le cas, il convient de faire de ce principe
un axiome (dit axiome du choix). Sortir du cadre dénombrable nous oblige bien
souvent a invoquer cet axiome dont vous verrez plus tard des incarnations autrement
moins naives (par exemple le lemme de Zorn).

Les éléments de 'algebre de Boole £M™ sont des parties de R™ tres particulieres,
au sens ou 'on sait immédiatement leur attacher un volume : le volume d’un pavé
élémentaire |aq, by] X -+ - X]ay,, b,] (supposé non vide, sinon on décide que ce volume
est nul) est naturellement

(bl—al)x---x(bn—an)

lorsque tous les nombres ay, et by sont réels et vaut +oo si I'un des Ja;, b;] est un in-
tervalle non borné. Il est aisé ensuite, par un jeu de manipulations ensemblistes (voir
la figure 1.3 ci-dessous), de calculer le volume d’une union finie de tels ensembles,
donc d’un élément de £,

FIGURE 1.3 — < Découpage > d’un élément de £

On aimerait bien str ultérieurement élargir la classe d’ensembles auxquels on sou-
haiterait pouvoir attacher un volume, donc travailler avec des familles de parties
moins restreintes que les algebres de Boole. On voudrait en fait que la famille, outre
le fait d’étre une algebre de Boole, ait en plus la propriété d’étre stable non plus
seulement par union finie, mais par union dénombrable (pour ne pas avoir a affronter
I'axiome du choix, on prendra soin de ne pas demander plus). Cela va nous donner,
on le verra, un moyen de < grossir > de maniere tres significative des algebres de
Boole telles par exemples que notre algebre de référence £™ sur R™.

Définition 1.2 On appelle tribu (ou encore o-algébre) toute algébre de Boole T sur
Q ayant de plus la propriété d’étre stable par union dénombrable, ce qui signifie que
si (Ag)ken est une suite de parties de ) appartenant a T, l'ensemble

JAr={zreQ;IF=kz)eN, ze i}
keN

est encore un élément de T .
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Si (7,).ez est une famille de tribus (indexée par un ensemble arbitraire d’indices I)
sur le méme ensemble €2, le sous ensemble

N7

LeT

de P(Q2) constitué des parties de 2 qui appartiennent a toutes les o-algebres 7, est
encore une tribu; ¢’est d’ailleurs la plus grosse tribu (toujours au sens de I'inclusion
dans 'ensemble P(2)) incluse dans toutes les tribus 7,, ¢ € Z.

En revanche, si 77 et 73 sont deux tribus sur un méme ensemble €2, la famille obtenue
en concaténant les familles 77 et Tz, c’est-a-dire le sous ensemble T; U Ty de P(£2),
peut fort bien ne pas étre une tribu! Il suffit de prendre sur R? les deux tribus

Ti = {AxR; ACR}
T = {Rx B; BeR}

et de constater que l'intersection de [0,1] x R et de R x [0, 1], égale a [0, 1] x [0, 1]
n’est ni un élément de 7y, ni un élément de 7s.

L’ensemble P(2) est par contre toujours une tribu, comme d’ailleurs ’ensemble
{0,9} (constituant la plus petite de toutes les tribus possibles, dite tribu grossiére).

Si (7,).ez est une collection de tribus sur 2, 'intersection de toutes les tribus conte-
nant

UT={AeP@); I =1(A), AcT}

LeT
(P(€2) en est une) est, d’apres ce qui précede, une tribu, dite tribu engendrée par les
T., v € I. Cette tribu est la plus petite tribu (toujours au sens de l'inclusion dans
P(§2)) contenant toutes tribus 7, ¢ € Z. Plus généralement, on a la

Définition 1.3 Si G C P(Q), on appelle tribu engendrée par G et on note T (G)
lVintersection de toutes les tribus sur ) contenant G.

Si E est une partie spécifique de €2 et 7 une tribu sur €2, on sait construire une tribu
Tr sur E en définissant

Te:={ANE; AcT}.

Il est en effet immédiat de vérifier que Tg est bien une tribu sur F : 'intersection
étant distributive par rapport a 'union, on a stabilité de 7z par union dénombrable,
la stabilité par prise de complémentaire venant du fait que EN(Q\A) = E\ (ENA)
pour tout A € T. Cette tribu < restreinte > 7T est appelée tribu trace de T sur E.
On la retrouvera souvent.

1.3 La tribu borélienne sur R” et R

L’algebre de Boole £ ne saurait étre une tribu sur R : si tel était le cas en effet,
tout intervalle ouvert ]a, b[ avec —oo < a < b < 400 appartiendrait & £ puisque
I'on a

o0

jasbl= | Jab— 1], (1.3

n=N
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des que N > 1/(b—a); or, si b < +00, un tel intervalle |a, b[ ne saurait étre union
finie d’intervalles ]ag, bx] puisqu’une telle union finie se doit de contenir sa borne
supérieure (ce qui n'est pas le cas pour |a,b[). A fortiori, 'algebre de Boole £™
n’est pas une tribu sur R".

Néanmoins, une tribu sur R” intimement liée & l’algébre de Boole £™ sera appelée
a jouer un role majeur dans la suite du cours; la terminologie la qualifiant fait
référence a 'un des fondateurs de la théorie de la mesure moderne (autour des
années 1900-1910), le mathématicien francais Emile Borel (1871-1956).

Définition 1.4 La tribu borélienne sur R™ est par définition la tribu sur R™ en-
gendrée par Ualgébre de Boole E™ ; ¢’est aussi la plus petite tribu sur R™ contenant
tous les ouverts (et par conséquent tous les fermés), ou encore la plus petite tribu
contenant tous les pavés ouverts |ay, by[X « -+ X|an, by[, avec —oco < a; < b; < +o0,
1=1,..,n.

Preuve des affirmations incluses dans la définition. Il est clair, du fait de
(1.3), que la tribu borélienne contient tous les pavés ouverts |ai, by[x - -+ X]|an, by,
avec —o0 < a; < b; < 400, 1 = 1,...,n. D’autre part, si U est un ouvert de R", on
sait que pour tout x € U, il existe un pavé ouvert P, tel que x € P, C U, ce qui
nous permet d’écrire

U= U P,

zelU

comme Q" est dense dans P, et que QT est dense dans |0, +00[, il est aussi possible
de construire, pour chaque z € U, un pavé ouvert 15;E inclus dans P,, contenant x,
et de la forme Jov, 1, By 1[X - - - X]pp, Banl, OU les nombres ay 4, By4, @ = 1, ..., n, sont
tous rationnels (faites un dessin par exemple si n = 2); U s’écrit donc aussi

v=JP=JP,

zelU zelU

et, puisque Q (donc aussi Q?") est dénombrable, on peut affirmer que cette écriture
de U sous forme d’union de pavés ouverts ﬁr peut se réduire a une écriture de
U comme union dénombrable de pavés ouverts. Ce que nous venons de faire nous
montre aussi que toute tribu contenant I'algeébre de Boole £ doit automatiquement
contenir tous les pavés ouverts, donc aussi tous les ouverts et, par conséquent, tous
les complémentaires d’ouverts, donc tous les fermés. Les affirmations incluses dans
la définition sont donc bien prouvées. <

On admettra ici que la tribu borélienne sur R", bien que riche (elle contient toutes
les unions dénombrables d’ensembles ouverts ou fermés, toutes les intersections
dénombrables de telles unions, etc.), n’est cependant pas la tribu P(R"™) de toutes
les parties de R™ : si I'on invoque l'axiome du choix (déja mentionné), il est pos-
sible 10 d’affirmer I'existence de sous-ensembles de R qui ne soient pas dans la tribu
borélienne sur R ; ceci vaut donc aussi pour R”. Dans la suite du cours, on notera
B(R™) la tribu borélienne sur R".

Une des propriétés importantes de la tribu borélienne B(R™) (qui nous sera utile
lors de I’énoncé du théoreme de Lebesgue 1.1 & venir, Section 1.5) est son invariance
par translation : si A est un borélien et x € R™, I'ensemble A+ 2z :={a+x; a € A}

10. La démarche n’est cependant nullement < effective >.
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est encore un borélien. Ceci résulte du fait que cette propriété est vraie pour les
éléments de £ (R), combiné avec le fait que B(R™) est la tribu engendrée par cette
algebre de Boole (voir aussi l'exercice 7 dans le guide d’activités < Séance 2 > sous
Ulysse).

On aura aussi_besoin dans ce cours de la notion de tribu borélienne sur la droite
réelle achevée R = R U {—o00,+00}.

Définition 1.5 La tribu borélienne B(R) sur la droite réelle achevée est la tribu
engendrée par les intervalles Ja,b] avec —oo < a < b < +o0 (toujours semi-fermés
a droite, la borne supérieure étant incluse, méme si elle vaut +00).

1.4 Notion de mesure positive sur (2, 7T)

Considérons un ensemble 2 équipé d’une tribu 7. Définir une mesure positive
sur () revient a définir une < répartition de masse > sur €2, les seules parties de €2
prises en compte étant les éléments de la tribu 7.

Définition 1.6 Soit 2 un ensemble et T une tribu sur 2. On appelle mesure positive
sur (2, T) toute application

po: T — [0, +o0]

telle que () = 0 et que, pour toute suite (Ay)y finie ou infinie dénombrable
d’éléments de T deux-a-deux disjoints, on ait

u(UAk> =3 u(Ay) € [0,00]. (1.4)

Exemple 1.4. Si Q est un ensemble quelconque et 7 = P(12), on définit une mesure sur (2, P(£2)),
dite mesure de décompte sur ), en posant pu(A) = card A si A est une partie finie de Q, u(A) = +oo
si A est une partie infinie de €.

Exemple 1.5. Soit Q0 un ensemble et 7 une tribu sur Q ayant la propriété de séparer un point
donné a des autres points de  (pour tout b # a, il existe des parties A, B dans T, disjointes et
telles que a € A et b € B). Une mesure alors intéressante sur (€2,7) est la mesure d, de Dirac!!

au point a définie par §,(A) =1 si A est un élément de T contenant a, d,(A) = 0 sinon.

Voici une proposition listant les propriétés majeures d’'une mesure positive.

Proposition 1.1 Soit p une mesure positive sur (2, T), T désignant une tribu sur
un ensemble 2.

- si A et B sont deuz €léments de T tels que A C B, on a pu(A) < u(B).

— si (Ag)k>0 est une suite finie ou infinie dénombrable d’éléments de T, on a

p(UJAr) <32 A (L5)

(propriété de o-sous-additivité) ;

11. Physicien et mathématicien britannique (1902-1984), Paul Adrien Maurice Dirac fut amené
a introduire ce concept d’impulsion ou de < fonction » de support concentré en un point et de
< masse > l'unité, concept auquel seule la théorie de la mesure peut donner une signification
mathématique précise.
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— si (Ag)k>0 est une suite croissante (Ay C Agi1 pour tout entier k) d’éléments

de T, on a

lim p(Ag) u( U Ak) (1.6)

k—+o00
keN

— si (Ag)k>0 est une suite décroissante (Apy1 C Ag pour tout entier k) d’éléments
de T, on a, pourvu que l'un au moins des Ay soit de mesure finie'?,

i n(ae) = ([ 40). )

keN

Preuve. Le premier point résulte de ce que

pw(B) = pu(A) + p(B\ A) > pu(A)

puisque A et B\ A sont deux éléments de T distincts. Pour le second point, on peut
supposer que tous les A, sont de mesure finie (sinon, I'inégalité (1.5) est immédiate).
Si 'on pose By = Ag et

k—1
B, = A\ | J A
1=0
pour k > 1, on remarque que les By sont deux-a-deux disjoints, tous de mesure finie,

et que
UAc=UB::
k k

d’apres la o-additivité (propriété (1.4)), on a
n(Ude) =3 n(Bo <3 i
k K

Pour le troisieme point, on pose By = Ag et By = Ay \ Ax_1 pour k > 1; on a, pour

tout k .
Av=JB
1=0

et, toujours par o-additivité,

k
p(Ag) = ZM(BZ)
1=0
puisque les B; sont deux-a-deux disjoints. On a donc

kgmoo,u (Ap) = ZM B) = (LIJBO:“(LZJAO:“(L]CJA’“)'

Concernant la derniere propriété mentionnée, on se ramene au cas ou A, est de
mesure finie et on considere la suite croissante (Ag \ Ag)k>0; on a

Jim (A \ Ak) = iAo \ ﬂAk)

12. Cette restriction est imparable, on en donnera un exemple plus loin.
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d’apres la propriété (1.6), soit

tim (n(A) — (A1) = () o) A4e)

k——+o0

d’ou la propriété (1.7). <&

Remarque 1.3. Si A; et Ay sont deux éléments de T tous les deux de mesure p finie, la formule
exacte (précisant I'inégalité (1.5)) est

p(Ar U Az) = p(Ar) + p(A2) — p(Ar N Ag);

si maintenant A;, Ay, A3 sont trois éléments de T de mesure y finie, on trouve facilement que
/,(,(Al U A2 U Ag) = /,L((Al U Ag) U Ag) = /,L(Al U Ag) + /J,(Ag) - ,U(Al U Ag) n Ag)

= (A1) + pu(A2) + u(Ag) = (A1 0 Az) = (A1 1 Ag) U (A2 1 A3))

- ZM(AJ-)*( 3 ,u(AiﬂAj))Jru(AlﬂAgﬂAg).

=1 1<i<j<3

<.

Il est aisé de poursuivre ces calculs (par exemple par récurrence sur n) pour vérifier que, si Ay, ..., A,
sont n éléments de 7 tous de mesure y finie, on a

n

AU UA,) = (=D (A, Ay, (1.8)
k=1
avec

pie(Ar, .., Ay) o= Z p(Ay NN A

1<iy <+ <ip<n
C’est un exercice qui constitue un bon entrainement aux regles de calcul inhérentes au concept
de mesure. On retrouve ce type de somme alternée (1.8) dans nombre de formules mathématiques
issues, c’est naturel, de la combinatoire.

1.5 La mesure de Lebesgue sur R”

Dans cette importante section, nous allons nous atteler a définir une mesure
positive d’un intérét capital sur (R™, B(R™)); I'idée qui a présidé a la construction
de cette mesure a été formalisée en 1901 '3 par le mathématicien francais Henri Léon
Lebesgue (1875-1941), sur la base des travaux déja initiés par E. Borel.

Voici I'énoncé majeur de cette section (et certainement un des énoncés majeurs du
cours), étant entendu que la construction effective qui 'accompagne est tout aussi
importante (sinon plus) que 1’énoncé lui-méme :

Théoréme 1.1 I existe une unique mesure positive p sur (R™, B(R™)) ayant les
deux propriétés suivantes :

— la mesure du pavé fermé borné [0,1]" est égale a 1;

— si A est un borélien de R™ et x un élément de R™, les ensembles A et

A+z:={a+z;a€ A}

sont tels que p(A) = p(A+ ) (on dit que la mesure p a la propriété d’inva-
riance par translation).

Cette section (un peu longue) va étre entierement dévolue a la construction de la
mesure de Lebesgue sur R™.

13. C’est dans sa célebre thése : < Intégrale, longueur, aire > publiée a Milan en 1902 dans les
Annali di Mathematica que Lebesgue développa complétement sa théorie de I'intégration.
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1.5.1 La notion de mesure < extérieure > d’un sous-ensemble
FE de R"

L’idée force de Lebesgue est, dans un premier temps, de tenter de mesurer < de
I’extérieur » n’importe quel sous-ensemble £ de R™. Pour ce faire, on considere tous
les recouvrements R possibles de I/ par des ensembles du type

U PR,L

IR

ou I’ensemble d’indices Jx est fini ou dénombrable et les Pr , sont des pavés ouverts
de R™ du type Jai, bi[X ... X]a,, by[, avec —oo0 < a; < b; < +o0 pour i = 1,...,n.
L’idée de ne pas se contenter des recouvrements de F par des unions finies de pavés
ouverts, mais d’envisager les recouvrements par des unions finies ou dénombrables
de tels pavés est I'une des idées capitales de Lebesgue 4.

Définition 1.7 Si E est un sous-ensemble de R™, on appelle mesure extérieure de
E (et on note u*(E)) la borne inférieure, pour tous les recouvrements R possibles
de E du type

Ec | Pr.

LETR

ot les Pr,, sont des pavés ouverts indexés par un ensemble Jr fini ou dénombrable,
de l’ensemble des nombres
Z N(PR,J 5

LeEIR

la mesure du pavé ouvert P =|ay, bi[X .. ]Jan, b,| valant p(P) = 400 si ce pavé est
non borné et (P) = (by —ay) X ... X (b, —ay,) si P est borné. Si E =0, on convient
de ce que p*(E) = 0.

Exemple 1.6. Soit n = 1. Si E est un intervalle borné de R (de quelque type soit-il), la mesure
extérieure de E coincide avec la longueur usuelle de E car il suffit de recouvrir E par des intervalles
ouverts le contenant (on prend dans ce cas des recouvrements par un seul pavé ouvert). Toujours
si n = 1, on constate, comme tout ouvert de R est une union finie ou dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints, que l'on a

p(E) = jof p*(U), (1.9)
U décrivant la famille d’ouverts contenant F.

Exemple 1.7. Sin est quelconque, la mesure extérieure d’un élément F de I'algebre de Boole £(™)
est égale a son volume euclidien et vaut +oo si F est non borné (on recouvre ici par un nombre
fini de pavés ouverts).

Exemple 1.8. Si E est un sous-ensemble borné de R™ inclus dans un hyperplan affine (a,z) = C,
la mesure extérieure de E est nulle car on peut le recouvrir par des pavés < s’écrasant > sur cet
hyperplan. En particulier, la mesure extérieure d’un point, plus généralement d’un sous-ensemble
E fini ou dénombrable de R™, d’une face de pavé fermé [a, b1] X - -+ X [an, by], est toujours nulle.

14. Reprendre ici la relecture de I'introduction du chapitre, car c’est ici un des points majeurs ou
les points de vue de Riemann et Lebesgue se différencient : chez Riemann, la subdvision associée a
une fonction étagée ¢ majorant f lorsque ’on veut calculer la surface du < sous-graphe » (1.1) est
toujours une subdivision finie (si 'on travaille comme dans l'introduction au dessus d’un segment

[a,b]).
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Si By C Es, on a évidemment p*(E;) < p*(Es) car tout recouvrement de Ey est
aussi un recouvrement de Fj. Si (Fj)ren est une suite finie ou dénombrable de
sous-ensembles de R"™, on a '®

w(UB) <X w(B). (1.10)

Le résultat est immédiat si I'un des nombres p*(Ey) est infini et 'on peut donc sup-
poser que tous ces nombres sont finis. Prouver (1.10) dans ce cas est un bon moyen
de rappeler la définition de la borne inférieure'® d’un sous-ensemble de [0, +oc] :
rappelons que

p (B =inf (3 #lPri.))

LETR,,

ou l'inf est pris sur tous les recouvrements Ry

E, C U PRk,L

LEeTR,,

de E). par des unions finies ou dénombrables de pavés ouverts; ceci implique que,
pour tout € > 0, on puisse trouver un recouvrement Ry . de Ej, tel que

* % €
p(E) < > ulPr,..) < u(Br) + 7
LEJR,&E

En concaténant les recouvrements Ry ., & € N, on réalise un recouvrement R, de
E =J, Ex et 'on a donc

wE) <Y wPr) = DD wlPr,.)

LETR, k LGJRk’e
< > (W(BR) +€/2%) <Yt (Br) + 2¢;
k k

comme € est arbitraire, on a bien I'inégalité (1.10).

Ces propriétés de la mesure extérieure induisent la proposition utile suivante :

Proposition 1.2 Pour tout E C R", la mesure extérieure de E s’atteint comme

p(E) = inf p*(U),

ECU

[inf étant pris sur tous les ouverts U de R"™ contenant E.

Preuve. Il est immédiat que p*(E) < p*(U) si U est un ouvert contenant E. Si
e > 0, on peut trouver (toujours grace au fait que p*(E) que 'on peut supposer ici

15. On ne peut pas espérer en général mieux, en particulier par exemple avoir I'égalité dans
(1.10) lorsque que de plus les Fj, sont deux-a-deux disjoints.

16. La borne inférieure o d’un sous ensemble non vide et minoré T de R est par définition
le plus grand des minorants de T : d’une part, c¢’est un minorant de 7' (pour tout ¢ € T, on a
t > «a), d’autre part, c’est le plus grand des minorants de T', ce qui signifie que pour tout € > 0, il
doit exister au moins un élément de T" dans [, a + €[ (« 4 € n’étant plus minorant de T').
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fini est défini comme une borne inférieure) un recouvrement R, de E par des pavés
ouverts
Ec |J Pr..
LETR,
de telle maniere que

LETR,
Z Z /"L*(PRGM) €
LETR,
Z /’L*(Ué) — €,
ou
Ue = U PRe,L
LEIR,

(ceci résulte de la propriété de o sous-addtivité (1.10)). Comme U, est ouvert (union
d’ouverts) et que € est arbitraire, on a bien

WH(E) > inf it (U),

T ECU
ce qui acheve de prouver le lemme. <

Autre proposition importante, concernant le cas tres particulier de sous-ensembles
compacts de R” :

Proposition 1.3 Si K et Ky sont deuxr compacts disjoints, on a
pr (K U K) = pt (Ky) 4 pf(Ks) -
Preuve. On sait déja que p*(K; U K3) < p*(K;) + p*(K3). On sait aussi, que, pour
tout € > 0, on peut trouver un recouvrement R, de K; U K»,
K, UK, C U PRg,L
LETR,

tel que
P (KUK > > u(Pr..) —e.
LEITR,

Comme K et K5 sont compacts, on peut extraire du recouvrement R, un recouvre-
ment fini 7. On travaille avec ce recouvrement fini et, quitte & redécouper les pavés
en jeu, on peut supposer qu'aucun d’eux n’intersecte a la fois K et Ky (ces deux
compacts sont & une distance strictement positive I'un de I'autre). On peut trier
ainsi pavés Pg_,, en deux catégories, ceux intersectant K; (et dont 1'union recouvre
K1) et ceux intersectant Ks (et dont l'union recouvre K5). Les deux classes étant
disjointes (elles correspondent aux ensembles d’indices Jj . et Jox.), on a

p(K1UKy) > Z 1(Pr.,.) + Z 1(Pr.,.) — €

LEJ,Re LEJ2 R
> WKL)+ (K) — e,
ce qui induit, € étant arbitraire, 'inégalité
pH(K1 U Ky) > pt(Kq) + pc (K>)

et acheve donc la preuve de la proposition. <

17. C’est la classique caractérisation de la compacité, dite justement propriété de Borel-Lebesgue.
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1.5.2 Comment mesurer un ensemble <« de ’intérieur > ?

Apres avoir tenté de < mesurer > un sous-ensemble F <« de l'extérieur >, nous
essayons de le mesurer < de U'intérieur > en définissant sa mesure intérieure :

Définition 1.8 La mesure intérieure p.(E) d'un sous-ensemble E de R™ est par
définition la borne supérieure des nombres pu*(K), K décrivant l’ensemble des com-
pacts contenus dans E. On convient encore que 1, (0) = 0.

Si By C Es, on a évidemment p,(F1) < p.(Ey) car tout compact inclus dans E; est
aussi inclus dans Fs. Si (Ej)gen est une suite finie ou dénombrable de sous-ensembles
de R™ cette fois supposés deux-a-deux disjoints, on a '8

p(UB) = Y (). (1.11)
k k

Prouver ceci est un bon moyen de rappeler cette fois la définition de la borne
supérieure 'Y : rappelons que

(s (Ey) = sup p*(K),
KCEy

ol le sup est pris sur tous les compacts inclus dans Ej ; ceci implique que, pour tout
€ > 0, on puisse trouver un compact Kj . de I tel que

€

p(Kpe) > pa(Er) — 5

Soit N € N. Comme les K., k = 0,..., N sont deux & deux disjoints (comme les
Ey), on a, d’apres la proposition 1.3,

u*( U Kk,e) > ZM*(Ek) _GZ% > ZM*(Ek) — 2.

On a donc, en revenant a la définition de la mesure intérieure de I'union des Ej,

keN,
M*<UEk> > ,u*(UKk,e) > ZN*(Ek) — 2e,

d’ou I'inégalité (1.11) puisque € est arbitraire.

1.5.3 La tribu des ensembles mesurables

Si I'on souhaite attribuer une valeur numérique finie a ce qui devrait étre la
mesure (ou ici le volume n-dimensionnel) d’un sous-ensemble E' de R™, il est naturel
d’exiger que la mesure évaluée < de l'extérieur > (c’est-a-dire p*(E)) coincide avec
la mesure évaluée < de 'intérieur > (en 'occurrence p,(E)) et soit de plus finie. Cela
nous conduit a la définition suivante :

18. On ne peut toujours pas espérer en général mieux, en particulier par exemple avoir ’égalité
dans (1.11), quand bien méme les E} sont cette fois supposés deux-a-deux disjoints.

19. La borne supérieure S d’'un sous ensemble non vide et majoré T de R est par définition
le plus petit des majorants de T : d’une part, c’est un majorant de T (pour tout ¢t € T, on a
t < fB), d’autre part, c’est le plus petit des majorants de T', ce qui signifie que pour tout € > 0, il
doit exister au moins un élément de T dans |8 — €, 8] (8 — € n’étant plus majorant de T').
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Définition 1.9 Une partie intégrable (au sens de Lebesque) de R™ est un sous-en-
semble A de R™ tel que p*(A) = p(A) < +o00. La valeur commune de ces deux
nombres est notée p(A) et appelée mesure de Lebesgue (ou encore volume euclidien
n-dimensionnel) de A. Un partie mesurable (au sens de Lebesque) de R™ est un sous-
ensemble A de R™ tel que l'intersection de A avec tout pavé P = (aq,b1)X...X(ay,by,)
borné soit un sous-ensemble intégrable?.

Un premier indice justifiant I'intérét ultérieur de cette définition est le lemme sui-
vant :

Lemme 1.2 Soit (A)r une collection finie ou dénombrable de sous-ensembles de
R"™ deuz-a-deux disjoints tels que p*(Ag) = p«(Ay) pour tout k. Alors

p(UAe) =i (U ) = 3w () = 3 (). (1.12)

Preuve. Le résultat est immédiat si I'un des nombres p*(Ay) = p.(Ag) est infini et
'on peut donc supposer que tous ces nombres sont finis. On sait d’apres (1.11) que

p(UAr) 2 3 i)

et, d’apres (1.10), que
M*<UA1<:> <> (A
k

Le fait que les deux nombres ), p*(Ay) et >, ps(Ax) solent ici égaux implique la
chaine d’égalités (1.12) voulue. <

Il résulte de ce lemme que tout ouvert U de R" vérifie p*(U) = p.(U) puisqu’on
peut l'écrire comme union dénombrable de pavés ouverts et, en redécoupant ces
pavés, comme union dénombrable de pavés (non plus nécessairement ouverts cette
fois) disjoints P pour lesquels p*(P) = p.(P) (pour un pavé, ouvert ou non, ceci
est clair) ; pour un ouvert, il n’y a donc pas d’ambiguité a appeler p(U) le nombre
(éventuellement infini) p*(U) = p.(U) € [0,00]. Si K est un compact, la définition
méme de la mesure intérieure fait que I'on a aussi dans ce cas pu*(K) = u.(K) et que
I'on peut dénommer cette quantité pu(K) (elle est d’ailleurs ici finie, ce qui signifie
que tout compact est intégrable).

Armés de ce lemme et de la remarque qui précede, nous pouvons énoncer un critere
bien commode d’intégrabilité :

Proposition 1.4 Une partie A de R™ est intégrable si et seulement si, pour tout
e > 0, il existe un compact K. inclus dans A et un ouvert U, contenant A tels que
w(U N\ Ke) <e.

Preuve. On sait, si A est intégrable, qu’il existe, pour tout € > 0 un compact K C A
tel que p(A) > p*(K) —€/2 = u(K) — €/2 et, d’apres la proposition 1.2, un ouvert
U contenant A tel que p*(U,) = u(U,) < u(A) +€/2. Mais U, \ K. et K, sont deux

20. Le fait de mettre des parentheses ici pour les (a;, b;), i = 1,...,n, a;, b; € R, signifie juste que
les bornes inférieure ou supérieure peuvent étre incluses ou non.
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ensembles disjoints dont les mesures intérieures et extérieures coincident (le premier
est ouvert, le second compact) et le lemme 1.2 permet d’affirmer que

pUe) = p(Ke) + p(Ue \ Ko) ;

les inégalités qui précedent nous assurent donc pu(U, \ K.) < €, ce que 'on voulait.
Si inversement A satisfait au critere et que ’on puisse, pour tout €, trouver une telle
paire (Ue, K.) avec u(U. \ K) < €, on a

pi(A) < p(Ue) = p(Ke) + p(Ue \ Ko) < puf(A) + €,

ce qui induit I'inégalité p*(A) < 400 car p(K,) + € < +oo et méme p*(A) < p.(A),
donc en fait p,(A) = p*(A) puisque l'autre inégalité est triviale; la partie A est
donc intégrable et le critere est démontré. <

On a un corollaire important de ce critere :

Corollaire 1.1 L’intersection et la différence de deux sous-ensembles intégrables de
R™ [e sont encore.

Preuve. Soit A; et Ay deux sous-ensembles intégrables et ¢ > 0; avec le critere
donné par la proposition 1.4, on trouve les ouverts U ., Us . et les compacts K ¢, Ko,

tels que
Kj7€ C Aj C Uj76

et w(Uje\ Kje) <epour j=1,2.0na
Ki.NKy. CANAy C U e NUsy,

et
(Ul,e N U2,e> \ (Kl,e N K2,e) C (Ul,e \ Kl,s) U (UQ,E \ KQ,G) .

Par sous-additivité de la mesure extérieure, on a

u* ((Ul,e AU\ (K1 N Kz,e)) - u((ULe A Us) \ (K1 N KQ,E)> < %,

ce qui montre que A;N A, satisfait au critere et est donc intégrable. Pour la différence
Ay \ Ay, on peut supposer A; inclus dans A;. On construit, pour € > 0, les couples
(Uie, K1) tels que

Ki.CA CU,

avec Uy \ K1) < € et (Us,, Ko () tels que
Ky C Ay C Uy

et u(Use \ Kae) < €. On suppose Uj inclus dans U, (on s’y rameéne en prenant
I'intersection des deux ouverts) et K; . C Ky, (on s’y ramene en prenant l'intersec-
tion des deux compacts). Le compact Ks \ Uy, est contenu dans A, \ A; (faire un
dessin) tandis que l'ouvert U, \ K; . contient, lui, As \ A; et 'on a

(Uge \ K1) \ (Ko, \ Ure) = (Uze \ Koo) U (Ure \ Kie),

donc, par conséquent

p (Vo \ K\ (Ko \Ur)) < 2.
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ce qui prouve que A, \ A; se plie au critere d’intégrabilité et est donc intégrable des
que A; et A, le sont. Le corollaire est ainsi prouvé. <

Les définitions d’intégrabilité et de mesurabilité posées et le critere d’intégrabilité
établi avec ses conséquences, voici pourquoi l'on peut équiper (R", B(R™)) d'une
mesure positive, dite mesure de Lebesgue.

Proposition 1.5 Pour tout sous-ensemble mesurable de R", on a p*(A) = p.(A).
La famille M(R"™) des sous-ensembles mesurables (au sens de Lebesque) de R™ est
une tribu contenant la tribu borélienne B(R™). L’application

Ae MR") — p(A) := p*(A) = u(A) € [0, +o0]

est une mesure positive sur (R", M(R")), dite mesure de Lebesgue. La tribu M(R™)
est dite tribu de Lebesque.

Preuve. Pour prouver la premiere affirmation, il suffit juste d’introduire une parti-
tion de R™ avec des pavés bornés (bien sur non ouverts) deux-a-deux disjoints Py,
k € N, et de remarquer que I'’hypothese sur A implique que les ensembles deux-a-

deux disjoints
Ay, =ANP,, keN,

sont tous intégrables. D’apres le lemme 1.2, leur union A vérifie encore p.(A) =
p*(A).

On sait que () est mesurable (car PN P = () pour tout pavé borné et que @) est supposé
intégrable puisque p*(0) = u.(0) = 0).

Vérifions que M (IR™) est bien stable par prise de complémentaire : si A est mesurable
et si P est un pavé borné,

(R"\ A)NP=P\A=P\ (PN A)

est intégrable comme différence de deux ensembles intégrables (c’est le second volet
du corollaire 1.1). Le complémentaire d'un ensemble mesurable est mesurable.

Il reste a vérifier la stabilité par union dénombrable. Si les (Ay)x sont des ensembles
mesurables deux-a-deux disjoints, les PN Ay sont des ensembles intégrables deux-a-
deux disjoints pour tout pavé borné P de R" et, du fait du lemme 1.2, ’ensemble

U(A,mP) :PmUAk

k

est intégrable ; 'union des A est donc mesurable.

L’intersection et la différence de deux ensembles mesurables étant mesurable (cela
résulte du corollaire 1.1), on montre en la découpant comme une union disjointe d’en-
sembles mesurables que toute réunion finie d’ensembles mesurables est mesurable.
Si (Ag)k est une collection, k = 0,1, ..., dénombrable infinie d’ensembles mesurables,
les ensembles By, définis par By := Ay et

k-1
Bk ::Ak\UAla ]{?Z 1,
1=0
sont mesurables (différences de mesurables) et leur union (qui est aussi I'union des

Ay) est mesurable. Toute union finie dénombrable d’ensembles mesurables est me-
surable et cela conclut au fait que M(R™) est bien une tribu.



20 Tribus et mesures positives; les exemples de Borel et Lebesgue

Comme les ouverts sont, on I’a vu, mesurables, la tribu M(R™) contient la tribu
borélienne ?!. Si les (Ay)y sont des ensembles mesurables deux & deux disjoints non
tous intégrables, 'union des Ay est mesurable non intégrable et 'on a immédiatement

M(UAk> = +00 = ZM(Ak:)'

Si tous les Ay, sont intégrables, on sait d’apres le lemme 1.2 que J, Ay (qui est encore
intégrable si la série [u(Ag)]r est convergente) est tel que

M(UAk> => p(Ar);
k k
Tout ceci montre que

p o Ae M(R") — u(A) €10, +o0]

est bien une mesure positive et conclut donc la preuve de la proposition.

1.5.4 La preuve du théoréme de Lebesgue (théoréme 1.1)

Si P est un pavé borné de R" (non nécessairement ouvert), P est bien sur
intégrable et 'on a p(z+ P) = p(P) puisque la mesure de P = (aq,by) X ... X (ay, by,)
est le produit des b; — a;, i = 1,...,n, donc aussi le produit des (b; + x;) — (a; + x;),
i=1,..,n,8ix = (xq,...,2,). Si U est un ouvert (s’écrivant donc comme union finie
ou dénombrable de pavés disjoints Py), U et U4z ont méme mesure (éventuellement
+00). Si A est mesurable, A = A+ z ont donc méme mesure extérieure, donc méme
mesure, puisque

*(A) = inf
p'(A) = inf u(U)
et que
(A = inf U)= inf wU-—2z)=p"(A
pAdt+e)= inf pwU)= inf u(U-2z)=p"(4)
d’apres la proposition 1.2. La mesure de Lebesgue est donc bien invariante par
translation. De plus, on a u([0,1]") = 1 par construction méme.

Pour achever la preuve du théoreme de Lebesgue (théoreme 1.1), il reste a vérifier
que la mesure de Lebesgue construite dans la proposition 1.5 et restreinte a la
tribu borélienne B(R™) est 'unique mesure positive sur la tribu borélienne B(R™)
possédant les deux propriétés exigées, a savoir l'invariance par translation et la
< normalisation > par la contrainte u([0,1]") = 1.

Si v est une mesure positive sur la tribu borélienne et invariante par translation,
on voit aisément que tout pavé P = (0,1) x ... x (0,1) est tel que v(P) = 1. En
effet, la v-mesure de toute face (n — 1)-dimensionnelle de [0, 1]" est nulle : si elle
ne l'était pas, le fait que v soit invariante par translation contredirait le fait que
v([0,1]") = 1 < 400 car il suffit de constater que [0, 1]" s’écrit comme union d’une
infinité de translatés de cette face.

21. Nous verrons en fait plus loin (section 1.6) que la tribu de Lebesgue M(R"™) est la plus
petite tribu contenant tous les ensembles du type B U N, ou B est un borélien de R™ et N un
sous-ensemble quelconque d’un borélien de mesure de Lebesgue nulle.
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Si P est un pavé fermé borné (aq,by) X - - - X (an, by, ), ot les nombres a;, b;, i = 1, ..., n,
sont tous rationnels, alors v(P) = u(P) : pour voir cela, on prend un dénominateur
commun D pour tous les nombres a;, b; et 'on vérifie que

v([0,1/D])") = u([0,1/D]") = 1/D"

du fait de l'invariance par translation de v et p et des conditions de normalisation.
Une fois ceci acquis, on écrit P comme union disjointe de translatés de pavés du type
(0,1/D) x...x(0,1/D) (de tous types) pour conclure a pu(P) = v(P). Du fait de la
densité de Q" dans R?" et des propriétés partagées par les mesures positives u et v
et listées dans la proposition 1.1 (en fait ici (1.6) ou (1.7)), on voit que u(P) = v(P)
reste vraie pour tout pavé borné.

Les deux mesures p et v coincident donc pour tout ouvert U (union dénombrable
de pavés disjoints) et (en utilisant la propriété (1.7) et le fait que tout compact K
de R™ s’écrive comme intersection d’une suite décroissante d’ouverts bornés) pour
tout compact K de R".

Mais on a, si A est un borélien, et puisque p et v obéissent a la premiere regle de la
proposition 1.1,

u(A) = p(4) = sup H(K) = sup V(K) < v(A) (1.13)
< inf v(U) = nf u(U) = inf 1 (U) = p"(4) = p(A).

si ’on invoque I’égalité de u et v a la fois sur la classe des ouverts et sur celle des com-
pacts et la proposition 1.2 (pour la derniere égalité). Les mesures p et v coincident
donc sur la tribu borélienne et le théoreme 1.1 est completement démontré. <

Avant de clore cette longue section dévolue a la construction de Lebesgue, signalons
que nous avons en fait prouvé le résultat suivant, traduisant ce que l'on appelle la
régularité de la mesure de Lebesgue (définie sur la tribu de Lebesgue) :

Proposition 1.6 Si A est un élément de M(R"™) et si p désigne la mesure de
Lebesgue, le nombre pu(A) peut se calculer
— soit comme la borne inférieure des nombres u(U), ou U est un ouvert contenant
l’ensemble mesurable A ;
— soit comme la borne supérieure des nombres p(K), ot K est un compact inclus
dans l'ensemble mesurable A.

Preuve. Cela résulte de la chaine d’égalités-inégalités (1.13) concluant la preuve
du théoreme de Lebesgue. Le critere d’intégrabilité de la proposition 1.4 éclaire
d’ailleurs ce résultat. <

Il faut prendre garde au fait que 1'égalité p.(A) = p*(A) = 400 n'implique pas
nécessairement la mesurabilité de A. Cependant, on peut proposer un critere de
mesurabilité dans la méme veine que le critere d’intégrabilité de la proposition 1.4
(voir la remarque 1.4 en fin de la section suivante).

1.6 Les notions de < u-presque partout > et de
tribu complétée

Définition 1.10 Soit Q2 un ensemble, T une tribu sur €2, et p une mesure positive
o T — [0,400]. On dit qu'un sous-ensemble N de Q est p-négligeable si et
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seulement si N est inclus dans un sous-ensemble B appartenant a T et tel que B
vérifie u(B) = 0.

Tout sous-ensemble d’un sous-ensemble p-négligeable est encore p-négligeable et 1’'on
dira d’une propriété P(z) satisfaite pour tout = dans €, excepté lorsque = appartient
a un sous-ensemble négligeable, qu’elle est satisfaite p-presque partout.

Proposition 1.7 Soit Q un ensemble, T une tribu sur ) et T la collection de toutes
les parties de €2 de la forme AUN, ou A € T et N est un sous-ensemble pi-négligeable.
Alors T est encore une tribu sur €0, dite tribu complétée de T relativement a la
mesure [i.

Preuve. La partie vide étant dans 7, elle est dans T.

Si (Ng)k est une collection finie ou dénombrable de parties p-négligeables (N, C By,
avec By € T et pu(Bg) = 0), 'union des Ny l'est aussi car I'union des By est un
élément B de T tel que p(B) = 0 par o-sous-additivité de la mesure p.

Montrons enfin que T est stable par prise de complémentaire : si A € T et N est
p-négligeable, on peut écrire AU N sous la forme AU (N \ A), donc sous la forme
AUN avec N négligeable et disjointe de A; N est inclus dans une partie B € T
telle que p(B) = 0 que l'on peut (quitte a remplacer B par B\ A) supposer disjointe
de A; comme AUN = (AU B)\ (B\ N), le complémentaire de AU N s’écrit est
I'union du complémentaire de A U B et de 'ensemble négligeable B \ N ; comme
AUB est dans T, Q\ (AU B) l'est aussi et le complémentaire de AU N s’écrit bien
comme l'union d’une partie élément de 7" et d’'un sous-ensemble p-négligeable. Ceci
montre bien que 7 est une tribu sur 2. <

Si T est une tribu sur €2, g une mesure positive sur 7, et T la tribu p-complétée,
on peut définir une mesure positive ji sur 7 en posant

AAUN) = p(4);

cette définition n’est en effet pas ambigué car, si A; U Ny = Ay U Ny, Iensemble
Ap \ As (resp. As \ Ap) est de p-mesure nulle car inclus dans Ny (resp. dans Np) et
l'on a donc pu(A;) = p(A2) = p(A; N Ay). Il est immédiat de vérifier la o-additivité
de fi.

De plus, la mesure fi sur T définie ainsi est la seule mesure positive sur T qui
coincide avec p sur 7. On appelle 'unique mesure sur 7 < prolongeant > ainsi la
mesure p la mesure complétée de p.

Concernant les tribus de Borel et de Lebesgue sur R™, on a l'important résultat
suivant avec lequel nous conclurons ce chapitre :

Proposition 1.8 La tribu de Lebesque sur R™ est la complétée de la tribu borélienne
relativement a la restriction a B(R™) de la mesure de Lebesque ; la mesure de Le-
besgue sur M(R™) est donc la complétée de sa restriction a la tribu borélienne.

Preuve. Soit A € M(R™) un sous-ensemble intégrable de R™; pour tout k& € N* il
existe, d’apres le critere d’intégrabilité (proposition 1.4), pour tout entier k € N*,
un compact K inclus dans A, un ouvert Uy contenant A, tels que u(Uy \ Kj) soit
inférieur ou égal a 1/k. On peut prendre la suite de compacts (Kj); croissante et
la suite d’ouverts (Uy)y décroissante (au sens de la relation d’ordre correspondant a
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l'inclusion entre ensembles). Soit K l'union des K} pour k € N* et U 'intersection
des Uy pour k € N*. Or

U\K C (U \ Ey);

comme la suite (U \ K})y est une suite décroissante et que p(U;) < +00, la quatrieme
propriété (1.8) de la proposition 1.1 vérifiée par toute mesure positive sur une tribu
(ici la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens) assure que

wWUNK) = lim u(U\ Ki) =0. (1.14)

Comme K C A C U, (1.14) implique pu(A\ K) < p(U \ K) = 0, donc que A\ K
est p-négligeable. L'ensemble A = K U (A \ K) est donc dans la tribu complétée
B(R") relativement & la mesure de Lebesgue restreinte & B(R") (puisque K est
un borélien). Comme tout ensemble mesurable est union dénombrable d’ensembles
intégrables, donc dans la tribu B(R"), la tribu M(R™) est bien incluse dans cette
tribu B(R™).

Si N est p-négligeable, N est inclus dans un borélien B de mesure nulle et 'on
peut donc, pour tout € > 0, trouver un compact K, inclus dans N (on prend juste
K. = 0) et un ouvert U, contenant B, donc N, tels que u(U. \ K.) = u(U,) < €
(d’apres la proposition 1.6 suivant laquelle la mesure de Lebesgue est réguliere). Le
critere d’intégrabilité (proposition 1.4) nous assure alors que N est intégrable, donc
mesurable (et bien str de mesure nulle). Comme les boréliens sont aussi mesurables,
la tribu M(RR™) contient la tribu Bi (R™) et, par conséquent, compte tenu du résultat
obtenu au paragraphe précédent, lui est égale; la proposition est établie. <

Remarque 1.4. On peut montrer (I’exercice est détaillé dans une des séquences du guide d’acti-
vités 2 proposé sous le serveur Ulysse) qu’on a le critére de mesurabilité suivant : une partie A de
R™ est mesurable si et seulement si, pour tout € > 0, on peut trouver un fermé F, C A, un ouvert U,
tel que A C U,, avec p(Uc\ Fe) < e. Il en résulte (si 'on travaille avec la suite des fermés Fy /5, k > 1
et la suite des ouverts Uy /i, k > 1, la premiere supposée croissante, la seconde décroissante, ce qui
est toujours réalisable) que toute partie mesurable de R™ est telle que ’on puisse ’encadrer entre
un borélien F' (union dénombrable de fermés) et un autre borélien U (intersection dénombrable
d’ouverts) tels que le borélien U\ F' soit de mesure nulle. A une partie p-négligeable prés, une partie
mesurable est donc une union dénombrable de fermés ou aussi (toujours & ensemble p-négligeable

pres) une intersection dénombrable d’ouverts. Ceci précise la proposition 1.8.
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Chapitre 2

Mesurabilité et intégrabilité des
fonctions

2.1 Introduction

Comme on I’a déja fait remarquer dans l'introduction du chapitre 1, savoir < me-
surer > un sous-ensemble A de R" et étre capable de lui assigner une mesure de
Lebesgue p(A) finie revient a savoir < intégrer » sur R™ la fonction caractéristique
Xa de A valant 1 sur A et 0 sur R” \ A. On retrouve ici la raison pour laquelle on a
parlé, lors de la définition 1.9, de sous-ensemble < intégrable > de R™ pour qualifier
une partie A élément de la tribu M(R") des sous-ensembles mesurables (au sens de
Lebesgue) de R™.

La seconde distinction majeure entre les points de vue de Riemann et de Lebesgue
(la premiere étant, on la vu au chapitre 1, le fait que I'on utilise le concept < fini ou
dénombrable > de maniere a élargir le concept < fini > lorsqu’il s’agit de mesurer < de
I'extérieur » un ensemble (section 1.5.1), est que le calcul de I'intégrale d’une fonction
positive f : R" — [0, +o0] s’effectue, lorsque bien stir il a un sens (et I'on verra sous
quelles conditions dans ce chapitre), par < tranches horizontales »(avec la mesure
préalable des strates de niveaux successives) et non plus, comme c’était le cas chez
Riemann (voir I'introduction du chapitre 1) par découpage < vertical > (au prix d'une
subdivision préalable du domaine de départ). Chez Lebesgue, c’est au contraire le
domaine d’arrivée (en 'occurrence ici [0, 4+o00] pour une fonction positive) qui est
subdivisé. Voici I'idée heuristique (elle sera précisée tout au long de ce chapitre)
sous-tendant le calcul de I'intégrale d’une fonction positive (définie ici sur un sous-
ensemble intégrable A de R™) & valeurs dans [m, M| : On commence par examiner
le graphe de f au dessus de A et I'on découpe l'intervalle [m, M| en utilisant une
subdivision

Yyo=m<y < <yy_1<ym=M;
les sous-ensembles
A ={(x1,..,mn) € Avy; < f(x1, o, 20) < Yjrt, J=0,..., M — 1,

seront toujours ici des sous-ensembles intégrables de A partitionnant A (ceci néces-
sitera une hypothese cruciale sur f, dite de mesurabilité) ; chacun d’eux aura donc
un volume n-dimensionnel fini vol,, (4;) (ici, sa mesure de Lebesgue dans R™) et I’on
pourra associer a la subdivision

P = {y()vyla 7yM}

25
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la quantité
M-1

L(f;P):= Z vol, (4;) X y; ;
j=0
ensuite, on définira naturellement ["intégrale de f sur A comme la borne supérieure
(finie ou infinie) de I’ensemble des nombres I, (f ; P) pour toutes les subdivisions de
[m, M| possibles (contentons nous ici de subdivisions finies). Sur la figure 2.1, on a
schématisé cette démarche en représentant le découpage en < tranches > du graphe de
f, le partitionnement de A qui lui correspond, et en indiquant les correspondances.

FIGURE 2.1 — Intégration < par tranches horizontales >

L’un des avantages majeurs de ce point de vue est que l'intégration des fonctions
positives s’étend au cadre des fonctions f : Q — [0, +00], ol 2 est un ensemble
abstrait, équipé d’'une tribu 7 a laquelle se trouve attachée une mesure positive
p T —> [0,400]. La théorie de l'intégration se trouve ainsi considérablement
élargie et englobe, lorsque u est une mesure de masse totale 1 (u(2) = 1), la notion
d’espérance (ou moyenne) inhérente a la théorie des probabilités.

Terminons cette introduction par une derniere remarque capitale pour la réalisation
d'une théorie < efficace > et surtout sans pieges de l'intégration. Le point de vue
de Riemann induit le concept d’intégrale semi-convergente, certes tres intéressant et
tres riche, mais délicat car de fait plus proche de la notion de primitive que de la
notion de calcul d’aire : une fonction définie et continue sur [a, b[ induit une intégrale

semi-convergente
b
/ f(t)dt

sur [a, b[ si et seulement si la primitive

x € [a, b[— /:C f(t)dt (2.1)

de f sur [a,b] admet une limite finie L lorsque x tend vers b, la valeur de l'intégrale
semi-convergente (2.1) étant alors définie comme cette limite L!. Par exemple

o0 : t xT : t
/ SNt = im [ 22
. t t

T—r+00 0

1. Pour parler I'intégrale semi-convergente sur |a, b[, il faut a la fois avoir semi-convergence sur
la, c] et [c,b] lorsque ¢ est un point arbitraire du domaine de définition ]a, b[ de la fonction.
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existe et vaut 7/2 tandis que la divergence de la série harmonique [1/k]x>; et la

m-périodicité de la fonction t — |sin¢| impliquent

) Y sint

lim —
z—+oo fq t

’dt:—i-oo.

Des que les fonctions ne sont plus positives, le concept de < semi-convergence > se
marie mal avec celui (pré-découpage en strates de niveaux < horizontales > et non
plus en tranches < verticales > au dessus du domaine de définition) que nous évoquions
et ou la mesure des ensembles précede le calcul de l'intégrale des fonctions : par
exemple

T2t
lim dt= lim 0=0
z—+oo f_ 1+ t2 z——+00
tandis que
2
= ot 1+ z*
li = lim 1 = :
w—lj{loo R 2 dt x—lﬁloo 05 1+ a2 oo

il n’est donc absolument pas question de parler de I'intégrale sur R de la fonction
t — 2t/(1+t%)! L’extension de la théorie de I'intégration au cadre des fonctions
de signe quelconque (ou des fonctions a valeurs complexes) devra prendre en compte
ce type de difficulté. La notion de semi-convergence inhérente au point de vue Rie-
mann ou au théoreme fondamental de I'analyse ne saurait étre une bonne notion
dans la théorie que nous envisageons de décrire. Il n’y aura, on le verra, de fonc-
tions intégrables que les fonctions de module intégrable, ce qui en fait nous facilitera
grandement la vie?. Mais, bien siir, la théorie de I'intégrale que nous présenterons
dans cette section n’otera rien a la richesse de concepts autrement plus subtils et
délicats a manier, tel celui de semi-convergence d’une intégrale, notions qui restent
plus en phase avec I'approche de Riemann.

2.2 Une notion de fonction <« simple > : celle de
fonction étagée réelle sur (2, 7)

Définition 2.1 Soit Q2 un ensemble et T une tribu sur Q2. On appelle fonction étagée
réelle sur (2, T) toute fonction de Q2 dans R s’écrivant comme une combinaison
linéaire finie et a coefficients réels

M
=" Nixa, (2.2)
j=1

de fonctions caractéristiques x4 de sous-ensembles non vides A € T, en prenant
soin, c’est important pour l'écriture ici, que les \; sont distincts et donc que A; =
{f = \;}? . Une telle fonction est dite positive si de plus tous les coefficients \;
sont positifs ou nuls.

2. Comme s§’il n’y avait de séries convergentes que les séries absolument convergentes, ce qui
malheureusement n’est pas le cas bien stir, sinon la théorie des séries perdrait tout son sel!

3. Il est pour cela parfois plus commode de penser les fonctions étagées sur {2 comme les fonctions
ne prenant qu'un nombre fini de valeurs distinctes A1, ..., Ay (parmi elles éventuellement la valeur
0) ; notons que I’écriture de f sous la forme 2.2 est unique si les valeurs A; sont supposés distinctes
et si N désigne exactement le nombre de valeurs réelles prises par f.
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Remarque 2.1. La somme, le produit, le sup, I'inf, de deux fonctions étagées positives sont encore
des fonction étagées positives. C’est un exercice immédiat que ’on laisse au lecteur; il faut juste
penser, si

M
[ = Z)\jXAj
j=1
N
g = ZMXBM
k=1

(les A; étant distincts, les p aussi, les A; partitionnant €2, tout comme les By) & écrire f + g, fg,
sup(f, g), inf(f, g) sous la forme

h = Z Vik XA;NBy,
{(G.k); AjNBr#0}

avec des coefficients positifs v, convenables. On utilisera souvent cette idée plus loin.

Si 'on dispose d’une mesure positive sur la tribu 7 conditionnant la définition des
fonctions étagées, l'intégrale d’une fonction étagée positive se définit de la maniere
la plus naturelle possible :

Définition 2.2 Soit f = Zj\il Aj Xa; une fonction élagée positive sur un ensemble
Q équipé d’une tribu T et p T — [0, +00] une mesure positive. L’intégrale de la
fonction f relativement a la mesure positive p est par définition la quantité

/f )dp(w ZAJM € [0, 400]. (2.3)

Remarque 2.2. Cette définition présuppose que ’on ait adopté la convention 0x (+00) = 0, ce que
lon fera toujours dans ce contexte de théorie de I'intégration (sinon, la somme dans (2.3) doit étre
restreinte aux j tels que A; > 0, ce qui alourdirait I’écriture). En revanche, il n’y a pas en général
possibilité de définir l'intégrale d’une fonction étagée quelconque, du fait de I'indétermination
oo — oo, sauf toutefois lorsque tous les sous-ensembles A;, j = 1,..., M tels que A; # 0 sont tels
que ,u(A ) < 400, auquel cas on définit 'intégrale de f (relatlvement a la mesure u) par

/ F(@)dp(ew Zw (2.4)

et 'on dit alors (seulement dans ce cas) que la fonction étagée f est une fonction étagée intégrable

sur (2, T) relativement & la mesure positive p.

La définition de I'intégrale d’une fonction étagée positive ne dépend pas de I’écriture
de cette fonction sous la forme

M
= Z AjXAj .
j=1

En effet, si 'on dispose de deux écritures

M N
f = E >\j XA]‘ = E %3 XBk ’
j=1 k=1
on peut aussi écrire

M N
f E E Vj,k‘ XAjﬂBk )

J=1 k=1
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ou v, est par définition la valeur commune \; = gy, (pourvu que l'on ne garde
dans la somme ci-dessus que les couples (j, k) tels que A; N By, # 0). On a alors
immédiatement

Z)\g (A Z,uk:,u By) = > Vi (A N Be) .
{G:k) s AjNBy#0}

En utilisant cette méme idée, on voit que I'intégrale de la somme des deux fonctions
M N

étagées positives f = > Aj Xa; et g = >k X B, vaut
j=1 k=1

S Nt m) A NBY) = Z/\JM )+ > p(By)

{(J,k); A;NBL#0} k=1

_ / F)dne) + [ g)inte)

O={g=0tu |J Bi={f=0}u |J 4 (2.5)

{k; pr>0} {7 x>0}

puisque

et que l'on peut supposer les \;, j = 1,..., M, deux-a-deux distincts (idem pour les
te, k= 1,...,N), ce qui implique que 'on réalise avec (2.5) deux partitions de €.
On a aussi

JOn@due =x [ fw)duto)

Q Q

pour tout A > 0, pour toute fonction étagée positive (intégrable ou non, pourvu que
'on ait pris comme régle 0 x (+00) = 0).

Enfin, si f et g sont deux fonctions étagées sur  (équipé de la tribu 7) telles que

f < g partout, on a
K#WMMMSKﬁWMM@ (2.6)

(il faut encore utiliser le découpage des A; suivant les A; N By, lorsque f et g s’ex-
N

N
priment sous la forme f = > Aj XA4;, 9 = > Uk XBy)-
j=1 ‘ k=1

Si E est un élément de 7 et f une fonction étagée positive

M
f = Z)\] XAJ' )
j=1

la fonction f X xg est encore une fonction étagée positive, d'intégrale (relativement
a la mesure positive p)

/(fXE ZAJMA NE) /f ) dpu(w
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Si (Ex)r>o0 est donc une suite croissante d’éléments de T réalisant une exhaustion
de Q (c’est-a-dire telle que I'union des Ej, soit I’ensemble 2 tout entier), la propriété
(1.7) de la proposition 1.1 implique

| 1@ dut) = Jim [ fe)dute). (2.7)
Q Ey

2.3 (4, T1)-(, T3)- mesurabilité; le cas (Qy,7T3) =
(10, oo}, B)

Soient €2, et )y deux ensembles, respectivement équipés de tribus 77 et 75 et F
une application de §2; dans §25. La collection

{F(B); B €T}

des images inverses par F' des éléments de la tribu 75 est une nouvelle tribu sur €24,
dite tribu image réciproque (ou encore obtenue par transfert) de la tribu 7T5. Ceci
se vérifie immédiatement (car la prise d’'image réciproque au niveau ensembliste
commute avec a la fois I'union quelconque, l'intersection quelconque et la prise de
complémentaire *) et 'on appelle cette tribu la tribu image réciproque de Ty par F

(on la note F~1(73)).

Définition 2.3 On dit que F' est (1, T1)-(Qs,T2) mesurable si et seulement si la
tribu image réciproque F~1(T3) est incluse dans la tribu T;.

Remarque 2.3. Pour qu’une application F soit (21, 71)-(€2,72) mesurable, il faut et il suf-
fit, lorsque la tribu 72 est supposée engendrée par une famille & de parties de s, que I'image
réciproque par F' de tout élément de la famille & soit un élément de 77 : ainsi, dans le cas parti-
culier ont Qy = R™ et T3 = B(R™), il suffit, pour que F soit (4, 71)-(R™, B(R™)) mesurable, que
I'image réciproque par F' de tout ouvert V de R™ soit un élément de la tribu 77 sur ;.

Remarque 2.4. Si O est un ensemble équipé d'une topologie® et que 7; = B(;) est la plus
petite tribu (dite tribu borélienne sur 'espace topologique §)1) contenant tous les ouverts de 2y, on
dit qu’une application F' : Q; — R™ mesurable relativement aux tribus boréliennes a la source
et au but est borélienne. Puisque I'image réciproque par une application continue d’un ouvert est
encore un ouvert, toute application continue de €2y dans R™ est nécessairement borélienne. Le cas
ot Q; est un sous-ensemble A appartenant a la tribu de Lebesgue M(R™), équipé de la topologie
restreinte de la topologie usuelle de R™, sera pour nous particulierement important par la suite :
dans ce cas en effet, si F' est une application continue de A dans R™, I'image réciproque par F
d’un ouvert V de R™ est un ouvert de A, c’est-a-dire U'intersection avec A d’un ouvert de R™, donc

en particulier un sous-ensemble de R™ élément de la tribu de Lebesgue sur R™.

Les exemples 2y = R, Qy = [0, +00], Oy = C ~ R?, Qy, = R™, équipés chaque
fois de leur tribu borélienne (que pour simplifier on notera toujours B sans préciser
I'ensemble) seront pour nous des exemples capitaux.

Pour vérifier par exemple qu’une application f : Q@ — Rou f : Q — [0, 400] est
(Q, T)-(R ou [0, 0], B)-mesurable, il suffit de s’assurer que, pour tout f € R,

fH(18,00]) = {w € Q; f(w) > B}

4. Ce qui n’est, attention, en général pas le cas pour la prise d’image directe au niveau ensem-
bliste !
5. On dit aussi un espace topologique, comme le sont naturellement R™ ou une partie de R™.
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est un élément de la tribu 7. Une fonction f : Q@ — R™ est (Q,T)-(R™, B)
mesurable si et seulement si ses m applications coordonnées fi, ..., f,, sont (2, 7T) —
(R, B) mesurables.

La (Q,7)-(€2, T")-mesurabilité des fonctions se propage naturellement par compo-
sition car (G o F)™}(B) = F~YG~!(B)] lorsque F et G sont deux applications qui
s’enchainent. Ainsi la somme f + g et le produit f x g de deux applications de {2
dans R ou C est (£2,7) — (R ou C, B) mesurable dés que f et g le sont; idem pour
1/f si f est une fonction mesurable de €2 dans R ou C ne s’annulant pas. Si f est une
fonction (Q, 7)-(R, B) (resp. (2, T)-(C, B)) mesurable, la fonction |f| 'est aussi. Si
f et g sont a valeurs dans [0, 00| et toutes les deux (€2, 7)-([0, oo, B) mesurables,
leur produit 'est encore (toujours une fois admise la convention 0 x (+00) = 0).

On retiendra en particulier la propriété importante suivante :
Proposition 2.1 Si (fx)r est une suite de fonctions de 2 dans [0,+0o0], toutes

mesurables (si ) est équipé de la tribu T et [0,00| de sa tribu borélienne B), alors
les fonctions

sup f, , inf fi
k k
limsup fr := lim (sup f;)
k k—+4o0 1>k
toyntfe = o (gl )

sont toutes les quatre (Q, T)-([0, 0], B) mesurables®.

Preuve. On a, si § € [0, 4+00],

{sup fi > By = e > 8},

d’ot la mesurabilité de sup,, fi puisque la mesurabilité de chaque f implique que
tous les ensembles {fx > [}, donc leur union, est dans la tribu 7 (les ensembles
|8, +0o0] engendrent la tribu borélienne sur [0, 00]). De méme

{inf fi < 8} = J{fe < 5.

d’ott la mesurabilité de inf, f; puisque la mesurabilité de chaque f; implique que
tous les ensembles {fy < [}, donc leur union, est dans la tribu 7 (les ensembles
[0, 8] engendrent aussi la tribu borélienne sur [0, 00]). La fonction limsup, fi est
la limite (décroissante), donc aussi 'inf, de la suite de fonctions (sup,s fi)x qui,
d’apres ce qui précede, est une suite de fonctions mesurables (chacuneid’elles est
un sup d’une famille de fonctions mesurables). La fonction liminfy f; est la limite

6. On rappelle que si (ug ) est une suite d’éléments de la droite numérique achevée [—oo, +00],
limsup,, ug est par définition la plus grande valeur d’adhérence de la suite (ug)x tandis que
liminf, uy est, elle, la plus petite valeur d’adhérence de cette suite. Les notations se justifient
par le fait que limsup, ug est vraiment la limite de la suite (décroissante) (sup;sj u;)x tandis
que liminfy uy est la limite de la suite (croissante) (inf;>jwu;)g. Vous avez par exemple ren-
contré ces notions lors de ’énoncé des criteres de Cauchy ou d’Alembert de convergence des séries
numériques a termes positifs (comparaison avec les séries géométriques) et, a fortiori, dans I'ex-
pression R = 1/limsupy, |ax|*/* du rayon de convergence de la série entiere [azz"]x>1, voir le cours
de MHT401 par exemple.
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(croissante), donc aussi le sup, de la suite de fonctions (inf;>x fi)r qui, d’apres ce
qui précede, est une suite de fonctions mesurables (chacune d’elles est un inf d’une
famille de fonctions mesurables). La proposition est ainsi démontrée.

En particulier, la limite supérieure d’une suite croissante de fonctions étagées posi-
tives sur € (équipé d’une tribu T') est, d’apres la proposition 2.1, une fonction (€2, 7)-
([0, 0], B) mesurable. Ce qui est intéressant et sera pour nous tres important par la
suite est que toute fonction de © dans [0, 00] qui est (2, 7)- ([0, o0c], B) mesurable
s’exprime comme la limite d’une suite croissante de fonctions étagées positives; on
a en effet la proposition :

Proposition 2.2 Soit Q un ensemble, T une tribu sur Q et f : Q — [0, 00| une
fonction (2, T)-([0, oo], B) mesurable. La fonction f est limite d’une suite croissante
de fonctions étagées positives (relativement a la tribu T ).

Preuve. Il suffit de démontrer le résultat pour une fonction mesurable bornée. En
effet, toute fonction mesurable de 2 dans [0, oo] est limite croissante (ponctuellement
partout) de la suite (inf(f, k))r>1 (qui est une suite de fonctions mesurables bornées
puisque l'inf de deux fonctions mesurables 'est aussi d’apres la proposition 2.1).
Supposons que l'on sache que chaque fonction inf(f, k) est limite partout d'une
suite de fonctions étagées positives (fi;)i>1. La suite (fxx)r est alors une suite de
fonctions étagées positives convergeant partout vers f sur Q7. La suite (hy)g, ol

hy, :== sup fi
1<I<k

est alors une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant vers f.

Si f est & valeurs dans [0, M|, on introduit, pour tout k € N*, les 2% éléments de T

IM (l+1)M
Ay = {w;Q—ka(w) o }, 1=0,..28-1
et I'on pose, pour k£ € N*,
2k 1
IM
hy, = Z ok XAk
1=0

La suite (hg)r est une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant
(d’ailleurs en fait uniformément) vers f sur 2. La proposition est démontrée. <

2.4 L’intégrale des fonctions (2,7 )-([0, o], B) me-
surables

Soit © un ensemble, 7 une tribu sur Q, p : 7 — [0, 00] une mesure positive.

Si f est une fonction (€2, 7)-([0, oo, B) mesurable, on sait, d’apres la proposition 2.2,
que f est limite croissante d'une suite de fonctions étagées positives (fi)r. On sait
aussi définir I'intégrale (relativement a la mesure positive ) d’une fonction étagée

7. Le procédé utilisé ici est un procédé bien classique en analyse, dit procédé diagonal, les deux
indices k, [ sont pris égaux (ou encore (k,1) sur la <« diagonale » du tableau d’indices).



2.4 L’intégrale des fonctions (2, T )-([0, oo, B) mesurables 33

positive (définition 2.2), opération qui a le mérite d’étre < monotone » | puisque

dapres (2.6),
(r<9) = ([ @) < [ stwraue)).

Cecl nous incite a la définition suivante :

Définition 2.4 Soit Q un ensemble, T une tribu sur Q, p : T — [0,00] une
mesure positive. L’intégrale (relativement a la mesure positive 1) d’une fonction
(Q,7T)- ([0,00], B) mesurable est par définition la borne supérieure (finie ou infinie)
de toutes les intégrales

/Q () dp(w)

lorsque ¢ décrit l’ensemble de toutes les fonctions étagées positives inférieures ou
égales a f sur ). On note encore cette intégrale

/Q F(w) du(w) € [0, 0]

ou encore, en abrégé,
/ fdu€l0,00].
Q

La fonction f est de plus dite intégrable (relativement a la mesure 1) si et seulement
5%

/fdu<+oo.
Q

Remarque 2.5. Si f est étagée positive, la définition proposée ici et la définition proposée dans la
définition 2.2 coincident ; notre nouvelle définition étend bien ’ancienne a une classe de fonctions
plus large (celle des fonctions (€2, 7)-([0, 0], B) mesurables) en restant cohérente avec la définition

2.2 lorsque l'on se limite a la classe des fonctions étagées positives.

Une inégalité (pourtant d’une extréme simplicité) est appelée a jouer un role tres
important en théorie de I'intégration : c’est [inégalité dite de Markov® :

Proposition 2.3 Soit Q un ensemble équipé d’une tribu T, p : T — [0, +00] une
mesure positive. Si f : Q — [0, 00| est une fonction (Q,T)-([0, 00], B) mesurable
qui de plus est intégrable relativement a la mesure u, alors, pour tout nombre 8 > 0,
Uensemble {w; f(w) > B} est un élément de T de mesure finie et l'on a

1
H({f 2 ) < /Q fp. (2.8)

En conséquence, l'ensemble {f = oo}, intersection décroissante des sous-ensembles
{f >k}, k € N*, est un élément de T de p-mesure nulle.

8. C’est sous l'impulsion de son maitre Pafnuty Chebyshev que le mathématicien russe An-
drei Markov (1856-1922) s’intéressera des 1900 & la théorie des probabilités et en particulier aux
théoreémes limites (la célebre inégalité dite de Bienaymé-Chebyshev, que vous verrez dans 'UE
MHTG601, est une conséquence immédiate de I'inégalité dite de Markov) ; Markov développa aussi
le concept probabiliste de chaine de Markov appelé a jouer un role essentiel dans la modélisation
stochastique.
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Preuve. La fonction étagée positive 3 X xs>g; étant majorée par la fonction mesu-
rable f, on a, par définition de I'intégrale de f comme borne supérieure des intégrales
(relativement & p) des fonctions étagées positives minorant f

/5X{fzﬁ}du=ﬁu({f > ) < / fdu < +oo,
Q Q

d’ou l'inégalité (2.8). L’assertion finale résulte de la propriété (1.8) dans la liste des
propriétés partagées par toute mesure positive (ici u) et énoncées dans la proposition

1.1.

Voici une conséquence importante de l'inégalité de Markov :

Proposition 2.4 Soit 2 un ensemble équipé d’une tribu T, p : T — [0, +00] une
mesure positive. St f : € — [0,00] est une fonction (2, T)-([0, o0, B) mesurable,
la fonction [ est d’intégrale nulle (relativement a la mesure p) si et seulement si
l’ensemble

{w; f(w) >0}

est de p-mesure nulle (négligeable relativement a la mesure p).

Preuve. Si f est nulle hors d’un sous-ensemble p-négligeable de €2, I'intégrale de
toute fonction étagée positive minorant f est nulle, ce qui implique que I'intégrale de
f relativement a la mesure p est nulle. Réciproquement, si tel est le cas, I'inégalité
(2.8) implique que chaque ensemble {f > 1/k}, k € N* est de p-mesure nulle.
L’union (dénombrable) de ces ensembles, qui est exactement {f > 0}, est donc de
p-mesure nulle.

2.5 Le théoreme de convergence monotone et ses
conséquences

Soient toujours dans cette section {2 un ensemble (toujours abstrait), 7 une tribu
sur Q et T —> [0, 00] une mesure positive. Comme on I’a vu a la proposition
2.2, toute fonction (€2, 7)-([0, oo, B) mesurable est ponctuellement limite croissante
d’une suite (@g)r de fonctions étagées positives; il serait judicieux que l'on puisse
calculer 'intégrale de f sur Q) (relativement a la mesure p), telle qu’elle a été définie
a la définition 2.4, précisément en s’aidant de telles suites < approximantes > (¢ )k
pour la fonction f. Si tel est le cas, les propriétés auxquelles se plie I'intégrale des
fonctions étagées positives (additivité, positive homogénéité, monotonie) pourront
évidemment s’étendre a l'intégrale des fonctions mesurables positives. De fait, le
résultat crucial ici est le théoréme de convergence croissante, ou encore théoréme de
Beppo Levi? :

9. Le mathématicien italien Beppo Levi (1875-1961) prouva ce résultat, qui peut aujourd’hui
sembler élémentaire, en 1906 ; mais ’on doit aussi & Beppo Levi, qui émigra a Rosario en Argentine
en 1930, y créa un journal et y fonda une importante école, une quantité de travaux mathématiques
(logique et axiome du choix, premieéres approches des 1897 & la résolution des singularités des
surfaces algébriques préludant aux travaux d’H. Hironaka 60 ans plus tard, courbes elliptiques,...)
ainsi qu’en histoire des sciences. Le théoreme de 1906 est donc loin d’étre le point saillant du riche
apport de Beppo Levi a tous les pans des mathématiques.
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Théoréme 2.1 (de Beppo Levi ou de convergence croissante) Soit (fi)r>1
une suite croissante™ de fonctions (Q, T)-([0, oc], B) mesurables sur un ensemble
équipé d’une tribu T et f la limite de la suite fy lorsque k tend vers +oo. Alors f est
ausst (2, T)-([0, 00], B) mesurable et, si pn : T — [0,00] est une mesure positive,

[ydu—lm(/ﬂmo ). (2.9)

Preuve. Que f soit (2, T)-([0, 0o, B) mesurable résulte de la proposition 2.2. Par
définition de I'intégrale comme borne supérieure, le fait que f, < f pour tout £ € N*
implique

/fkd,ug/fd,u Vk € N*.
) Q

().,

converge donc dans [0, 0o vers une limite au plus égale a fﬂ fdp. 11 faut montrer
que cette limite est en fait minorée aussi par cette intégrale. Pour cela, on choisit
un nombre € €]0, 1[. Si ¢ est une fonction étagée positive telle que ¢ < f, posons,
pour k € N*,

La suite (croissante)

Acop ={w; frlw) = (1 —€)p}.
On a

/kad/iZ/Aey%k(l—e)wdu—(l—e)/A odu. (2.10)

€0,k

Mais la suite (A¢, )k est une suite croissante d’ensembles qui exhauste €2 : en effet

si p(w) > 0, alors, comme f(w) > p(w) > (1 — €)p(w) et que f(w) = klirll fr(w),
—+00

on a

fe(w) > (1 = €)p(w)

pour k assez grand, donc w € (J, Ac ok, tandis que, si ¢(w) = 0, w est bien sur dans
tous les ensembles A, ;. En utilisant la propriété (2.7) établie a la fin de la section
2.2 (on prend Ej = Ac, 1), on a

lim godu:/godu.
Q

k——+o0 14€ ok

En faisant tendre k vers U'infini dans (2.10), il vient donc

Jm /fkdu 1—6)/Qsodu-

Comme € €]0, 1] est arbitraire, on a, en le faisant tendre vers 0,

lim /nwL /ww;
k—+4o00 Q

10. Ceci signifie f < fr41 sur Q pour tout k € N*.
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mais, ceci étant vrai pour toute fonction étagée positive ¢ minorant f, on en déduit

kgrfoo(/ﬂfkdu) E/Qfdﬂ

par définition méme de l'intégrale de f relativement a la mesure p comme borne
supérieure des intégrales (relativement a cette mesure) des fonctions étagées positives
¢ qui la minorent. Le théoreme est donc bien démontré.

Si f et g sont deux fonctions (€2, 7)-([0, oc|, B) mesurables, on voit, en approchant
f et g respectivement par les suites croissantes de fonctions étagées (or)r et (r)x
(donc f + g par la suite croissante (¢ + ¥ )x), que, suivant le théoreme de Beppo
Levi et la propriété d’additivité de l'intégrale sur la classe des fonctions étagées
positives (voir la section 2.2),

Jodn = i ([ o) dn)

k—+o0

= kgrfw(/ﬂsokdﬂvL/ﬂwkdu)
= /Qfdqu/diu (2.11)

et que, si A > 0, on a (modulo toujours la convention 0 X (+00) = 0),

Jona = [ o)
= A lim gokdp:/\/fd,u. (2.12)
Q Q

k—+o0
Ainsi donc, l'intégrale (relativement a la mesure positive u) des fonctions (€2, 7T)-
([0, 0], B) mesurables se plie aux regles d’additivité (2.11), de positive homogénéité
(2.12), et bien sir aussi de monotonie (2.6).

Autre application importante du théoreme de Beppo Levi : si (Ey)x est une suite
croissante d’éléments de 7T réalisant une exhaustion de € (I'union des Ej, est égale
a  tout entier) et si f est une fonction (€2, 7)-(]0, oc], B) mesurable, on a

lim / F X dyi = / zn (2.13)

k—+o00

Exemple 2.1. Si (uy)x est une suite de fonctions (£2, 7)-(]0, oo, B) mesurables et p : T — [0, 0]
une mesure positive, le théoreme de Beppo Levi implique en particulier

Zuk dp = Z ug dp € [0, 00], (2.14)
QN —Ja

résultat constituant une formulation du théoréeme d’intégration terme a terme des séries de fonctions
mesurables positives. Il est important de souligner que ce résultat peut aussi se lire ainsi : si 'un
des deux membres dans (2.14) vaut +oo, alors 'autre aussi; si I'un est fini, 'autre aussi et ils sont

égaux! Ceci vaut d’ailleurs tout autant pour la lecture de (2.9).

Un lemme complete de maniere tres intéressante (surtout lorsque nous en viendrons
a passer a l'intégration des fonctions de signe quelconque) le théoreme de conver-
gence monotone. Il a aussi été proposé des 1906 (dans sa these) par I'astronome et
mathématicien frangais Pierre Fatou (1878-1929) et permet de nous affranchir de la
contrainte < suite croissante > bien restrictive :
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Théoréme 2.2 (lemme de Fatou) Soit Q un ensemble, T une tribu sur ), et
w =T — [0,00] une mesure positive. Soit (fy)r>1 une suite de fonctions (Q,7T)-
([0, 0], B) mesurables; on a toujours

/Q(limkinf fr)du < limkinf </ka du) ) (2.15)

Preuve. Il suffit de considérer la suite croissante ( e )k, OU
f ) i=Inf f I

suite de fonctions (2, T)-(]0, oo], B) mesurables (d’apres la proposition 2.2) conver-
geant en croissant vers limkinf fr. Le théoreme de convergence monotone nous donne

donc
k—+o0

Lﬁwséﬁw

pour tout [ > k (par monotonie de l'intégrale et puisque fk < fi pour tout [ > k),
on a

/(hmmffk dp = lim /fk dps . (2.16)
Q

Comme

/S)fkduégl{(/gfzdu), VEk>1,

ce qui donne 'inégalité (2.15) en prenant les limites lorsque k& tend vers 'infini et
en combinant avec (2.16). Le lemme est prouvé.

C’est grace au lemme de Fatou que nous serons aptes, une fois définie la notion
d’intégrabilité pour les fonctions a valeurs dans [—oo, +o0], C ou R™, d’énoncer le
second grand théoréeme autorisant la permutation d’une prise de limite et d’une prise
d’intégrale, le théoreme de convergence dominée d’Henri Lebesgue.

2.6 Un lien avec l'intégrale de Riemann des fonc-
tions continues positives (ou nulles) sur (a,b)

A ce niveau du cours, avant d’aller plus loin (et pour rester concrets), il temps de
nous raccrocher au concept d’intégrale que nous connaissons bien, celui d’intégrale
au sens de Riemann d’une fonction continue prenant des valeurs positives ou nulles
sur un intervalle (a, b) (fini ou non, bornes ou non incluses) de R. On dispose sur (a, b)
d’une tribu, a savoir la tribu borélienne (trace sur (a,b) de la tribu borélienne sur
R) ! et, sur cette tribu, d’'une mesure positive particuliere, la mesure de Lebesgue,
que nous avons appris a construire au chapitre 1.

Soit (a,b) un tel intervalle de R que l'on écrira comme union croissante d’une suite
de segments [ay, bg], k > 1, tous fermés bornés. Soit f une fonction continue positive
sur (a,b), donc évidemment mesurable relativement a la tribu borélienne (et de

11. On dispose méme d’une tribu plus grosse, & savoir sa complétée, ici en fait la trace sur (a,b)
de la tribu M(R) des sous-ensembles mesurables de R (au sens de Lebesgue).
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restriction a chaque segment [ag,bx] mesurable par rapport a la tribu borélienne
sur [ag, bg]). Du fait de 'uniforme continuité de f sur chaque segment [ay, by, il est
facile de construire, pour chaque k € N*, une suite (¢;);>1 de fonctions en escalier
positives (voir la section 1.1) convergeant uniformément (et de maniére croissante)
vers f sur le segment [ag, bg] : ceci se fait par exemple en subdivisant [a, b] suivant
les points

(b —a

et en prenant comme valeur de la fonction en escalier ¢;; sur I'intervalle semi-ouvert

(b, — ag)
21 ’

,j=0,..72

(bx — ay,)

[]:[ak+] [7j:O7"'72l_17

inf des valeurs de la fonction f sur le segment I; (et fi;(bx) = f(by)). Chacune
de ces fonctions en escalier ¢, | > 1, est évidemment aussi une fonction étagée
positive (relativement a la tribu borélienne sur [ay, by|) et il résulte donc du théoreme
de Beppo Levi que

b
/ £t dt = lim/ o dt= [ Fe)dt,
[ak,br] [ar,b]

l—+o00 ax

I'intégrale fabf f(t)dt désignant ici 'intégrale de f calculée au sens de Riemann.

La propriété (2.13) nous permet donc alors d’énoncer la proposition suivante, qui
nous confirme bien que la théorie de I'intégration que nous envisageons dans ce cours
élargit celle de Riemann que vous connaissiez '2 :

Proposition 2.5 Soit (a,b) un intervalle de R (de type quelconque), union crois-
sante des segments |ay,bg|, et f une fonction continue prenant des valeurs posi-
tives ou nulles sur (a,b). La fonction [ est alors mesurable relativement a la tribu
borélienne sur (a,b) et lintégrale de f relativement a la mesure de Lebesque sur
(a,b) est égale a

fiydt= tm [ fde. (2.17)

(a7b) k—4o00 a

ot les intégrales ci-dessus sont calculées au sens de Riemann'3.

Preuve. Elle résulte de ce qui précede et de 'application de la régle (2.13). &

12. Nous n’avons nullement construit un procédé d’intégration donnant un résultat différent de
celui que nous connaissions lorsqu’il s’agit de calculer des intégrales de fonctions aussi régulieres
que les fonctions continues, voire continues par morceaux, méme, on le verra, réglées (cf. la note
suivante) ! Ceci vaut d’ailleurs aussi en ce qui concerne les intégrales multiples de fonctions continues
en plusieurs variables sur les domaines simples de R”.

13. On verra plus loin dans le cours que ceci est encore vrai si la fonction f est simplement une
fonction positive réglée sur (a,b), c’est-a-dire ayant en tout point de (a,b) une limite & gauche et
a droite (ou encore, ce qui est équivalent, limite uniforme sur tout segment [ax, bx] d’une suite de
fonctions en escalier) ; une telle fonction est bien intégrable au sens de Riemann sur tout segment
[ak, bg], est mesurable sur (a,b) (pour la tribu borélienne) et la formule (2.17) subsiste.
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Exemple 2.2. Par exemple, on pourra vérifier a titre d’ application directe du théoréeme de Beppo
Levi les égalités

+oo t
—1—t
0 t
o0 14+et > 1
o (L = 0y
/0 B\ et I;)(2k+1)2

dans le contexte ot 2 =0, +o00[, équipé de la tribu borélienne, et ot la mesure (ici notée dt) est
la trace sur |0, +oo[ de la mesure de Lebesgue sur R (les intégrales figurant au membres de gauche
pouvant étre interprétées d’apres la proposition 2.5 indifféremment au sens de Lebesgue dans le

contexte mentionné ou de Riemann.

2.7 Intégration des fonctions a valeurs dans R, C,
Rm

Soit © un ensemble abstrait, 7 une tribu sur Q, u : 7 — [0, 00| une mesure
positive et f une fonction mesurable de (€2,7) dans (£, B), ou s désigne 'un
des espaces topologiques R := [—o0, 00], C, R™ équipé de sa tribu borélienne B. Si
t € [—00,00], on définit naturellement |t| € [0, 00|, si € R™, on note |z| la norme
euclidienne de z et si z € C, |z| le module de z. On rappelle qu'une application
[ :Q — R™est (2, 7T)-(R™,B) mesurable si toutes les applications coordonnées
sont (2, T)-(R, B) mesurables.

Définition 2.5 Une fonction f : Q — [—o00,00], C,R™ est dite intégrable relati-
vement a la tribu T et a la mesure p si :
— d’une part, f est mesurable de (2, T) dans l'un de ces trois espaces topologiques
équipé de sa tribu borélienne B ;
— d’autre part

/ |f] dpt < +o0. (2.18)
Q

Pour définir dans ce cas ce qu’est l'intégrale d’une fonction intégrable relativement
a la mesure positive p, il convient de distinguer les trois cas.

- Si f :Q — [—00,0], la condition d’intégrabilité (2.18) implique, du fait
de la proposition 2.3, que |f| est fini hors d’'un ensemble p-négligeable et que
les fonctions mesurables f := sup(f,0) et f~ := sup(—f,0) (a valeurs dans
[0,00]) sont toutes les deux intégrables (comme fonctions (€2, 7)-([0, o], B)
mesurables) par rapport a la mesure . On pose alors

/Qfdu ::/Qf+du—/ﬂf_du. (2.19)

— Si f : Q — C, les quatre fonctions (Re f)*, (Im f)* (& valeurs dans [0, col)
sont toutes les quatre (€2, 7)-(]0, oo], B) mesurables et la condition d’intégrabi-
lité (2.18) implique qu’elles sont toutes les quatre intégrables. On pose alors

| ran= [ ®eprau= [ @en auri( [ampran= [ ampan).
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- Si f :Q — R™ les 2m fonctions f;—L, j = 1,...,m attachées aux m fonc-
tions coordonnées fi, ..., f,, (a valeurs dans R) sont toutes les quatre (€2, 7)-
([0, 0], B) mesurables et la condition d’intégrabilité (2.18) implique qu’elles
sont toutes intégrables. On pose alors

/Qfdu = (/Qf]*du—/ﬂfj.—dy>jl - (2.20)

-----

Toutes ces définitions d’intégrales ont chaque fois fait intervenir des combinaisons
de nombre réels (éventuellement a coefficients complexes), mais, en aucun cas (c’est
pour cela que la clause d’intégrabilité (2.18) est essentielle) la forme indéterminée
00 — 00.

2.8 Les principales propriétés de ’intégrale

La premiere des propriétés de 'intégrale des fonctions mesurables a valeurs dans
R, C, R™, est la linéarité. Remarquons tout d’abord que si f est mesurable sur
(,7T), & valeurs dans R, et de plus intégrable, les ensembles {f = Zoo} sont
négligeables (comme conséquence de 1'inégalité de Markov, proposition 2.3) et l'on
peut donc affirmer alors que f est égale (hors d'un ensemble p-négligeable) a une
fonction mesurable de (€2,7) dans R. Par la suite, le cas des fonctions intégrables
a valeurs dans [—oo, 00] = R se ramene, en ce qui concerne les calculs d’intégrales
relativement a une mesure positive des fonctions intégrables, a celui des fonctions
mesurables et intégrables de (2, 7) dans R.

Du fait de la définition de l'intégrale d’une fonction intégrable réelle comme la
différence des deux intégrales de fonctions positives f et f~ (comme dans (2.19)), de
la définition de l'intégrale des fonctions mesurables intégrables a valeurs vectorielles
(comme dans (2.20)), et de I'additivité de la prise d’intégrale pour les fonctions
mesurables de (£2,7") dans [0, 00|, on a le résultat immédiat suivant :

Proposition 2.6 (linéarité de l’intégrale) Si f et g sont deuz fonctions (2, T)-
(R™, B(R™)) mesurables, intégrables relativement a une mesure positive p sur T, et
si A\, v sont des nombres réels, la fonction A\f + pg est encore (2, T)-(R™, B(R™))
mesurable, et intégrable relativement a la mesure i, et l’on a, dans R™, [’égalité

/Q()\f—i-ug)d,u:)\/gfdu—l—u/ggdu. (2.21)

Si f et g sont (2, T)-(C, B(C)) mesurables et intégrables par rapport a la mesure j et
si A\, v sont deux nombres complezes, \f +vg est aussi (2, T)-(C, B(C)) mesurable,
intégrable par rapport a la mesure u, et l'on a encore l’égalité (2.21).

Pour les fonctions définies sur (£2,7) et a valeurs réelles ou complexes, une seconde
inégalité jouera un role majeur; elle ne fait en fait que répercuter dans le contexte
de l'intégration I'inégalité triangulaire

fu + -+ + uy| < Jur| + -+ Jun]

(pensez a 2 = {1,..., N} avec comme mesure la mesure de décompte); c’est la :
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Proposition 2.7 Soit f une fonction (2,T)-(R,B(R)) ou (C,B(C))-mesurable,

intégrable par rapport a une mesure positive p sur T ; alors, on a

\/Qfdu\ S/ﬂ|f|du- (2.22)

L’égalité dans (2.22) se produit si et seulement s’il existe un nombre compleze A de
module 1 tel que f = A f| p-presque partout (A = +1 si [ est a valeurs réelles).

Remarque 2.6. En fait, I'inégalité (2.22) se généralise pour les applications a va-
leurs non plus dans C ~ R? mais dans R™, m > 1. Si || || désigne une norme
abitraire sur R™ et f une fonction (€, 7)-(R™, B(R™))-mesurable, intégrable par
rapport a une mesure g sur 7, alors

| [ sasl| < [ 1o0a 029

Cette inégalité est aisée a établir pour les fonctions étagées (a valeurs dans R™)
intégrables (elle résulte alors de 'inégalité triangulaire) et se déduira pour les fonc-
tions intégrables du théoreme 2.3 de convergence dominée de Lebesgue (qui sera
énoncé et démontré un peu plus loin). Rien par contre ne peut étre vraiment ajouté
dans ce cas concernant le cas d’égalité dans (2.23) comme c’est le cas lorsque f est
a valeurs complexes et la norme la norme euclidienne dans R?.

Preuve. Si f est a valeurs réelles, le fait que f soit (2, 7)-(R, B(R)) mesurable et de
plus intégrable relativement a la mesure p implique que les deux fonctions posititives
[t :=sup(f,0) et f~ := sup(—f,0) héritent des mémes propriétés. Comme |f| =
ft+ f~, on bien I'inégalité

)/Qf+d,u—/ﬂf_du‘S/Qerdqu/Qf—dM:/SJﬂdu

d’apres la clause d’additivité (2.11).
Si maintenant f est a valeurs complexes, 'inégalité (2.22) est bien str satisfaite
si ‘ fQ f du‘ = 0. On peut donc supposer que ce nombre est strictement positif et

appeler A le nombre complexe (de module 1)

Jo fdp

A= .
[ Jot

(2.24)

En prenant les parties réelles des deux membres dans l'identité

[ ran[=x [ s
/fd,u‘ /Re (A f)du</ﬂ[Re()\‘1f)rdu.

Mais la clause de monotonie (2.6) de la prise d’intégrale de fonctions mesurables

positives implique
_l’_
[ [rev )] aus [ 171
Q Q

il vient
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puisque (Re (A1 )T < |f| sur Q. L'inégalité (2.22) est donc prouvée aussi lorsque
f est a valeurs complexes.

Supposons maintenant que, pour une fonction mesurable et intégrable a valeurs

complexes f, on ait ’égalité
’/fdu‘Z/!f\du-
Q Q

Si ces deux nombres sont nuls, il résulte de la proposition 2.4 que f est nulle u-
presque partout, donc f = |f| p-presque partout. Sinon, on peut introduire le
nombre complexe A comme dans (2.24) et déduire de

[ rau] = [ Repau= [ ifidu=| [ rau

/Q (171~ Be (\" 1)) du = 0.

Comme il s’agit ici de I'intégrale d’une fonction mesurable positive, la proposition
2.4 implique que |f| = Re (A7 f) p-presque partout, soit encore

Re()\ 1|;|) =1

p-presque partout, soit donc (puisque 1 est le seul nombre complexe de module 1
ayant 1 pour partie réelle), f = A|f| u-presque partout. La proposition est donc bien
démontrée ici.

Pégalité

Lorsque f est une fonction (€2, 7)-(R,B) mesurable intégrable par rapport a une
mesure p de masse totale finie (normalisée de maniere a ce que cette masse vaille
1), une autre inégalité est appelée un jouer un role important 1 ; c’est I'inégalité de
Jensen '® dont voici I’énoncé :

Proposition 2.8 (inégalité de Jensen) Soit f une fonction (2, T)-(R,B) me-
surable supposée intégrable relativement & une mesure positive u sur T (telle que
w(Q2) =1) et & une fonction convere & : I — R, I désignant un intervalle ouvert
de R tel que f(Q) C I. L’intégrale fQ fdu est alors un élément de I et on a

o( [ rau) < [@opydu= [@or) du= [(@of)due] - oo,

(2.25)

le membre de droite étant toujours défini du fait que

/Q(q)of)_du<oo

puisque ® est le sup sur I des fonctions affines qui la minorent et que, pour tout
a, B € R, la fonction af + [ est intégrable relativement a p dés que f Lest.

14. En particulier, on la retrouvera pour l’exploiter lorsque nous aurons & définir plus tard dans
ce cours les espaces LP(Q, T, u) et LP(Q, T, u) pour p € [1, 00].

15. Mathématicien danois (1859-1925), Johan Ludwig Jensen, qui resta un mathématicien < ama-
teur > durant toute sa carriére d’ingénieur a la division de Copenhague de la Bell Telephone Com-
pany, prouva cette inégalité importante en 1906 ; on lui doit aussi des travaux en relation avec
Ihypothése de Riemann (qui lui firent énoncer une importante formule de représentation intégrale
en analyse complexe, liant la croissance d’une fonction analytique dans un disque a la répartition
de ses zéros).
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Preuve. Dire que la fonction ® : I — R est convexe (donc nécessairement conti-
nue) sur 'intervalle ouvert I équivaut a dire que 1’épigraphe

Ee :={(t,y) eR*;tel, y>o(t)}

est un sous-ensemble convexe fermé de I x R, ce qui implique que, pour tout (¢g, o)
avec tg € I et y < ®(tg), on puisse trouver une fonction affine

t ; O‘toﬂuot + 615073/0

dont le graphe au dessus de I passe par (to, o) et reste strictement en dessous de
I’ensemble Fg. On en déduit donc que, sur I, ¢ est exactement ’enveloppe supérieure
des fonctions affines qui la minorent. Prenons une telle fonction affine

L(t)y=at+ 0.

La fonction mesurable af 4 ( est intégrable relativement a la mesure p d’apres la
proposition 2.6 puisque p est supposée de masse totale finie (et méme normalisée
pour que p(2) =1) et on a

[tar+Bdu=a [ rau-s.
Q 0
Or, si ([ag, bg])x est une suite croissante de segments exhaustant I, on a

/fd,u: lim/ fdu
Q oo J{relanbul}

d’apres la propriété (2.13) appliquée aux deux fonctions intégrables positives f* et
f~; comme de plus

o [ < [ pdu<n | i (2.26)
{f€lak,br]} {f€lak,br]} {f€lak,br]}

et que p(€2) = 1, il en résulte en faisant tendre k vers l'infini dans (2.26) que

/Qfduel.
o [ 1n)

s’obtient donc comme la borne supérieure, lorsque L = L, g est une fonction affine
minorant strictement ® sur l'intervalle ouvert I, des nombres

Le nombre

L(/ﬂfdu):/Q(oszrﬂ)duS/Q@Of)duE]—00700};

notons que l'intégrale de ® o f relativement a la mesure p est bien définie puisque
cette fonction étant minorée par une fonction intégrable telle précisément que L(f),
elle est telle que (Po f)~ est une fonction positive intégrable relativement & la mesure
11, ce qui Ote toute ambiguité du type oo — oo pour la définition de

J@onyan= [@ont = [ (@0 due] oo,
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L ] 5w}

(lorsque L est une fonction affine minorant strictement ® sur ) sont majorés par

Comme tous les nombres

/Q(%f)dué]—oo,oo],

on obtient bien I'inégalité de Jensen voulue. <

Il ne faut pas omettre de mentionner parmi les propriétés utiles de l'intégrale des
fonctions (2, 7)-(R, B) mesurables la clause de monotonie : si f et g sont des fonc-
tions réelles mesurables et intégrables toutes les deux relativement a la mesure p, la

propriété (2.6)
(f<9) = (/Qfduéfggdu)

reste évidemment valable.

Enfin, si (Ej)y est une suite croissante d’éléments de T exhaustant €2 et si f est une
fonction (& valeurs dans R, C, R™) mesurable et intégrable relativement & p, la regle

(2.13) reste valide :
lim /fXEk dp = / fdu.

2.9 La clause de <« domination > et le théoreme de
Lebesgue

Donnons pour commencer un critere tres utile d’intégrabilité; ce critere s’énon-
cera en termes d'une clause de < domination par une fonction intégrable .

Proposition 2.9 (critére d’intégrabilité par domination) Soit Q2 un ensemble
équipé d’une tribu T, p : T — [0,00] une mesure positive. Une fonction f
Q — R, C, ouR™ est intégrable relativement a la mesure u si et seulement si :
— d’une part, elle est (Q,T)-(R,CouR™, B) mesurable ;
— d’autre part, il eziste une fonction g : 2 — [0, 00] mesurable relativement
auz tribus T (a la source) et B (au but), intégrable relativement a la mesure
i, et de plus telle que 'on ait la clause de domination :

VweQ, |[f(w)<gw). (2.27)

Preuve. Si f est a valeurs réelles, on remarque que la condition |f| < ¢ implique
f* < g; lintégrabilité de g implique donc celle de f*, donc celle de f* + f~ = |f].
Réciproquement, si f est intégrable, g = | f| I'est aussi et peut étre considérée comme
une fonction < dominante ». Les cas ou f est a valeurs complexes ou vectorielles (dans
R™) se traitent de maniére identique; par exemple, si f = (f1,..., fm) : Q — R™,
la condition (2.27) implique |fji| < /m g pour tout j = 1,...,m, donc I'intégrabilité
de f; des que ces fonctions coordonnées sont toutes supposées mesurables. <

Exemple important 2.3 (domination et critére de Riemann). C’est 'occasion

de se souvenir ici (voir le cours de MHT401) que la fonction t €]0, co[— t*, o € R,
(souvent utilisée comme fonction dominante) est intégrable sur |0, 1] relativement &
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la mesure de Lebesgue si et seulement si v > —1 (critere de Riemann). En revanche,
elle est intégrable sur [1,+oo[ si et seulement si @« > —1. En dimension m, on le
verra plus loin, mais il est bon d’ores et déja de le retenir, la fonction z — ||z||%,
a € R, est intégrable dans la boule unité si et seulement si o« > —m, intégrable dans
le complémentaire de cette boule si et seulement si a < —m.

Nous sommes maintenant en état d’énoncer I'un des plus importants théoremes de
la théorie de l'intégration, le théoreme de < convergence dominée >, point fort du
travail d’Henri Lebesgue initié avec (< Sur une généralisation de l'intégrale définie )
des 1901 ; ce résultat est aussi connu comme le théoreme de Fatou-Lebesgue :

Théoréeme 2.3 (théoréme de convergence dominée) Soit Q2 un ensemble, équi-
pé d’une tribu T, p T — [0,00] une mesure positive. Soit (fy)r>o une suite de
fonctions mesurables de 0 dans R, C ou R™ (relativement a la tribu T d la source et
a la tribu borélienne B au but), toutes intégrables relativement a la mesure p, telle
que :
— d’une part, la suite (fy)r converge simplement pour p-presque tout w € €2 ;
— d’autre part, il existe une fonction g : (2, 7T)-([0,00], B), intégrable relative-
ment a la mesure i, dominant uniformément les fi, k € N, au sens suivant :

VkE eN, VweQ, |frilw)] <gw). (2.28)

Il existe alors au moins une fonction (2, T)-(R, CouR™, B) mesurable f telle

— 1
flw) = lim fi(w)
pour p-presque tout w'®. De plus, étant donnée une telle fonction f, f est aussi
intégrable relativement a la mesure pu et l’on dispose de la possibilité d’intervertir
limite lorsque k tend vers +oco et prise d’intégrale relativement a la mesure p :

i /Q fidy) = /Q fdu. (2.29)

Preuve. Montrons d’abord I'existence d’une fonction mesurable f telle que

J= lim fg
k—+4o00
p-presque partout. L’ensemble E des points w € Q ou la suite fr(w) n’est pas
convergente est un élément de 7 (si par exemple f = (fi, ..., fin) est une application
de Q dans R™, les ensembles E; := {liminf f; < lim supfk}, J =1,...,m, sont des
éléments de T d’apres la proposition 2.1). Si 'on définit f = fp sur Q\ E et fp =0
sur E, la suite (f)r est une suite de fonctions mesurables simplement convergente
vers une fonction mesurable f qui est bien u-presque partout limite simple de la suite
(fr)x- Il existe donc bien au moins une fonction mesurable f telle que f = klim I
—+00

p-presque partout.

Nous poursuivons la preuve en nous limitant au cas des fonctions a valeurs réelles,
cas auquel on peut immédiatement se ramener en raisonnant suite de fonctions co-

ordonnées par suite de fonctions coordonnées. Donnons nous donc une telle fonction
f (nécessairement intégrable du fait du critere d’intégrabilité de la proposition 2.9

16. Si la tribu 7 est p-complete, toute fonction p-presque partout égale a i lim f; fait affaire.
—+0o0
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puisque | f| < g p-presque partout) et appliquons le lemme de Fatou (théoreme 2.2)
a la suite (29 — |f — fi|)x; on a

/Qllygjgof@g—lf—fkl)dﬂ = 2/diu
< tmint ([ (291 = i an)

k—4o00

< 2 [ gdp—timsup ([ 17~ sl d)
Q k—4o00 Q
d’ou il résulte

fimsup [ |f ~ fuldu =0,
Q

k—+o00

ce qui implique (2.29), puisque

[ sean= [ rau] < [ 1.~ a

d’apres la proposition 2.7.

Exemple 2.4. L’exemple ou 2 = N et ou u désigne la mesure de comptage est un exemple
important d’application du théoréeme de Lebesgue, exemple que vous connaissez sans doute déja
depuis le cours de L2 (voir par exemple 'UE MHT401); le résultat (que l'on peut dans ce cas
démontrer de maniere élémentaire 17) est le suivant : soit (ug )k, 1eny un tableau indexé par deux
indices k € N et [ € N de nombres complexes tel que :

— pour tout I € N, la suite (uy )i converge vers une limite us; dans C;

— il existe une série numériques & termes positifs [wy]; convergente telle que

VieN, VEeN, |ug <w. (2.30)

Alors, toutes les séries [uy i, k¥ € NU {oo}, sont absolument convergentes et on a de plus

i ( ): . 2.31
i, (D) =2 e (2:31)

leN

Par exemple
(o) kQ

o0
1 2
1' —_— = _— = —
kirfoo;l%zﬂ ;12 6

le résultat (2.31) est par contre trivialement faux lorsque la clause de domination (2.30) est en
défaut (comme on le voit par exemple avec uy; = 1 si k =1, 0 sinon, ol le membre de gauche de
(2.31) vaut 1, tandis que le membre de droite vaut 0).

Exemple 2.5. Les exemples d’application du théoréeme de convergence dominée de Lebesgue sont
légion et plusieurs sont proposés dans les guides d’activités sous Ulysse. En voici un célebre, pour

lequel une approche < piétonne > pour obtenir le résultat suivant la démarche inspirée de Riemann
s’avere particulierement délicate '® : on a, pour tout > 0,

oo k N
I'(z) ::/ " le"tdt = lim tm’l(l—f) dt
0 k—+o0 Jg k
1
_ : x =11 _ Nk
= kgrfoo (k /0 w1 —u) du)
k" k!

.
kalrfoox(x—&—l)...(x—i-k)’

17. Voir par exemple 1’énoncé du théoreme 3.6 et sa preuve dans le polycopié du cours MHT401 :
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/mat401.pdf
18. Voir par exemple l'ouvrage de Jean Dieudonné, Calcul infinitésimal, Hermann.
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célebre formule attribuée au mathématicien suisse du siecle des Lumieres Leonhard Euler (1707-
1783). L’application possible du théoreme de Lebesgue ici tient & la clause de domination

N
tr1 (1 — E) Xjo.e[(t) <t teTt, Vi €]0, o0,
et au fait que la fonction ¢ — t*~le~! est continue (donc mesurable) et intégrable sur ]0, oo]
relativement a la mesure de Lebesgue dt. La majoration de domination provient du fait que, pour
tout X € [0,1],

—t

log(1-X)=-X-X?/2-X3/3—...<-X

et de, bien sir (1 — t/k)* = exp(klog(1 — t/k)) si t €]0,k[. Ce résultat aurait pu dans ce cas
particulier se déduire du théoréme de convergence monotone (ou du lemme de Fatou). Si 'on sou-
haite vraiment y voir une vraie application du théoreme de convergence dominée, il faut remplacer
x > 0 par un nombre complexe z tel que Re z > 0. Dans ce cas, on a, pour tout n € N*, pour tout
t €]0, o0,

X ()1 = /R = xop(® exp (k( = 1 = o — g — - ) )R < entyies

avec (comme on le vérifie grace aux critéres de comparaison, voir le cours de MHT401)

/ tRez=le=tqt < oo,
10,00(

Le théoréeme de convergence dominée s’applique (cette fois on en a vraiment besoin car les fonctions
ne sont plus positives!) pour affirmer que l'intégrale

I'(z) = / t*"le7tdt, Rez >0
0,00]

converge et que sa valeur est donnée par

k

t\F
e = [0

1
= lim kz/ w11 — ) du
0

k— 400
; Kk
htoo 2(z + 1) (2 + k)

siRez >0

(la derniere égalité résulte d’un calcul par intégration par parties, voir le cours de MHT401).
L’importance de la fonction I' en mathématiques, en physique ou en sciences de I'ingénieur, tient
au fait qu’elle vérifie, toujours si Re z > 0, ’équation fonctionnelle

I(z+4+1) =2I'(2)
(on fera juste une intégration par parties) et par conséquent interpole la fonction n € N — n! au
sens olt I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*; par exemple I'(1/2) = (1/2)! = /7.

Exemple 2.6. Autre exemple tres important, emprunté cette fois au cadre de 'intégration discrete.
Si z est un nombre complexe tel que Re z > 1, la fonction

1
neN'— —
nZ

est intégrable par rapport & la mesure de décompte § sur N* (la tribu sur N* étant ici celle de
toutes les parties) car

1
[

en vertu du critere de Riemann (voir le cours de MHT401). On peut donc définir la fonction d’Euler
¢ sur le demi-plan {Rez > 1} par

1
n=0

o0

C(z):Z% si Rez > 1.

n=0
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L’importance de cette fonction tient au fait qu’elle permet d’« encoder > analytiquement le théoréeme
fondamental de I’arithmétique : < tout nombre entier strictement positif se décompose d’une unique
maniére comme un produit de puissances de nombres premiers >. En effet, on a la formule (due &
Euler)
A |

((z) = Nl—l>r-li’-loo 1 W si Rez >1 (%)
(ici p1 = 2, po = 3, p3 = 5,...,px désigne le k-iéme nombre premier). En effet, notons Ay le sous
ensemble de N* défini par

n € Ay <= n se décompose au plus avec pi, ..., Py -

On a, pour tout N € N*, pour tout n € N*,

1
(n) < nRe z—1"

Comme la fonction dominante n +— 1/npRe==1

décompte 6§, on a

est intégrable sur N* par rapport a la mesure de

1 1

li — li —

M| Xax (n)— dé(n) yim 2
N

/N* Nl—i>I-Ii-100 (XAN (’I’L) nlz) d(S(n)
/N* % dé(n) = ((2)

grace au théoreme de convergence dominée. Notons que l'on a utilisé ici le fait que tout entier
positif non nul n se décompose d’une unique maniere comme un produit de puissances de nombres
premiers. L’unicité de la décomposition permet aussi d’affirmer que, pour N € N*,

/*XAM ) ds(n Z**Z Z kp (1)

neAN k1=0 kn= 0 N

Or, comme p; > 2, on a, pour tout j =1,..., N

Z Rz 7 _ /pj (TT)

=0 P

1 o0

k .
725 u® st ul <1
1—-u =

(on a bien en effet |p;*| < 1/2 puisque p; > 2 et Rez > 1). En multipliant les identités (1) pour
j=1,...,N et en combinant avec (), on trouve donc

1 N oo 1 N 1
/* Xay(n)_~ dd(n) = H Z —=11 = 1p

En compilant tous les résultats obtenus, on obtient bien la formule d’Euler (x).

du fait de la formule

2.10 Retour au lien avec l’intégration au sens de
Riemann

Armés du théoreme de convergence dominée Lebesgue (théoreme 2.3), nous
sommes en mesure de montrer que toute fonction définie sur un segment [a, b] de R,
a valeurs dans R, C ou R™, et bornée sur [a, b], est automatiquement intégrable au
sens de Lebesgue des qu’elle 'est au sens de Riemann, les deux intégrales (au sens
de Riemann et de Lebesgue) étant alors égales. Cela prolonge le résultat établi dans
la proposition 2.5 pour les fonctions continues positives.
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Proposition 2.10 Soit f une fonction [a,b] — R,CouR™, bornée sur |a,b].
On suppose f intégrable au sens de Riemann sur [a,b] (i.e, Re f, Im f, ou plus
généralement toutes les applications coordonnées f;,7 = 1,...,m sont Riemann-
intégrables sur [a,b]). Alors f est mesurable (relativement aux tribus boréliennes
a la source et au but), intégrable au sens de Lebesque sur |a,b] (relativement a la
mesure de Lebesgue dt) et l'on a

b
dt = dt .
T Lf@t

Preuve. On peut se limiter au cas (en fait non restrictif par passage via les appli-
cations coordonnées f;, 7 = 1,...,m ou les deux fonctions Re f, Im f dans le cas ou
f est a valeurs complexes) ou f est a valeurs réelles, bornée en valeur absolue par
une constante positive M. Il existe alors, si f est intégrable au sens de Riemann sur
la, b], deux suites de fonctions en escalier (¢g)i>1 et (Yg)g>1 sur [a, b], la premiere
croissante, la seconde décroissante, telles que

th[a,b], —M—lﬁwk(t)Sf(t)ﬁl/%(t)SMJrl
et

/me—ww»ﬁ<uh (2.32)

Les fonctions f* := infg ¢y et f. := sup, ¢, sont mesurables sur [a,b] d’apres la
proposition 2.1 puisque toutes les fonctions en escalier le sont. D’apres le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue, les || étant toutes majorées par la fonction
intégrable constante égale a M + 1, on a

lim op(t)dt = fo(t)dt
k—+00 Jig,5] [a,b]
lim Yp(t)dt = fH(t)dt .
k=t Jiq,5] [a,b]

Mais l'intégrale de Riemann d’une fonction en escalier coincide évidemment avec
son intégrale au sens de Lebesgue; on a donc (du fait de (2.32) une fois que l'on a
fait tendre k vers U'infini)

frtydt= [ fut)dt,

[a,b] [a,b]

[#F@—ﬂ@ﬂhﬂ-

Il résulte alors de la proposition 2.4 que la fonction positive f* — f, est nulle presque
partout (au sens de Lebesgue). La fonction f est donc presque partout égale a une
fonction mesurable f, = f*, et est donc mesurable. En fait, le théoreme 2.3 assure
aussi que cette fonction est intégrable sur [a, b] (elle est majorée en valeur absolue par
une constante). On a d’ailleurs aussi prouvé au passage l'identité entre les intégrales
au sens de Lebesgue de f sur [a,b]. .

Le lien entre intégrabilité au sens de Riemann et intégrabilité au sens de Lebesgue
pour une fonction f : [a,b] — R bornée en module sur le segment [a, b] est précisé
par le théoreme suivant, dii encore a Henri Lebesgue :
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Théoréme 2.4 (théoréme de Lebesgue) Soit f : [a,b] — R une fonction
bornée en valeur absolue sur un segment de R. La fonction f est intégrable au sens
de Riemann sur [a,b] si et seulement si elle est mesurable et intégrable au sens de
Lebesque sur [a,b] et si, de plus, l'ensemble des points de discontinuité de f est
négligeable relativement a la mesure de Lebesque. Les intégrales calculées au sens de
Riemann et de Lebesque dans ce cas coincident.

Preuve. On a vu (proposition 2.10) que, si f est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b], non seulement elle est mesurable et intégrable au sens de Riemann sur
[a,b] (les deux intégrales coincidant), mais encore elle s’écrit (si 'on examine la
preuve de la proposition 2.10) dt-presque partout comme la limite f* = f, croissante
(ou décroissante) d’une suite de fonctions en escalier. Les points de discontinuité
d’une fonction en escalier sur [a,b] étant en nombre fini, on montre aisément que
I'ensemble des points de discontinuité de f (sur I'ensemble E de complémentaire
négligeable relativement a la mesure de Lebesgue ou précisément f = f* = f,) est
au plus dénombrable. L’ensemble des points de discontinuité de f est donc 'union
de I'ensemble négligeable (relativement a la mesure de Lebesgue) [a,b] \ E et d'un
ensemble au plus dénombrable, donc aussi négligeable relativement a la mesure
de Lebesgue; ainsi I’ensemble des points de discontinuité de f est un ensemble
négligeable relativement a la mesure de Lebesgue et I’assertion du théoreme est
donc bien prouvée dans le sens direct. L’autre implication est plus délicate et nous
ladmettrons ici'® . &

Exemple 2.7. Parmi les fonctions [a,b] — R intégrables au sens de Riemann sur [a, b] figurent
les fonctions bornées en valeur absolue et de plus réglées, c’est-a-dire admettant en tout point de
[a,b] & la fois une limite & gauche et une limite & droite. Cette classe de fonctions coincide en
fait avec la classe des limites uniformes sur [a,b] des suites de fonctions en escalier. On pourra
vérifier en exercice que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est au plus
dénombrable (dénombrez par exemple les discontinuités telles que le saut de discontinuité dépasse
1/k, k € N). Cette classe est donc plus restreinte que la classe des fonctions mesurables bornées
en valeur absolue et dont I’ensemble des points de discontinuité est négligeable relativement a la
mesure de Lebesgue : il existe donc des fonctions bornées (en valeur absolue) intégrables au sens

de Riemann sur [a, b], mais non réglées!

19. On pourra par exemple se référer au livre de W. Rudin, < Analyse réelle et complexe >, chez
Masson.



Chapitre 3

Les outils de 'intégration
< pratique >

3.1 Introduction : le plan du chapitre

Soit (f;)rer une collection de fonctions définies sur un espace mesuré (2,7, ), &
valeurs réelles ou complexes, mesurables, toutes intégrables relativement a la mesure
1, et indexées par un parametre 7; le parametre 7 peut par exemple étre le temps
balayant un intervalle de R, une variable discrete balayant N ou Z, ou une variable
d’espace décrivant un ouvert de R”.

On est souvent confronté, dans nombre de problémes pratiques (en particulier issus
de la physique ou de l'ingénierie), a ’étude de la fonction

TETI—>/de/L
Q

dans I'ensemble T ou elle est définie : est-elle continue ? différentiable (lorsque 7" est
un ouvert de R™)? si oui, que valent ses dérivées partielles? peut-on < dériver >,
comme on en aurait souvent envie, sous le signe somme ? Les résultats du cours
d’analyse de L2 (MHT401) pour les séries de fonctions [f,],, avec f, : T —— C
(exemples : continuité de la somme, différentiation terme a terme!), envisagés dans
le cadre de l'intégration sur N équipé de la mesure u de comptage, s’étendent-t’ils a
un contexte plus général (celui d'un espace abstrait €2 équipé d’une tribu 7 et d’une
mesure positive @ T — [0, 00]) ? On verra que oui dans la section 3.2, ce qui sera
de fait une conséquence facile du théoreme de convergence dominée (théoreme 2.3).
On illustrera aussi cette section avec des exemples de transformations classiques (de
Fourier, de Laplace, de Mellin).

Comme on le sait pour 'avoir beaucoup utilisé lors de la recherche de primitive, le
changement de variable sous l'intégrale est un des outils clef de I'intégration < pra-
tique » au sens de Riemann (tout autant que le classique procédé d’< intégration par
parties >, avatar continu de la regle d’Abel). La formule de changement de variables
dans l'intégrale de Riemann, a savoir

©(b) b
/ f(u) du = / Flolt) #(8) dt ()
¢(a) a

1. Voir les théoremes classiques du cours de MAT401 concernant les séries de fonctions : en
Poccurrence les théoremes 3.2 (et surtout son corollaire 3.1), 3.4 et 3.5 de la section 3.1.5 du
polycopié du cours de MAT401 [ http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/mat401.pdf |.

o1
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lorsque f est une fonction continue sur un intervalle contenant o([a, b]), ¢ désignant
une fonction de classe C'! au voisinage de [a, b], est d’ailleurs plutot une conséquence
du fait que si F' est une primitive de f au voisinage de ¢([a,b]), F o ¢ est une
primitive de t — f(¢(t))¢’(t) d’apres la regle de dérivation des fonctions composées,
plus qu’'un vrai théoreme d’intégration; les deux intégrales (*) sont en effet toutes
les deux égales a F'(p(b)) — F(p(a)). Si l'intégration par parties (de par son intime
relation avec la regle d’Abel) demeure intrinsequement liée & la notion de semi-
convergence et, par la méme, plus au point de vue <« Riemann » (mettant en avant
la notion de primitive par rapport a celle de calcul d’aire) 2, il n’en va pas de méme
avec 'outil < changement de variables > tout aussi efficace et utile dans le cadre
de l'intégration Lebesgue sur les sous-ensembles mesurables de R™ relativement a
la mesure de Lebesgue (on en connait déja un exemple important avec la propriété
d’invariance par translation de la mesure de Lebesgue). La section 3.3 sera dévolue a
cet outil (dans le contexte de l'intégration sur les sous-ensembles de R" relativement
a la mesure de Lebesgue).

Enfin, la pratique de l'intégration dans R™ = R" x R"? nous guidera naturellement,
étant donnés deux espaces mesurés (€25, 7;, i), 7 = 1,2, vers la notion d’intégration
sur ensemble produit 2y x s, équipé d’'une certaine < tribu produit > T, @ Ty (&
définir), ainsi que d’'une < mesure produit >

P @ pa 2 T ® To — [0, 00]

(elle aussi a définir). Les théoremes de G. Fubini - L. Tonelli et de G. Fubini® seront
ici les résultats majeurs du volet < pratique > ; ils s’avereront des auxiliaires précieux,
par exemple concernant le calcul des intégrales multiples < bloc de variables > apres
< bloc de variables > sur les sous-ensembles mesurables de R" (pensé comme R™ X
R™2), souvent d’ailleurs combinés avec 'outil < changement de variables>. La section
3.4 de ce chapitre sera centrée sur ces notions.

3.2 L’intégration Lebesgue <« a parametres >

3.2.1 Continuité ; dérivabilité suivant un parametre réel

Dans toute cette section, on se donne un ensemble abstrait 2, équipé d’une tribu
T, tribu sur laquelle nous définissons une mesure positive p : T — [0, oc.

On considere un ensemble de parametres T' que dans un premier temps nous sup-
posons simplement étre un espace métrique (i.e un ensemble équipé d’une topologie
définie par une distance d).

Constamment par la suite, on considérera une collection ( f,),er de fonctions (€2, 7)-
(C, B) mesurables (nous ne le répéterons pas dans les énoncés mais ferons toujours

2. Ce qui n’empéche pas bien sir que cette regle reste un auxiliaire majeur de calcul dans
le cadre de l'intégration Lebesgue sur R ou R" puisque l'intégration Lebesgue relativement a la
mesure de Lebesgue, comme nous ’avons vu dans les sections 2.6 et 2.10 du chapitre 2, ne fait
qu’élargir le procédé proposé par Riemann lorsque nous avons affaire par exemple a la classe des
fonctions continues par morceaux.

3. Guido Fubini (1879-1943), mathématicien italien éclectique (géométrie différentielle, calcul
de variations, théorie des groupes, ...) énonca le théoréme d’intégration que nous mentionnons ici
des 1907. Le nom d’un autre mathématicien italien, Leonida Tonelli (1885-1946), est aussi attaché
a ce type d’énoncé, on verra pourquoi dans la section 3.4.
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cette hypothese de mesurabilité sur les fonctions f;). Nous supposerons aussi (méme
si ceci s’averera du fait redondant au vu des contraintes que nous imposerons dans
nos divers énoncés) que les fonctions f., 7 € T, sont toutes intégrables sur € relati-
vement a la mesure p, ce qui nous permet de définir d’entrée de jeu la fonction

F :TGT»—)/de,u,
Q

dite intégrale a parameétres (sur € et relativement a la mesure p) de la famille (f;) et ;
bien sur, remplacer chaque f, par 0 sur un ensemble p-négligeable (dépendant
éventuellement de 7) ne change en rien ni la mesurabilité des f., ni bien sur la
fonction F'.

Les questions que 1’'on va se poser concernent la < régularité > de la fonction F'. Sans
hypothese supplémentaire sur 'univers des parametres 7', la seule question que I'on
puisse envisager est celle de la continuité de la fonction F' sur 7. Voici dans ce cas
le résultat :

Théoréme 3.1 (continuité de l’intégrale fonction de parameétres) Soit 7
un point de T. Qutre les hypothéses figurant en préliminaire de cette section, on
suppose :

— que pour tout w hors d’un sous-ensemble p-négligeable E,, la fonction

T— fr(w)

est continue en T = Ty ;

— qu’il existe un voisinage V (19) de 19 dans T et une fonction g,, : Q2 — [0, 0]
(Q,7)-([0, 00], B) mesurable, intégrable sur € relativement a la mesure yu, tels
que

VreV(n), Vw € Q, |fr(w)] < grp(w). (3.1)
Alors la fonction F' est continue en 7 = 79.

Remarque 3.1. Bien sir la clause de domination (3.1) s’avere indispensable ici comme le montre
I'exemple de la famille (f;)rcpo,1] de fonctions mesurables sur Q =0, 1] (la tribu étant la tribu
borélienne sur ]0, 1], la mesure étant la mesure de Lebesgue) définies par

vt 6]0, ]-] ’ fO(t) =0

_ X[0,7] (t)

veep,1], fo(0) = X

VT €]0,1].

Pour tout ¢ €]0, 1], il est immédiat de voir que 7 € [0,1] — f;(¢) est continue en 7 = 0. Pourtant
la fonction F' n’est pas continue en 7 = 0 car

F(0) = fo®)dt =0
10,1]
tandis que

t
F(T):/ Xod® by g0,
o T

La clause (3.1) est bien stir en défaut sur cet exemple, ce qui explique pourquoi le théoréme 3.1 ne
s’applique pas.

Remarque 3.2. On aurait pu aussi énoncer un théoréme global (concluant & la continuité de
F sur T tout entier) en remplagant la clause de domination (3.1) par Iexistence d’une fonction
mesurable intégrable g : Q — [0, 00] telle que

VreT, Vw e, |fr(w)| <glw);
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ceci toutefois n’est pas réaliste car il est bien rare de pouvoir trouver un tel chapeau intégral g

< coiffant > toutes les fonctions f., 7 € T, ce sur ) tout entier. La continuité est une propriété
locale et il est beaucoup plus sage, pour vérifier que F' est continue sur T tout entier, de chercher
a vérifier la continuité de F' en tout point avec le théoreme 3.1; on peut aussi, pour éviter une
démarche redondante, chercher a exhiber, pour chaque compact K de T, un chapeau intégral gx
dominant sur {2 toutes les fonctions | f;| lorsque 7 € K. Il convient bien siir de pratiquer beaucoup

d’exemples pour se familiariser avec cette démarche (voir les guides d’activités 5 et 6 sous Ulysse).

Preuve. Pour vérifier que F est continue en 79, il suffit (puisque T est un espace
dont la topologie est définie par une distance) de vérifier que pour toute suite (7x)x>1
tendant vers g, on a

kll_{go F(m,) = F(m). (3.2)
Le fait que 'on se ramene a tester la continuité séquentielle est ici capital car nous
sommes incapables de gérer les énoncés des théoremes du type convergence monotone
ou dominée autrement que dans le cas ou nous avons affaire a des suites de fonctions
(on a déja souligné le role crucial du concept de dénombrabilité dans toute cette
théorie de 'intégration).

Prenons donc une telle suite (7;)x>1 dont nous supposerons tous les termes appar-
tenir a V(79). On sait que, pour tout 7 € T,

Fo) = | L

puisque E,, est p-négligeable. Toutes les fonctions 7 — f.(w), étant continues en
T = 70 pour tout w € Q\ E,, la suite de fonctions (f;, )x>1 converge simplement sur
O\ E,, vers la fonction f,,. Mais on a aussi

VEeN VweQ, |frw)| < gqpw).

La clause (2.28) du théoreme 2.3 est donc remplie et I'on déduit de ce théoreme que

k—4o00 k—4o00

lim F(r) = lim /ffkdu—/fmdu,
Q Q

ce qui prouve le résultat (3.2) voulu. <

Nous envisageons maintenant, pour évoquer la régularité au cran supérieur de F', le
cas particulier ou 7' est un sous-ensemble de R d’intérieur non vide. Nous pouvons
alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.2 (dérivabilité de l’intégrale fonction d’un parameétre réel)

Soit 79 un point intérieur a T'. QOutre les hypothéses figurant en préliminaire de cette

section, on suppose qu’il eziste un voisinage ouvert V(ry) de 19 dans T, un sous-

ensemble E., de Q, u-négligeable, enfin une fonction g,, : Q@ — [0,00] qui soit

(Q,T)-([0, 00], B) mesurable et intégrable sur 2 relativement a la mesure u, tels que
— pour tout w dans Q \ E,,, la fonction

T— fr(w)

soit dérivable (resp. de classe C*) sur V(rp) ;
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— l'on ait la clause de domination
VreVin), Yw €O\ B, ‘%[]‘}(w)]’ < gn(w). (3.3)
Alors, toutes les fonctions
W€D\ By L [FW)], 7€ V(n)

se prolongent en des fonctions (2, T)-(C, B) mesurables de Q dans C (que l'on notera
pour simplifier de la méme maniére), toutes intégrables relativement a la mesure y ;
de plus la fonction F est dérivable (resp. de classe C*) dans V(1y) et on a

P = | Zl@ldue) = [ L@l VreVm). 64

\ E‘FQ dT

Remarque 3.3. Il est essentiel de remarquer ici que la clause essentielle de domination (3.3)
porte cette fois sur les dérivées (par rapport au parametre 7) des fonctions 7 — f(w) pour w
hors de I’ensemble p-négligeable E . On retrouve une clause de domination similaire a celle qui
est impliquée dans le théoréme de dérivation des séries de fonctions terme & terme (théoreme 3.5
du cours de MHT401 par exemple); ce n’est nullement une surprise car, en fait, ’énoncé de ce
théoreme du cours de L2 sur les séries de fonctions correspond a un cas particulier de notre nouveau

théoreme 3.2, celui o 2 = N et ou p est la mesure de décompte.

Remarque 3.4. Que la clause (3.3) puisse étre oubliée (quand bien méme (3.1) serait satisfaite) et

tout I’édifice s’effondre! Par exemple, une application du théoreme des résidus* assure que, pour

tout 7 € R, -
—Tt —iTt
/Ldt: lim / C it =me T2,
Rl—f—tQ R—+4o00 R1+t2

On constate que, bien que la clause (3.1) du théoréme 3.1 de continuité de 'intégrale par rapport
au parametre s’applique, il n’en saurait étre de méme pour la clause 3.3 puisque

d efi'rt ‘t|
‘dT[l—i—t?” 142
et que la fonction
|
1+4¢2
(indépendante de 7 et qui serait la seule envisageable pour jouer le role de chapeau intégral dans
(3.3)) n’est pas intégrable relativement & la mesure de Lebesgue sur R (les fonctions f, définies par
f-(t) := e /(1 + t2) pour t € R, toutes dérivables sur R par rapport a 7, le sont, elles, puisque
t — (1+2)7! est intégrable sur R et joue d’ailleurs le role de chapeau intégrable dominant tous
les f; dans (3.1)). On constate que

t—>

t — me~1t/2

n’est pas dérivable en t = 0, ce qui montre clairement que le théoréme 3.2 (dont les hypotheses ne
sont pas toutes remplies ici car (3.3) n’est pas satisfaite) ne s’applique pas. La continuité de cette

fonction est par contre bien assurée par le théoreme 3.1.

Preuve. Pour montrer que F est dérivable en tout point de V' (7p), il suffit de montrer
que, pour toute suite & tendant vers 0, la limite lorsque k£ tend vers 'infini de

F(r+&)— F(r)
$k

4. Voir par exemple la section 5.3.5 du polycopié de MAT401 :
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~ yger/mat401.pdf
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existe pour tout 7 € V(79). Nous allons précisément introduire une telle suite (&)
et prolonger par 0 sur F. , pour 7 fixé dans V (1), toutes les fonctions

f7'+€k (w) — fT(w)
&k

(toutes bien définies pour k = k(1) assez grand car V(7y) est ouvert). Pour un tel
7, nous avons ainsi une suite de fonctions mesurables dont on sait par hypotheses
qu’elle converge simplement sur €2\ £, puisque toutes les fonctions

W —

T— fr(w), w¢ E,

sont supposées dérivables sur V(1) ; comme il y a évidemment aussi convergence
simple de la suite de fonctions ainsi prolongées a €2 (ceci pour chaque 7 dans V (7)),
on en déduit que la limite d'une telle suite (pour 7 fixé dans V(7)) est bien une
fonction mesurable de §2 dans C prolongeant

W€\ By 2 (£:(w)).

L’intégrabilité de toutes ces nouvelles fonctions prolongeantes (lorsque 7 € V(1))
relativement a la mesure p résulte bien str de la clause de domination (3.3). On a
donc bien prouvé ainsi la premiere assertion de notre théoreme. Il est tout a fait
naturel de continuer a noter, ce que nous ferons, ces nouvelles fonctions (définies,
elles, sur () tout entier)

w— diT FW)],  Te V().

Nous allons maintenant utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
2.3 pour montrer que, pour tout 7 € V (1),

i (P [ ) )

k—+o00 fk
_ kgrfoo ) |:fT+£k(w2-k_ fT(w) . % [fT(("L))]] d,u(w) —0.

D’apres I'inégalité des accroissements finis®, on a, pour k suffisamment grand pour
que [7,7+ &] C V(o) (k= k(7))

(w) — f’?’(w)| < sup

vw EQ\ETO’ |f7—+£k <
|§k| ne[r,m+&k]

)] < o)

Cette inégalité est aussi valable si 'on remplace les fonctions

frie (W) = fr(w)
&k ’

par leurs prolongements ¢, par 0 sur I’ensemble p-négligeable . La clause de do-
mination (2.28) dans I’énoncé du théoreme 2.3 est remplie si 'on regarde, pour 7 fixé

we\E, —

T €V(n), k> k(r),

5. Voir le cours de calcul différentiel MHT513.
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dans V (19), la suite de fonctions (¢ k) k>k(r) ; comme il y a aussi sur £ convergence
simple de cette suite de fonctions vers la fonction

— 1]

(au sens de nos notations étendues aux prolongements de Q \ E,, a tout ), le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue (théoreme 2.3) s’applique et fournit
a la fois la justification du fait que F' soit dérivable en tout point de V(7p) et la
formule (3.4).

Si de plus, pour tout w € Q\ E,,, les fonctions
T— fr(w)

sont supposées de classe C! sur V(7g), le théoréme 3.1, appliqué a l'intégrale a
parametre

€ Vi) H/ (@) du(w),

nous permet de conclure (au vu de la clause de domination (3.3)) a la continuité
de cette fonction dans V() ; la fonction F est bien dans ce cas de classe C' dans
V(79). Le théoreme est completement démontré.

Plus encore concernant la dérivabilité de F' que la continuité, il est tres important
de se souvenir que la dérivabilité est une propriété qui se teste localement. Si I'on
envisage de montrer que F est dérivable (ou de classe C') dans un ouvert T C R
tout entier, il faut souvent se satisfaire de le faire localement. Il est en effet tres
difficile (bien souvent impossible) de trouver un < chapeau intégrable > g dominant
toutes les fonctions

d
— — w
dT [f’r( )]
dans T'! La remarque 3.2 précédente est donc tout aussi valable, sinon plus encore,
dans ce contexte d’application du théoreme 3.2.

Exemple 3.1. Pour montrer que la fonction ¢ de Riemann (voir Exemple 2.6)
1
x €)1, 4o0[— —
nl‘

n=1

est de classe C?, il suffit de trouver un chapeau intégral (ici 2 = N* et la mesure est la mesure de
décompte) pour toutes les suites

<n—1:C x (—log n))

lorsque = € [, +00[, avec o > 1 arbitraire. Ce chapeau intégral est évidemment ici fourni par la

suite
(log n)
n® /n>1

qui définit bien une fonction intégrable positive sur N* équipé de la mesure de décompte puisque
la série correspondante converge. En itérant ceci, on voit d’ailleurs que ¢ est C*° sur |1, 4o00[. La
dérivée d’ordre p de ¢ sur |1, +o00[ est la fonction

x»—>z logn

n>1
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Le théoreme 3.2 peut étre utilisé de maniere récursive pour prouver qu’une intégrale
a parametres est m fois dérivable (resp. de classe C™) au voisinage d’un point 7
intérieur a 7' C R. Il faut simplement toujours avoir en téte que la clause de domi-
nation doit porter sur la dérivée d’ordre m, donc d’ordre maximal envisagé, si 'on
prétend prouver pour F' un résultat de régularité (dérivabilité, continue dérivabilité)
jusqu’a 'ordre m.

3.2.2 Intégrales dépendant de plusieurs parametres

Si T est un sous-ensemble de R™ (on note 7 = (7(V), ..., 7(™) les variables) et

un point intérieur a 7', on se souvient qu’il y a, pour une fonction F' : T — C,
équivalence entre les deux assertions suivantes ®

1. F est de classe C! au voisinage de 7 ;

2. F admet des dérivées partielles 0F/079), j = 1,...,n, par rapport & toutes les
variables, ce pour tout point voisin de 7, et ces dérivées partielles sont toutes
continues au voisinage du point 7.

Ce résultat permet de ramener I’étude de la régularité C*' d’une intégrale fonction
de n parametres a l'application du théoreme 3.3. On en déduit immédiatement ce
critere de régularité C* :

Théoréme 3.3 (dérivabilité de l’intégrale fonction de n parameétres réels)

Soit 79 un point intérieur a T C R™. Qutre les hypotheses figurant en préliminaire

de la sous-section 3.2.1, on suppose qu’il existe un voisinage ouvert V(1y) de 1o dans

T, un sous-ensemble E,, € T, p-négligeable, enfin une fonction g, : 2 — [0, 0]

(Q,T)-([0, 00|, B) mesurable, intégrable sur Q relativement a la mesure p tels que
— pour tout w dans Q \ E,,, les fonctions

s ()
soient de classe C* sur V(1) ;
— lon ait la clause de domination
VreVin), Yo e Q\ B, ‘a = ‘ <), j=1,0n.  (3.5)
Alors, toutes les fonctions
wEQ\ETOr—> [fT( ), TeVi(rn), j=1,..,n,

se prolongent en des fonctions (2, T)-(C, B) mesurables de Q2 dans C (que [’'on notera
pour simplifier de la méme maniére), toutes intégrables relativement a la mesure p ;
de plus la fonction F est de classe C' dans V (19) et on a, pour j =1,...,n,

oF
W(T):/Q\E g [fr(w /8 Gy (@) dp(w) (3.6)

6. Voir le cours de calcul différentiel, UE MHT513.
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Ce résultat peut étre exploité de maniere récursive pour prouver la régularité C™
d’une intégrale fonction de n parametres réels. Il convient de toujours se souvenir
que la clause de domination doit porter sur TOUTES les dérivées partielles jusqua
I’ordre maximal m envisagé.

Il est un cas particulier ici important, celui ou 7' = U est un ouvert C; on rappelle
(voir le cours de MAT4017) qu’une fonction analytique complere dans un ouvert U
de C est une fonction f : U — C telle que, pour zy € U, il existe une série entiere
[an(20) X¥]p>0 de rayon de convergence strictement positif® tel qu'au voisinage de
207, on ait

F(2) = ar(z0)(z — )"

Objets < intermédiaires > entre les fonctions polynomiales (dont elles héritent de
la < rigidité > ) et les fonctions C*° (dont elles n’ont pas toute la < souplesse »),
les fonctions analytiques complexes (comme z — exp z, cos z, sin z dans C, ou en-
core z — log(1 + z) dans le disque ouvert D(0,1), z — ((z) dans le demi-plan
{z; Rez > 1}, etc.) sont des fonctions tres intéressantes tant du point de vue de
I’analyse que des mathématiques discretes.

Les fonctions analytiques f dans un ouvert U de C sont les fonctions de classe C*
de U dans C vérifiant I’équation aux dérivées partielles de Cauchy-Riemann

(ce qui revient a dire que l'application linéaire tangente en tout point de U lorsque
f est pensée comme une application d’un ouvert de R? dans R? est une similitude
directe de R? dans lui-méme) . Une fonction analytique complexe admet (dans
l'ouvert U de C ot elle vit) une dérivée au sens complexe (elle aussi analytique) !
définie par

a
ceUr Z=[l2)= Tm h =3

or Oy - ox
Une autre caractérisation de I'analyticité complexe est la suivante : une fonction de
classe C' f : U — C est analytique complexe dans U si et seulement si, pour
tout disque fermé D(zy,r) C U, pour tout z dans D(zy,r), on a, avatar de la célebre
formule de Green-Riemann, la formule intégrale de Cauchy 2

2 f(zo + re? 4
£(2) 1/0 (f< ) eiap. (3.7)

" or 2o+ ret?) — z

On peut alors énoncer le résultat suivant :

7. Plus précisément section 4.1.5 du polycopié en ligne
http ://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/mat401.pdf
8. En fait, au moins égal a la distance de zy a la frontiere de U.
9. En fait, dans le disque ouvert D(zg, d(zo,0U)).
10. Voir le théoreme 4.5 du cours de MAT401 pour ’énoncé de ce résultat et sa preuve.
11. Voir I’énoncé et la preuve du théoreme 4.2 dans le polycopié du cours de MAT401.
12. Voir le théoreme 4.6 et plus généralement ’ensemble de la section 4.1.5 dans le polycopié du
cours MAT401 : http ://www.math.u-bordeaux1.fr/~yger/mat401.pdf
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Théoréme 3.4 (analyticité des intégrales fonction d’un parameétre com-
plexe) Soit (2,7 ,u1) un espace équipé d’une tribu et d’une mesure positive sur
cette tribu. Soit U un ouvert de C et (f.).cu une collection de fonctions de 2 dans
C, toutes (2, T)-(C, B)-mesurables, telles que :

— Pour tout w hors d’un sous-ensemble E u négligeable, les fonctions

zeUwr— f.(w)
sont toutes analytiques complexes dans U ;

— Pour tout point zy de U, il existe un disque fermé D(zg,r,,) inclus dans U,
une fonction mesurable positive g,, : ) — [0, 00] telle que

Vz € D(20,72), VweQ, |f.(w)] < g.(w). (3.8)
Alors la fonction
F :zeUw— / fa(w) dp(w)
Q
est aussi analytique dans U et ['on a, pour tout z € U,
, d
Fi(z) = | — f:(w)]du(w) (3.9)
o az
(la fonction sous l'intégrale ci-dessous étant intégrable).

Preuve. Grace a la formule de Cauchy (3.7) et a 'utilisation du théoréme 3.2 (sur

0,27] et avec la mesure de Lebesgue®), on observe que si Dy ouy est U'opérateur
différentiel 5 5
D, =— D,=—
or O v dy
etsizeQ\ E,ona
Dol -0 = o [ Frpprar ) Dy e et
zou 2\W)| = 5= 20474010 (W) Vg ou - : T2 € .
y o J, Tt (20 +rye?) —x —iyl ™
On constate que
0 [ 1 ] B 1
Orlr e —x —iyl — ((z0+7.,e?) — x — iy)?
0 [ 1 ] B 7
Oylr,e® —x —iyl — ((z0 +ryei?) — 2 —iy)?

et que, par conséquent, pour tout z dans D(zg, r,,/2), pour tout w € €,

Desl ) < 52 [ e @)] 0.

T /2

13. 11 s’agit ici d’une application tout a fait élémentaire que ’on aurait pu tout aussi bien gérer
avec les outils de l'intégration Riemann et le théoreme élémentaire d’interversion de prise de limite
et de prise d’'intégrale lorsque la convergence des fonctions en jeu est uniforme sur lintervalle
d’intégration, voir le théoreme bien classique de L2, par exemple le théoreme 3.7 du cours de
MAT401.
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Compte tenu de la clause de domination (3.8), il vient donc

4
V2 € D(20,720/2), |Drouy [f(W)]] <~ g2 (w)
20
et la clause de domination (3.5) du théoreme 3.3 se trouve remplie. On déduit de ce
théoreme (appliqué au point courant zo de U en prenant V(zp) = D(zp,75,/2)) que
F est de classe C! dans U et que

(g—iﬂg—z)(z) :/Q [8[f5;w)] +ia[f5;w)] dp(w) = 0.

La fonction F est une fonction de classe C! solution de I’équation aux dérivées
partielles de Cauchy Riemann, c¢’est donc une fonction analytique complexe dans U.
La formule (3.9) résulte, elle, de ce que

F(z) = 1<5—F—za—F)(z)

2\az "y
/Q%[@[faziw)] _ ia[faz;w)]] dp(w) = /Q % [f.(w)] dpa(w) -

Le théoreme est ainsi démontré. <>

3.2.3 Fourier, Laplace, Mellin : trois exemples majeurs
La transformation de Fourier

Si f est une fonction mesurable de R™ dans R, intégrable relativement a la mesure
de Lebesgue dx, on définit sa transformée de Fourier'* comme la fonction

FiweR" —s f(z)e " dg |
Rn

ou (, ) désigne le produit scalaire usuel sur R”. Comme

[f(@)e™ | = [ f(a)],

la fonction g = |f| joue de role de chapeau intégrable dans (3.1) et le théoreme

3.1 s’applique pour assurer la continuité de fsur R™. On vérifie aisément que pour
que f soit de classe C™, il suffit (on peut dans ce cas appliquer récursivement le
théoreme 3.3) que

[ V@l el do < oc
8

(a faire en exercice). Nous ne développerons pas plus avant ici cette importante
transformation f —— f issue de la physique (la diffraction en optique la matérialise)
car elle sera étudiée plus en détails dans 'UE MHT613.

Exemples 3.2. L’exemple proposé dans la remarque 3.4 est un exemple de transformation de
Fourier : la transformée de Fourier de la fonction

14. En référence au mathématicien et homme politique frangais Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830).
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est la fonction

f tweER s rewl/2

(on a juste changé les notations). Un autre exemple jouera un role capital, celui de la gaussienne

normalisée

1
g tER— —— e /2
2w

correspondant en probabilités a la densité d'une loi normale réduite centrée (loi de Gauss), om-
niprésente dans les théorémes limite du calcul des probabilités 5. On a

1 .
g(w) = \/727T/}Re_"“’te_tz/2 dt .

Il résulte immédiatement du théoreme 3.2 que g et dérivable, et de dérivée
dg —1 / —iwt , —t2/2
—(w) = — [ te™™% dt
dw ( ) V2T R
_ —t2/2( —iwtroc o )
= —e —iw)e —twV2rg(w
wordll (miw)e™™] i)

= —wilw)

si 'on procede a partir de la seconde ligne a une intégration par parties. L’équation différentielle
linéaire homogeéne du premier ordre dont g est solution se résout immédiatement et conduit &

- N _w2 _w?
gw) =g0)e 2= e/

si I’on admet

/ e /2 gt = V2r,
R

ce que l'on retrouvera d’ailleurs dans la section 3.4.

Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

La notion précédente s’étend a un cadre plus abstrait : supposons que {2 soit un
ensemble, 7 une tribu sur €2, g une mesure positive sur T telle que u(Q2) < +o0. Si

X :QO—1R

est une application (€2, 7)-(R, B) mesurable, il en est de méme (par composition
avec I'exponentielle ¢t — €™ qui est continue de R dans C) pour 'application

we Qs W
si 7 € R. La fonction
TER+— / ™ du
Q
est une intégrale fonction d’'un parametre réel. Comme

V7T eR, VweQ, [e¥W| =1

et que la fonction positive constante et égale a 1 sur 2 est intégrable car p(€)) < oo,
la fonction

Fx :TERI—>/eiTXdu (3.10)
Q

est une fonction continue sur R, dite fonction caractéristique'® de la fonction mesu-
rable (on parlera plutot ici de variable aléatoire lorsque () =1) X : Q — R.

15. Voir en particulier le théoreme < limite central > (au sens < central > dans la théorie) que
vous rencontrerez dans 'UE MHTG601.

16. Rien a voir avec I'autre notion de fonction caractéristique que nous avons auparavant manié
(xa pour A partie d’un ensemble).
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La transformation de Laplace

Si f est une fonction mesurable sur [0, +o00[, & valeurs complexes (les tribus sont
les tribus boréliennes) et telle qu'il existe 2 € R avec

| irwner <o,
10,00]

la transformée de Laplace'” de f, outil de grande importance tant pour les ingénieurs
que les physiciens, est par définition la fonction

F=CL[f] :pe{peC;Rep>uaxe}+r— ft)e P dt,

[0,00]
ol
xozinf{xeR;/ |f(t)|e’“dt<oo}€[—oo,+oo[.
[0,00]
La fonction L[f] est une fonction analytique dans le demi-plan ouvert
I} :={peC;Rep>ug}.

En effet, 2y étant nécessairement la limite (décroissante) d’une suite (zg)r>1 de
nombres réels telle que

/ F)|e ™ dt <00 VkeN
[0,00(

(par définition de xy comme borne inférieure de I'ensemble des x tels que la fonction
t — f(t)e " soit intégrable sur [0, +00[), le critere de domination de la proposition
2.9 nous assure que, pour tout o > xg, on a

/ |f(t)|e ™ dt < +o0.
[0,00]

Pour tout a > x(, pour tout p dans le demi-plan fermé
=+
I, :={p€C; Rep > a},

on a
Vzelll, Vte (0,00, |f()e | <|f(t)]e

puisque la fonction majorante est intégrable sur [0, 400 et joue donc le role d'un
chapeau intégrant, on peut appliquer le théoreme 3.4 apres avoir observé que, pour
tout t € [0, +o00], la fonction

0 _A\k

k=0

17. Tout a la fois mathématicien, astronome, probabiliste, ministre sous le consulat, puis Comte
d’Empire, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) a posé les jalons de la mécanique et de l’analyse
modernes.
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est entiere, donc analytique dans C tout entier. C’est donc le théoreme 3.4 qui assure
d’une part que £(f) est bien définie dans le demi-plan ouvert IL , d’autre part qu'il
s’agit d’'une fonction analytique dans ce cemi-plan ouvert, avec

d —
L) = [ orwera
dp 0.00]
(notons que le théoreme 3.4 implique entre autres U'intégrabilité des fonctions
t € [0, 00— tf(t)e ™

pour p € II} , ce que I'on pourrait d’ailleurs vérifier aussi aisément). Notons d’ailleurs

que l'on a, par itération (facile a justifier)
am " _
T = [ (omi@edr, YmeN
p [0,00[
(les intégrales au second membre sont toutes absolument convergentes).

Exemple 3.3. Un exemple trés important (dans les mathématiques de 'ingénieur) est celui out
toz—lepgt

f(t) = fa,po(t) = Wa

pour tout ¢ €]0, 00 (et, de maniére arbitraire, fq p,(0) = 0, cette valeur étant irrelevante puisque
{0} est négligeable relativement & la mesure de Lebesgue), avec

I'a) ::/ t*tetat
0

(notons que I'(k) = (k — 1)! si k est un entier strictement positif, avec la convention 0! = 1). Dans
ce cas, on a £y = Repp (on le voit immédiatement) et la transformée de Laplace de fq p, est la
fonction définie pour Rep > Repg par

poG(C,a>0,

p— m = |p - p0|_ae_iaArg]ﬂr/z,w/z[[P—Po] .

Pour faire ce calcul, on peut par exemple utiliser la formule des résidus en utilisant le contour
proposé dans la section 5.3.3 du cours de MAT401 pour calculer les intégrales de Fresnel. On aura

besoin du calcul lorsque p est réel, calcul immédiat a faire par changement de variables.

Remarque 3.5. Si l'on fait simplement ’hypothese que f est Riemann intégrable sur tout segment
[a, B] de [0, 00] et que la limite lorsque ¢ tend vers o0 de

t € [0, 00— /t fu)e™"" du
0

existe, on peut montrer, en utilisant I'intégration par parties, que, pour tout p dans le demi-plan
ouvert H;"m la limite, lorsque ¢ tend vers l'infini, de

t
te [O,oo[r—>/0 f(u)e P du

existe encore et définit donc une intégrale semi-convergente (au sens de Riemann). La fonction

> sinw
pe H(J{ — / e P du
0 u

® sinw T
du = —
0 U 2

(qui jouera aussi un grand role dans 'UE MHT613) est une intégrale semi-convergente (mais non

est de ce type car l'intégrale

convergente au sens de Lebesgue). Ce contexte '® est beaucoup plus délicat ; il releve du point de

vue < Riemann » plus que < Lebesgue > .

18. Présenté par exemple en détails dans I'exemple 2.5 du cours de MAT401, voir le polycopié
en ligne http ://www.math.u-bordeaux1.fr/~yger /mat401.pdf
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Transformée de Laplace d’une variable aléatoire positive

Dans le cadre abstrait, on peut transposer la notion précédente en nous plagant
cette fois sur un ensemble €2 équipé d’une tribu 7, d’une mesure positive. Si X est
une application (£2,7)-([0, oo[, B) mesurable, telle que

{x cR; /Qe_"”X(“’) du(w) < oo} #0,

on pose encore
To = inf {x eR; / e X du(w) < oo} € [—o0, 00|
Q

et 'on définit une fonction analytique complexe £[X] dans II} par

CIX](p) = / e X ()

Pour justifier ce résultat, on invoque le théoreme 3.4 exactement comme précédem-
ment. Lorsque de plus p(§2) < oo (par exemple si p(2) = 1), on a zy < 0. Si de plus
zo < 0, la fonction L[X] (qui est dans ce cas analytique au voisinage de 0 € II} ) se
développe en série entiere comme

£ixi) = S0 ( [ Xrdu) o

k=0

en termes des moments

/QXk(w) du(w), k>0,

de la fonction mesurable X. Notons que, toujours si g < 0 ou méme si xo = 0, cette
fonction £[X] est définie ou se prolonge par la formule

CIX](p) = / X dpu(w),

Q

sur le demi-plan fermé {Rep > 0} et que 'on a
Vr e R, L[X]|(—iT) = Fx(7),,

ou Fy désigne la fonction caractéristique de X : Q —— [0, 00[C R telle qu’elle a été
définie dans le paragraphe précédent (par (3.10)).

La transformation de Mellin

Soit f : [0, 00— C, mesurable (relativement aux tribus boréliennes) telle qu’il
existe x € R avec

/ FO]E dt < oo
[0,00[

On note

|f@O)] " dt < oo} €] — 00, x]

T = sup{:ceR;/
[

1,00[

zy = mf{xeR;/M ]f(t)|tx_1dt<oo}€[—oo,oo[
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Sion a zy <z, on peut définir dans la bande
It NI, ={2€C; Rez €lzy, x|}
Zo Zo

I'intégrale fonction du parametre complexe z

MIf] 2 e AT s [ fiye %

= [0,00]
et il résulte du théoreme 3.4 que cette fonction est analytique complexe dans la
bande ouverte H+ NII, . Cette fonction (lorsque 'on peut ainsi la définir dans une
bande verticale ouverte du plan complexe) est dite transformée de Mellin® de f.

Exemple 3.4. Si f :t+—— et la transformée de Mellin de f est la fonction I' définie dans le

demi-plan I par
[(z):= / t>=tetdt.
[0,00]

C’est une fonction analytique complexe dans ce demi-plan, interpolant les valeurs de la fonction
factorielle, au sens ou I'(k) = (k—1)!'si k € N*. Un lien (parmi bien d’autres) entre I et la fonction
¢ de Riemann

ZGHTHik—lz

est donné par la relation (valable pour z € II7")

tzfl
r = —dt
CRYCIER M =
tz—l tz—l
= dt +/ dt
/[\071[ et - ]. [1,00[ et - ].

> b / =1
— + —dt
kZ:()Z+k_1 [1700[615—1

ol les nombres (by)x sont les nombres de Bernoulli obtenus suivant la division selon les puissances
croissantes

1
S XF/(k 4+ 1)!

k=0

=1+0 X +b X2+

Cette formule fera 'objet d’une séquence d’exercices dans le guide d’activités 6. C’est elle qui
permet de vérifier que I' ne s’annule pas dans II] et est méme telle que z — 1/I'(z) se prolonge

en une fonction analytique complexe dans C tout entier.

Ceci peut étre étendu a un cadre plus général. Supposons que (2,7, 4) soit un
espace mesuré et X une fonction mesurable de 2 dans |0, oo] telle qu’il existe x € R
avec

/Q X ()] du(w) < +00.

19. C’est le mathématicien finlandais Robert Hjalmar Mellin (1854-1933) qui introduit cette
transformation et 1’étudia, en vue notamment de ses relations étroites avec la fonction ¢ de Rie-
mann dont on connait (au travers de la formule d’Euler) le lien avec le théoreme fondamental de
I’arithmétique. La transformée de Mellin est devenue aujourd’hui aussi un outil des mathématiques
appliquées et des sciences de I'ingénieur (traitement d’image, robotique). Elle est aussi tres utilisée
en théorie analytique des nombres (plus encore que les transformations de Fourier et Laplace).
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On peut définir, inspirés par 'exemple de la transformation de Mellin étudié ci-
dessus,

rd = sup {x eR; /X>1[X(w)]$ du(w) < oo} €] — 00, ]
r, = inf {x €eR; /Xe[o , (X (w)]* du(w) < oo} € [—o0, 00|

Si z; < xg, on définit une fonction analytique complexe dans la bande verticale
H:a NI, = {2 €C;Rez €)zy,zd[}

par
MIX] iz el NI, — /[X(w)]zdu(w).
0 0 Q

Lorsqu’elle peut ainsi étre définie dans une bande, la fonction M[X] est dite trans-
formée de Mellin de la fonction mesurable positive (ou encore variable aléatoire
positive X). C’est un outil de calcul puissant en théorie des probabilités.

Exemple 3.5. Soit {2 = N* et u la mesure de décompte sur ). Si X est la variable discrete définie
par X (k) = 1/k, la transformée de Mellin M[X] est la fonction ¢ de Riemann

1
k=1

C’est encore bien une indication ici que la transformation de Mellin est intimement liée & la fonction

¢ de Riemann.

Fonction génératrice d’une variable aléatoire positive discrete

Si (2,7, i) est un espace mesuré et X : Q —— N une fonction mesurable telle
qu’il existe un nombre réel positif » € R avec

/TX(“’) dp(w) < +oo.
Q

Ceci implique, notons le, que les ensembles {X = k}, k = 0,1,..., sont tous de
mesure 4 finie. On note alors

R :=sup {7“ €]0, oo[; /

X du(w) < oo} :
Q

L’intégrale a parametres
2 € DOR) — [ KO duw) = 3" (X = k)
Q k=0

est la somme d’une série entiere dans son disque de convergence?’. On Dappelle
fonction génératrice de la variable aléatoire X. Si u(Q2) < oo, on a toujours R > 1.
La notion de fonction génératrice joue un grand role en théorie des probabilités.

20. Bien sur ici, la fonction est la somme d’une série entiere par construction méme! Cependant
le recours au théoreéme 3.4 constitue un moyen de le retrouver (car ce théoreme s’applique ici), ce
qui n’est pas de fait totalement anodin.
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3.3 L’outil <« changement de variables > au service
de l’intégration sur R"

3.3.1 La formule de changement de variables sous les inté-
grales

Soient U et V deux ouverts de R et ® : U — V un C!-difféomorphisme entre
U et V, i.e une application de classe C! bijective entre U et V telle que d,® soit
inversible pour tout x € U, ou encore

VeeU, Jac®(x) #0,

ol Jac ® désigne le jacobien?! de @, c’est-a-dire le déterminant de la matrice

[Eﬁbi

o
0z 1<ij<n

Le fait que ! : V — U soit dans ce cas aussi de classe O résulte du théoreme
d’inversion locale %2.

Si f :V — C est une fonction mesurable relativement aux tribus boréliennes a la
source et au but, il en est de méme (puisque ® est continue) pour fod : U — C;
réciproquement d’ailleurs, si h : U — C est mesurable relativement aux tribus
boréliennes & la source et au but, il en est de méme de ho ®~! : V — C. On
a meme, concernant l'intégrabilité relativement a la mesure de Lebesgue, le tres
important (et tres utile) résultat suivant :

Théoréme 3.5 (changement de variables dans les intégrales) Soient U,V
deuz ouverts de R™ et ® : U — V un C-difféomorphisme entre U et V. Soit f une
fonction de V' dans C. Dire que f est (V,B)-(C, B) mesurable et de plus intégrable
sur V' relativement a la mesure de Lebesque équivaut a dire que fo® : U — C est
(U, B)-(C, B) mesurable et que la fonction

g v eUr— f(P(x)) x |[JacD(x)|

est intégrable sur U relativement a la mesure de Lebesque. De plus, on a la formule

/V f(y) dy = / F(®(2)) [Tac @ (x)| da (3.11)

Enfin, la formule (3.11) est valable pour toute fonction f :V — [0,00], pourvu
qu’elle soit (V,B)-([0, 0], B) mesurable, I’égalité (3.11) étant dans ce cas entendue
comme une éqalité entre éléments de [0, co].

Remarque 3.6. Il faut prendre garde (dans le cas n = 1) a ne pas confondre cet énoncé avec le
résultat bien connu?? suivant : si ¢ : I — J est une application de classe C'' d'un intervalle
ouvert I de R dans un intervalle ouvert J, f une fonction continue sur J a valeurs complexes, F’
une primitive de f sur J, alors la fonction F oy : I+~ C est une primitive sur I de

t— fe(t) (1),

21. C’est au mathématicien allemand Carl Gustav Jacobi (1804-1851), dont les travaux tant
en algebre qu’en géométrie ont fait une place importante a la notion de déterminant en algebre
linéaire, que fait référence cette terminologie.

22. Voir le cours de calcul différentiel (UE MHT513).

23. Voir le cours de MHT302 en L1.
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ce qui induit, si a et b sont deux points de I, les égalités

»(b) b
/ £ () du = / Flo(t) o (t) dt
v(a) a

entre intégrales calculées ici au sens de Riemann. On ne retrouve pas ici |¢'(t)| dt comme dans le
théoréme 3.5 mais ¢’(t) dt (sans la valeur absolue). Ce résultat est un résultat sur les primitives,
non un résultat sur 'intégration ; d’ailleurs aucune hypothese du type C'-difféomorphisme n’est

faite (lorsque l'on énonce un tel résultat) sur .

Preuve. Le fait que la mesurabilité de f soit équivalente a celle de f o ® résulte
de la continuité de ® et ®~!. Pour montrer le résultat concernant 1'équivalence
entre l'intégrabilité de f : V — C relativement a la mesure de Lebesgue et
celle de ¢ : U — C, on peut se ramener a prouver la formule (3.11) lorsque
f 'V —[0,00] : il suffit en effet d’écrire ensuite

f=(Ref)" = (Ref)")+i((lm f)* = (Im f)7),
d’ou
fod=((Refod®) " —(Refo®) )+i((Imfod)" —(Imfo®))

et d’appliquer la formule (3.11) & (Re f)* et (Im f)* pour conclure au résultat final.
Grace au théoreme de convergence monotone de Beppo-Levi (théoreme 2.1), couplé
avec la proposition 2.2, on peut se ramener a prouver la formule de changement de
variables (3.11) pour une fonction étagée mesurable f : V — [0, 00], ou mieux,
par linéarité de la prise d’intégrale sur les fonctions étagées mesurables, pour une
fonction f du type f = xa, o A est un sous-ensemble mesurable de V. On peut
méme supposer A relativement compact dans V' (donc intégrable), ce en approchant
de maniere croissante x4 par la suite (xank,);, ou (K;); est une suite croissante de
compacts réalisant une exhaustion de 'ouvert V' (il est facile de construire une telle
suite en écrivant par exemple V' comme union dénombrable de pavés disjoints). Il
nous reste donc & prouver, pour un tel sous-ensemble A intégrable de V' (tel que A
soit un compact de V'),

/Ady — m(A) = [MA) |Jac ®(z)| d .

En utilisant le critere d’intégrabilité de la proposition 1.4 (pour tout € > 0, il existe
un ouvert U, et un compact K. tels que K. C A C U, et que m(U, \ K,) < ¢€), on
voit qu'il suffit de prouver la formule (3.11) pour f = yw, ou W est un ouvert de
V. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit P un pavé borné de R" et & un Cl-difféomorphisme entre un
voisinage ouvert de P et un voisinage ouvert de ®(P). On a, si m désigne la mesure
de Lebesgue :

m(®(P)) = /P Jac ®(x)| dz (3.12)

Admettons pour l'instant ce lemme et écrivons Uouvert ®~1(W) comme union dé-
nombrable (disjointe) de pavés bornés Py, k € N, inclus dans U. Si P est un pavé
inclus dans P, et relativement compact dans Py, on a, d’apres le lemme 3.1,

m(q)(Pk)):/ Jac ®(x)| dz

Py
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En ajoutant pour k € N, il vient
Zm((ID(Pk)) = Z/ |Jac ®(z)|dx .
k k 7Pk

En approchant (de l'intérieur) chaque lgk par une suite de pavés (Fy;); emboités et

tous relativement compacts dans P, et en utilisant une fois encore le théoreme de
convergence monotone (théoreme 2.1), il vient

S m(@(B) =mW) =Y [ Pac®(@)] dr = /MW) Jac ®(z)| da

PR

ce qui est I’égalité (3.11) pour la fonction f = yy. Sil'on admet le lemme 3.1, le
théoreme 3.3 est donc démontré.

Preuve du lemme 3.1. Si le résultat est prouvé pour tout pavé P ouvert, on
remarque que si P est un pavé < plat > (c’est-a-dire inclus dans un hyperplan z; =
constante) et de plus compact, les deux membres de (3.12) sont nuls (on approche P
par des pavés ouverts dont le volume n-dimensionnel tend vers 0). La formule (3.12)
étant vraie pour tout pavé ouvert et pour tout pavé < plat > (les deux membres
étant nuls dans ce cas), elle est vraie pour tout pavé P. Il suffit donc de démontrer
le lemme pour un pavé ouvert P.

Soit xg, z deux points de P; on a, d’apres 1'inégalité des accroissements finis

| (2) = ®(w0) = dug® (x = wo)|| < [l = wol| sup ||de® — dy |-

ge[mo,iﬂ

Soit 7 > 0. En utilisant 'uniforme continuité de la fonction z — d,® sur P, on
constate que l'on peut, pour N assez grand (dépendant de 7), découper P en N"
pavés Py d’intérieurs disjoints (tous de volume n-dimensionnel m(P)/N", a faces
paralleles aux plans de coordonnées, et translatés d'un méme pavé) de maniere a ce
que, si xy est le centre de Py et Ly : x — O(xy) + d,,, @ (x — 1), alors, lorsque
P,i 1 est le pavé obtenu a partir de P, par homothétie de centre x; et de rapport
1 £ 7, on ait, pour tout k

(Lo ®)(P,) < P
(@ o L) (P C Py

ou encore

®(P) C LB
Li(PI) C ®(R).

Il ne reste plus qu’a remarquer que si L est une application affine de R™ dans
lui-méme et P un pavé ouvert borné, la mesure de Lebesgue de L(P) est égale
a la mesure de P multipliée par la valeur absolue du déterminant de la matrice
de I'application linéaire [ sous-jacente a L : ceci résulte du fait que le volume n-
dimensionnel du parallélépipede

{tivy+---+t,v,;0<t; <1, j=1,...,n}
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(lorsque vy, ..., v, forment une base de R") est égal a |det(vy, ..., v,)| **. Comme 7
peut étre choisi arbitrairement petit, on déduit des inégalités

m(®(P)) => m(®(P)) <Y | detl| x m(P*")

> [ detl| x m(P") <Y - m(®(P)) = m(®(P))

la relation (3.12) en choisissant précisément 7 (et donc ensuite N > N, assez grand)
arbitrairement petit et en utilisant le fait que x — ||d,®|| est bornée dans le pavé
ﬁ25‘ <>

Exemple 3.6. Voici un exemple d’application (non complétement immédiate) de la formule de
changement de variables (3.11). Soit z un nombre complexe tel que Re z €]0, 1[, U =]0, 0o[x]O, o]
et

flu,v) =u*" o %e e,

Cette fonction est intégrable sur 'ouvert V. On peut considérer U =V et
D :(u,v) €U — (u/v,u+v);

on vérifie que ® est bien un C'-difféomorphisme entre U et V. On a

_ ts s
O (ts) = (t+1’ t+1)'

On vérifie que

U+ v y v? y 1

—_— = U = U .
v2 u(u + v) t(1+41¢)

Jac ®(u,v) =

En utilisant la formule de changement de variable (3.11), on a voit que la fonction

(t,s) eV — t?

t(t+1)

est intégrable sur V et que

—s tz—l
/uz_lv_ze_ue_v dudy — / 1 s — / dt
v v t+1 10,00[ 1+t

Cette derniere intégrale peut se calculer via la formule des résidus 26 et I’on obtient ainsi la formule
des compléments, importante formule satisfaite par la fonction I' d’Euler :

s

Rez €]0,1[=T(2) xI'(1 - 2) = (/]O,W[uz_l e du) X (/] vTFe™" dv) =

0,00 sin(nz)

Exemple 3.7 (coordonnées polaires dans R?). Soit y € R et V un ouvert du plan complexe
privé d'une demi-droite Sp, = R? \ (e x [0,4+oc[) (il s’agit d'un céne ouvert d’ouverture 2w
de sommet l'origine). L'ouvert V est C!-difféomorphe & un ouvert U de 0, 00[x]0p, 0o + 27| via
I’application

(r,0) — (rcosf,rsind) .

24. Voir le cours de géométrie affine de L2.

25. Le calcul de I'intégrale & droite de (3.12), intégrale sur le pavé P (ou si 'on préfere P, le
résultat étant le méme) de la fonction continue de n variables |Jac @[, est ici conduit comme un
calcul d’intégrale de Riemann wia les sommes de Darboux majorantes et les sommes de Darboux
minorantes.

26. Voir la section 5.3.6 du cours de MAT401, c.f le polycopié en ligne :
http ://www.math.u-bordeaux1.fr/~yger /mat401.pdf
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Comme Jac ®(r,0) = r, on peut affirmer, si f est une fonction mesurable et intégrable dans V', que
la fonction f o @ est intégrable dans U = ®~1(V), avec de plus

/f(ac,y)dxdy:/ f(rcos@,rsinf)rdrdf.
v B-1(V)

C’est la classique formule de passage en coordonnées polaires.
Exemple 3.8 (coordonnées sphériques dans R?). Soit 6y € R et V un ouvert de R? privé du
demi-plan vertical

Yo, = {(m,y,z) e R3; —xsinfy 4+ ycosby =0, xcosby + ysinhy > 0}. (3.13)

L’ouvert V est C!-difféomorphe & un ouvert U de ]0, 0o[x]6p, 6y + 27[x]0, 7 via application
(r,0, ) — (rcosfsinp,rsinfsin ¢, r cos )

(0 est 'angle représentant la longitude, ¢ la colatitude mesurée depuis le pdle Nord (0,0, 1) de la
sphere unité, ces deux angles sont dits angles d’Euler). On a ici

|Jac ®(r, 0, )| = r?singp

comme on le voit par un calcul aisé. On peut donc affirmer, si f est une fonction mesurable et
intégrable dans V, que la fonction f o ® est intégrable dans U = ®~1(V), avec de plus

/f(x,y,z)dxdydz:/ f(rcosBsin @, 7sinfsin @, cos ) r’sin o drdf dp .
v >-1(V)

C’est la classique formule de passage en coordonnées sphériques.

Exemple 3.9 (coordonnées cylindriques dans R?). Soit 6y € R et V un ouvert de R? privé
du plan vertical Xy, défini, comme dans 'exemple 3.8, par (3.13). L’ouvert V est C'-difféomorphe
& un ouvert U de 0, 00[x]6p, 09 + 27[xR wia 'application

(r,0,2) — (rcosf,rsinb, z).
On a ici
|[Jac @(r,0,2)| =r.

On peut donc affirmer, si f est une fonction mesurable et intégrable dans V', que la fonction fo ®
est intégrable dans U = ®~(V), avec de plus

/ f(x,y,z)dxdydz:/ f(rcosf,rsind, z)r drdfdz.
1% >-1(V)

C’est la classique formule de passage en coordonnées cylindriques.

3.3.2 Un résultat important a la croisée de l’intégration et
du calcul différentiel : le lemme de Sard

Outre la formule de changement de variables, un résultat d’'un intéréet pratique
tres important fait se croiser théorie de 'intégration et calcul différentiel. C’est un
résultat récent (1942) da au mathématicien américain Arthur Sard.

Soit U un ouvert de R” et ® une application de classe C! de U dans RP. Les points
critiques de ® sont par définition les points = de U tels que rang [d,®] < p. Les valeurs
critiques de @ sont les images par ® des points critiques. Dire que y, € R? n’est pas
une valeur critique autorise donc a pouvoir décrire, étant donné un point zo € U tel
que ®(xo) = o, 'ensemble {z; ®(x) = yo} de maniere précise au voisinage de x, ce
en fonction de n — p parametres (théoréme des fonctions implicites 27) lorsque p < n

27. Voir le cours de calcul différentiel de 'UE MHT513.
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ou a redresser © — ®(x) — yo en un systeme de coordonnées locales au voisinage
de g (théoréme d’inversion locale ?®) lorsque p = n. De fait, presque tous les points
y de R? sont des valeurs non critiques pour ® (étant entendu que y est considéré
comme non critique si ®~'({y}) = 0); on a en effet le :

Théoréme 3.6 (théoréme de Sard) L’ensemble des valeurs critiques d’une ap-
plication ® de classe C' dans un ouvert U de R™, d valeurs dans RP (n > p)* est
un sous-ensemble négligeable de RP relativement a la mesure de Lebesque dans RP.

Preuve. Nous ne donnerons cette preuve que dans le cas ou n > p. Quitte a
compléter & en une application (P, L), ou L est l'application nulle de U dans
R"™ P prouver le théoreme revient a le prouver lorsque p = n. Comme U est union
dénombrable de pavés bornés ouverts (pavés que 'on peut exhauster de I'intérieur
par des pavés bornés fermés), on peut se limiter & supposer que @ est de classe C!
au voisinage de [0, 1], a valeurs dans R", et & prouver alors, ce que nous allons faire,
que I'ensemble

<I><{3: € [0,1]"; rang (d, ) < n})
est un sous-ensemble négligeable (relativement a la mesure de Lebesgue) de R™.

D’apres I'inégalité des accroissements finis 3" et le fait que x — d,® soit continue,
donc uniformément continue sur le compact [0,1]", il existe une constante C' > 0
telle que

() — (2')|| < Cllz — 2|

pour tout (z,z') dans [0, 1]™ et de plus

12 = 2(@) = 2@’ ~ )|

lz—a/[| -0 2" — ||
z,x’' €[0,1]™

~0. (3.14)

Notons crite 1'ensemble des points a de [0,1]" ou rang (d,®) < n. Fixons n > 0
(arbitrairement petit). Choisissons (en exploitant (3.14)) €, > 0 tel que ||z —2'|| < ¢,
implique

@) = (2) = da® (2’ — 2)|| <l — 2| < € x 7.

Sia € critg et ||2" — a|| <€, le point ®(2') est proche du sous-ensemble
O (a) + d, P(R")

qui, puisque a est dans crite, est inclus dans un hyperplan I, de R"; les points
P (2') tels que ||z’ — a|| < €, sont donc dans un parallélépipede contenant ®(a),
dont n — 1 cotés (ceux paralleles a II,) sont de longueur au plus 2Ce,+/n, tandis
que le n-eme coté (orthogonal a II,) est quant a lui de longueur au plus 2ne,; le
volume n-dimensionnel d’un tel parallélépipede contenant tous les points ®(z’) tels
que ||z’ — a|| < e,, avec a € critg, est donc au plus égal a 2ne, (2Ce,/n)" L.

Découpons maintenant [0, 1]” en N™ hypercubes ayant pour longueur d’aréte 1/N,
avec N > 1/¢,. Tous les points de crite appartenant & un méme pavé P du pavage

28. Voir le cours de calcul différentiel de 'UE MHT513.

29. Le résultat est en fait vrai dans tous les cas, sans la restriction (n > p) sous laquelle on le
démontre ici.

30. Voir encore le cours de calcul différentiel de 'UE MHT513.
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étant tous a une distance au plus égale a ¢, de I'un d’entre eux, on déduit de ce qui
précede
n—1
m[®(P N critg)] < 2"n 2z C"1(1/N)™y.

En ajoutant ces inégalités pour les N™ pavés P du pavage de [0,1]", on en déduit
m[®(crite)] < 2" T O™y

Comme 7 était arbitraire, la mesure de Lebesgue de ®(crite) est bien nulle et le
théoreme est démontré3t. <

3.4 Produit de mesures ; les théoremes de Fubini-
Tonelli et Fubini

3.4.1 Tribu produit, mesure produit, le théoreme de Fubini-
Tonelli

Soient €27 et (25 deux ensembles, équipés respectivement de tribus 77 et 75. Sui-
vant I'exemple 1.3, la tribu produit T; ® T5 sur 'ensemble produit €21 x €25 est la plus
petite tribu contenant toutes les unions finies d’ensembles du type A x B, ou A est
un élément de 7; et B un élément de 7s.

Avant de définir une mesure sur 77 ® 75 a partir de la donnée d’une mesure /i
Ti — [0, 00] et d'une mesure py : T2 — [0, 00], nous aurons besoin d’une clause
restrictive portant sur les mesures py et po.

Définition 3.1 Soit (Q,T,p) un espace mesuré. La mesure p est dite o-finie s’il
existe une suite (Ag)ren d’éléments de T (que l'on peut supposer croissante) telle
que p(Ay) < 0o pour tout k et que Q = J, Ax.

Exemple 3.10. La mesure de Lebesgue sur (R™, B(R")) ou (R™, L(R™)) est une mesure o-finie.
En revanche, la mesure de décompte sur la tribu de toutes les parties d’un ensemble non fini ou
dénombrable ne saurait étre o-finie.

Le résultat majeur de cette section est la

Proposition 3.1 Soient (Qq, 71, 1) et (o, Tz, p2) deuz espaces mesurés, les me-
sures fi1 et ps étant toutes les deux o-finies. Il existe alors une unique mesure
1 @ py T ® Ty — [0,00] telle que, pour tout A € Ty, pour tout B € Ty, on
ait

(11 @ p2)(A x B) = py (A) X pa(B)

(toujours avec la convention 0 x oo = 0). L’unique mesure positive sur la tribu
produit ainsi définie est dite mesure produit de py et po. Plus généralement, si E
désigne un élément quelconque de T1 ® Ta, les fonctions

reQ — p(E,), E,={yeQ;(z,y) €k}
yeQy — w(EY), EY:={xe€Q; (z,y) € L}

31. Remarquez ’analogie entre les ingrédients utilisés ici et ceux utilisés dans la preuve de la
formule de changement de variables pour une fonction caractéristique de pavé (formule (3.12) du
lemme 3.1; on a d’ailleurs pris soin d’harmoniser les notations (avec 7 et € = ¢,).
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sont respectivement (21, T1)-([0, 00], B) et (Qa, T2)-([0, 00], B) mesurables et on a

(o um)(E) = [

n(E) dyua () = / i1 () dpa(y) (3.15)
0

Qo

Remarque 3.7. La clause de o-finitude portant sur les mesures p; et uo est essentielle pour assurer
la validité de cette proposition majeure : si par exemple Q7 = Qo = [0, 1], 77 la tribu borélienne,
p1 la mesure de Lebesgue (o-finie), T2 = P([0,1]), p2 la mesure de décompte (non o-finie, voir
lexemple 3.9) et si

Ei={(z,2); 2 € [0,1]},

on aurait, si la proposition était valide,

(12 ) (B) = |

pia(By) dpos () = 1 = / i1 (BY) dpaa(y) = 0
[0,1]

(0,1]

(puisque EY est négligeable relativement a la mesure de Lebesgue u sur [0, 1] et que E,, de cardinal
1, est de mesure 1 relativement & la mesure de décompte uy sur [0, 1]), ce qui est absurde.

Remarque 3.8. Le fait que E, (resp. EY) soit un élément de T3 (resp. de T7) pour tout = € O
(resp. pour tout y € §2g) résulte de la mesurabilité des projections m; : Q1 x Qy — €2, relativement
a la tribu produit 7; ® 7> & la source et aux tribus respectives 7; au but.

Exemple 3.11. Un exemple capital d’application de la proposition 3.1 est celui ou ; = R™,
Qo = R™ et ol pp et po sont respectivement les mesures de Lebesgue dans R™! et R™2. Du fait
du théoreme 1.1 caractérisant la mesure de Lebesgue, on voit que la mesure p; ® po sur la tribu
produit B(R™) ® B(R™2) (qui dans ce cas est la tribu borélienne sur R™17"2 ~ R™ x R"2) est la

mesure de Lebesgue sur R 72,

Avant de prouver la proposition 3.1, nous en déduisons immédiatement (en utilisant
la proposition 2.2 et le théoreme 2.1 de convergence monotone de Beppo Levi), son
corollaire le plus important du point de vue pratique, a savoir le résultat suivant
(1907) 32 attribué aux mathématiciens italiens Guido Fubini (1879-1943) et Leonida
Tonelli (1885-1946) :

Théoréme 3.7 (théoréme de Fubini-Tonelli) Soient (2,75, 1;), 7 = 1,2, deuz
espaces mesurés, les deur mesures py et po étant o-finies, T1 @ Ty la tribu produit
et py @ po T ® Ta —> [0,00] la mesure produit définie a la proposition 3.1. Pour
toute fonction f (1 X Qo, T1 @ T3)-([0, 0], B) mesurable, les fonctions

r e — A [z, y) dua(y)

yeQ — g f(z,y) dpa ()

sont respectivement (€, T1)-([0, 00], B) et (2, T2)-([0, 00|, B) mesurables et on a

/ el - / [ ] dn

= /Q [ i f(x,y)d,ul(l')} dpiz(y) -
o (3.16)

32. 11 prélude au théoréme de Fubini (pour les fonctions intégrables & valeurs complexes et non
plus positives) que nous énoncerons dans la section suivante (section 3.4.2) ; notons au passage que
ne figure aucune hypothese d’intégrabilité portant sur la fonction f dans ’énoncé du théoreme de
Fubini-Tonelli, les trois termes de I’égalité (3.16) pouvant fort bien tous les trois valoir +oo (si I'un
est fini, il le sont tous et sont égaux d’apres précisément la formule).



76 Les outils de I'intégration < pratique >

Remarque 3.9. La mesurabilité de f implique (du fait de la remarque 3.8 et de la proposition
2.2) la mesurabilité des fonctions

fx 1y€Q2'—>f(33»y)7 xEQI
(de Q2 dans [0, 00] avec les tribus Tz et B respectivement a la source et au but) et des fonctions
fY o rxeM— flx,y), y Qe

(de ©; dans [0, 00] avec les tribus Ty et B respectivement a la source et au but).

Exemple 3.12. L’exemple (voir 'exemple 3.11 ci-dessus) ott Q; = R™, j = 1,2, et oll u; est la
mesure de Lebesgue dans R™, les tribus étant les tribus boréliennes ou les tribus de Lebesgue, est
certainement un des exemples les plus importants d’application du théoreme de Fubini-Tonelli.

Exemple 3.13. Dans le cas particulier ou 25 = N et o est la mesure de décompte, on retrouve
avec 1’énoncé du théoreme de Fubini-Tonelli, la formule (2.14) d’interversion entre sommation et
prise d’intégrale lorsque sont en jeu des fonctions (z,n) € Q@ X N — u,(z) positives (exemple
2.1 d’application du théoreme de Beppo Levi 2.1). Notons que dans ce cas particulier, il n’est pas

nécessaire que p = p soit o-finie.

Preuve de la proposition 3.1. La preuve de cette proposition repose sur un
lemme technique préliminaire que nous admettrons en premiere lecture et dont nous
renvoyons a la preuve en fin de sous-section :

Lemme 3.2 Soit A une algébre de Boole sur un ensemble Q. La tribu T (A) est la
plus petite famille de parties de 2 contenant A et telle que toute union croissante

ou intersection décroissante d’éléments de la famille y appartienne encore3.

On prouve la proposition 3.1 en séparant les deux volets < unicité > et < existence >.

Unicité de la mesure py ® o. Supposons que v et v soient deux mesures sur 7; ® T
telles que V(A x B) = V(A x B) = 1 (A)p2(B) pour tout A € Ty, pour tout B € Ts.
Les deux mesures v et v sont o-finies : si (A )y est une suite d’éléments de 77, tous de
mesure y; finie, exhaustant €, et (By); une suite d’éléments de 77, tous de mesure
1o finie; exhaustant )y, les ensembles A, x By, k € N, exhaustent €2 x €25 et sont
de mesure v et v finies puisque

I/(Ak X Bk) = ’Ij(Ak X Bk) = ul(Ak) X ILLQ(Bk) < 0.

Les deux mesures v et 7 coincident sur ’algebre de Boole3* A constituée des unions
finies d’ensembles du type A x B, A€ T;, B € T5. Si

AR = Ay

désignent respectivement les traces sur A, x By de I'algebre de Boole A et de la
tribu engendrée T; ® T, = T(A)*°, on constate que v et ¥ coincident sur 7®*) car
elles coincident sur A% et que, d’apres le lemme 3.2, 7®) est la plus petite classe
monotone contenant A® ; en effet, I'ensemble des parties de A, x By appartenant

33. Une famille de parties ayant la propriété d’étre stable sous l'opération de prise d’union
croissante et d’intersection décroissante est dite classe monotone. Le lemme 3.2 s’énonce donc en
disant que la tribu engendrée par A est la plus petite classe monotone contenant A.

34. Voir 'exemple 1.3.

35. En fait 7 est la tribu produit de la tribu trace de 77 sur Ay, par la tribu trace de 73 sur
By, la méme remarque valant pour A®) si le mot < tribu > est remplacé par < algébre de Boole > .
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a T® et ayant mémes mesures v et 7 est une classe monotone du fait des clauses
(1.7) et (1.8) (on a py(Ag) et po(By) finies) de la proposition 1.1, couplé avec le fait
que v et ¥ coincident sur lalgebre de Boole A®). En exhaustant Q; x Qy avec les
A, x By, (la suite étant supposée croissante), on constate que pour tout £ de 71 ® 7,

v(E)= lim v(EN(Ax x By)) = lim v(EN(Ax X By)) =v(E)
k—4o00 k—4o0
(toujours en utilisant la clause (1.7) de la proposition 1.1). Les deux mesures v et v
sont égales sur 7; ® 75 et la clause d’unicité de la proposition 3.1 est ainsi vérifiée.

Clause d’existence de la mesure p; ® po. Considérons une exhaustion de €2 x €2
par des < rectangles > Ay X By tels que pi(Ax) < 0o et us(By) < oo. L'ensemble
des parties E de Ap X By telles que la fonction x € Qy — po(E,) soit (2, T71)-
([0, 00], B) mesurable est une classe monotone sur A, x By (d’apres la proposition
2.1 et le fait que ju1(Ay) et pa(By) sont finies) contenant 1'algebre de Boole A®) des
unions finies d’ensembles du type A x B, A C Ay, B C By, : en effet

7 € o pao((A X B)z) = xa(w) X pa(B)

est bien une fonction (21, 71)-([0, 00|, B) mesurable pour tout A dans 7y, pour tout
B € 75 et ceci reste vrai si 'on remplace A x B par une union disjointe de tels
< rectangles ». D’apres le lemme 3.2, cette classe monotone contient la tribu 7*)
trace sur Ay x By, de la tribu 77 ® Tz, et I'on peut donc affirmer, pour tout E € T®),
que la fonction

r €W — ua(Ey)

est (21, 71)-(]0, oo}, B) mesurable. On peut donc définir
wlE) = | pia(Er) sl
Q

et vérifier (c’est immédiat) que I'on a ainsi une mesure sur 7® = (77) 4, @ (T2)B
ayant la propriété

k

Vk(A X B) = ILL1<A) X MQ(B), VAe (TI)Ak7 VB e (T2>Bk .
Le méme travail peut étre fait pour les fonctions
YyEQ — m(EY), E€TI®T,

pour définir, avec

EcT® s [ w(EY)dus(y),
Qo

une mesure v, ayant exactement les mémes propriétés que v,. On définit ensuite
deux mesures v et v sur 7; ® T, en posant

v(E) = kh_)n(')lo vi(E N (Ag X By))

La clause d’unicité permet de conclure a 1’égalité v = v et la preuve de I'existence
de 11 ® ps (exhibée sous la forme v ou v) en résulte.



78 Les outils de I'intégration < pratique >

Preuve du lemme 3.2. La plus petite classe monotone M contenant A est évidem-
ment incluse dans la tribu engendrée T (A). Il reste donc a établir que cette classe
monotone M est stable par prise de complémentaire et union finie (le passage a
I'union dénombrable se faisant sans probleme puisqu’il s’agit d'une classe monotone).

La famille {E € M; Q\ E € M} est aussi une classe monotone incluse dans
M (de maniere immédiate car si (Ej), est une suite croissante ou décroissante, la
suite des complémentaires (€2 \ Ej)i est décroissante ou croissante), donc contient
nécessairement la classe M puisque contenant A4 (d’apres la clause de minimalité
de M). Ainsi M est stable par prise de complémentaire.

Si l'on fixe £ dans M, on montre que M¥ := {M € M; EUM € M} est une
classe monotone incluse dans M : si (My); est une suite monotone de MF | la suite
(E'U My,)y est une suite monotone de M et limy(E U M) = E U limy, M}, est donc
encore un élément de la famille monotone M. De plus cette classe monotone M¥
contient l'algebre de Boole A : ceci est vrai si £ € A puisque A C M et que A est
stable par union finie; comme ceci implique M = M? pour tout B € A (toujours
par minimalité de M), on a donc, si B € A, BUE € MP = M, donc B € M¥;
ainsi donc A C MP¥. Par minimalité de M, on conclut M = M¥ pour tout E € M,
et M est ainsi stable par union finie.

Le lemme 3.2 est ainsi prouvé puisque nous venons de montrer que M est une tribu
contenant A, donc contenant la tribu 7(A). <

3.4.2 Le théoreme de Fubini : quand Pappliquer ? que four-
nit-il 7

Dans cette section, on considere deux ensembles €2, {25, équipés respectivement
de tribus 77,7z ; on considére deux mesures positives py : T3 — [0, 00] et s
To — [0, 00], toutes les deux o-finies, et I'on note p; @ py : 71 @ To — [0, <]
la mesure produit définie a la proposition 3.1. Le théoreme de Fubini-Tonelli 3.7 se
répercute au niveau des fonctions (£2; x 9,7y ® T2)-(C, B) mesurables, non plus
positives mais cette fois intégrables (relativement & g3 ® ps), en le théoreme de
Fubini :

Théoreme 3.8 (théoréme de Fubini) *® Soit f une fonction () x Qp, T @ T3)-
(C, B) mesurable et intégrable relativement a la mesure produit py & pe. Pour iy
presque tout x € Qq, la fonction f, :y € Qo — f(x,y) est intégrable relativement
a la mesure o ; de plus, la fonction

sy} fz,y) dua(y)

(définie hors d’un sous-ensemble j1-négligeable de Q1) se prolonge en une fonction
(Q1,T1)-(C, B) mesurable, intégrable relativement a la mesure uy, et l’on a la formule

[ sendmemen= [ [ fenisn]ae. 60

36. Proposé par le mathématicien italien Guido Fubini (1879-1943) en 1907, ce théoréme fonc-
tionne en fait en tandem avec le théoréme diu & Fubini et & son compatriote Leonida Tonelli, ce
suivant la regle importante que nous mentionnons en commentaire apres cet énoncé.
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Par symétrie des riles de x et y, la fonction f¥ :x € Q — f(x,y) est, pour ps
presque tout y € (o, intégrable relativement a la mesure iy ; de plus, la fonction

y— | f(@,y) dpa ()

(définie hors d’un sous-ensemble ps-négligeable de 2y) se prolonge en une fonction

(Qa, T2)-(C, B) mesurable, intégrable relativement a la mesure ps, et l'on a aussi la
formule

/ﬂlxmf(m’y)d[“l@“ﬂ(x’w:/QQ[ | J@) d,ul(:r)] dps(y) . (3.18)

La regle d’application du théoréme : le théoreme de Fubini s’applique presque toujours en
< duo » avec le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 3.7). C’est en effet ce dernier résultat (Fubini-
Tonelli) qui permet, si 'on a vérifié au préalable la (1 x Qo, 71 ® T2)-(C, B) mesurabilité d’une
fonction f : €y x Q9 — C et que l'on se soit assuré que 'une au moins des trois inégalités

[ 1] ifenldne)] due < o

0, LJa,

L semianw]ane <
[ ewldi sy < o
Q1 X0

(ces trois intégrales étant en fait égales dans [0, 00|, peu importe donc celle que l'on calcule, on
tente bien sir la plus < accessible »!) d’assurer la validité des hypotheses du théoréme de Fubini
3.8. Celui ci s’applique alors et ’on a la double égalité

/lesb fey)dimn @ pal(e.y) = /Ql [ o fx,y) duz(y)} dpa (z)

[ 1]t di @] duatw) (319)
Qo Q1

(cette fois sans les valeurs absolues dans lintégrant |f(z,y)|!).

Preuve. L’intégrabilité de f par rapport a la mesure p ®pus équivaut a 'intégrabilité
relativement a cette mesure des quatre fonctions (2 ® Qy, 71 ® 73)- ([0, o[, B) me-
surables positives (Re f)*, (Im f)*. Comme, d’apres le théoréeme de Fubini-Tonelli
3.7, on a, pour chacune de ces quatre fonctions g = (Re f)*, (Im f)=,

/gllxg29<x’y)d[”1®ﬂ2]<x’y> -/ 1 / 9() )] din (@)
= /92 [/Ql 9(z,y) dul(ff)} dus(y) < oo,

les fonctions g, (resp. g¥) sont bien intégrables relativement a py (resp. a ug) pour
pi-presque tout x € €y (resp. pour ps presque tout y € ), ce en vertu de la
proposition 2.3. Les fonctions

rEQ — g(x,y) dus(y) € [0, 00]
Qo

yeQ — g g(x,y) dpa(x) € [0, 0]
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(finies respectivement pi;-presque partout sur €y et uo-presque partout sur €2y) sont
des fonctions respectivement (21, 71)-([0, 00}, B) et (€2, 72)-(]0, o], B) mesurables,
intégrables respectivement relativement a gy et us. Ceci étant vrai (ainsi que la
formule (3.20)) pour les quatre fonctions g = (Re f)*, (Im f)*, on en déduit, par
linéarité de la prise d’intégrale relativement a une mesure pour les fonctions mesu-
rables positives intégrables relativement a cette mesure (les coefficients a prendre
ici étant 1, —1,4, —i affectant respectivement (Re ), (Re f)~, (Im f)*, (Im f)7),
toutes les conclusions du théoreme 3.8 ainsi que la validité des formules (3.17) et
(3.18). Le théoreme de Fubini est ainsi completement démontré. <.
Remarque 3.9. Si la clause d’intégrabilité de la fonction f relativement a la mesure pg ® po n’est
pas remplie, le théoreme de Fubini est en défaut! Considérons par exemple la fonction mesurable
(mais non positive)

22 — 2
@

pour tout x €]0, 1], la fonction f, est intégrable sur ]0, 1] et 'on a

T Ir t qi/e 1
T dy = — 7dt:7|:7i| = —7F
]0,1]f(y) v 3?/0 (1412)2 zl1+t2]o 1+ 22

(z,y) €]0,1)* —

on constate donc que la fonction
z €0, 1] — [z, y)dy
10,1]

est une fonction intégrable sur |0, 1], d’intégrale artan (1) = w/4. Pour tout y €]0, 1], la fonction
1Y est intégrable sur |0, 1] et

1 1/y t2_1 1 ¢ 1/y 1
dr = — —_dt=—-| - —— -

ici encore, la fonction

y €]0,1] — f(z,y)dz
10,1]

est aussi intégrable sur ]0,1] et l'on a

™
[ t@ydday==[ [ fawa]a=T 0.
10,1] = /]0,1] 10,1] = /]0,1]

En passant en coordonnées polaires, on voit, si A désigne le quart du disque D(0, 1) inclus dans le
premier quadrant, que

2
2
// |f(z,y)| dedy = // T |C0i( O rards = 1o,
A 10,7/2[x]0,1[ T

ce qui implique que la fonction f n’est pas intégrable sur |0, 1] relativement & la mesure de Lebesgue
dxdy. Ce n’est donc pas une surprise ici que 'ont n’ait pas ici I’égalité

/10,1] [ 10.1] Sew) dw} W= /10,11 [ 0.1 fa) dy} dz,

quand bien méme les deux membres aient ici un sens!

Remarque 3.10. Le théoreme de Fubini est un résultat plus profond qu’il ne parait a premiere
vue. En voici un exemple : supposons que P soit un pavé borné de R? de cotés ayant pour longueurs
a et b tel que P s’écrive comme union de pavés P, = [ X Ji d’intérieurs disjoints de maniere a
ce que chaque Py ait au moins un coté de longeur dans N* (tous les pavés sont ici paralleles aux
axes, on peut voir P comme un mur fait de briques rectangulaires P, posées verticalement ou
horizontalement et ayant chacune un de leurs deux cotés entier). En intégrant sur P la fonction

(,y) — )
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on constate (appliquant ici dans chaque pavé Py le théoréme de Fubini et en utilisant le fait que
P est 'union des Py, et que les Py, sont d’intérieurs disjoints) que

//P flz,y) dzdy = Zk: (/Ik exp(2imr) da:) (/Jk exp(2imy) dy) —0.

Le méme résultat appliqué cette fois & P = [xg,z¢ + a] X [yo,yo + b] nous donne

1 . To+a . Yo+b
// flx,y)dedy = —— [exp(me:)} X {exp(me)} ;
P 471—2 o Yo
le fait que cette intégrale soit nulle implique que 'une au moins des deux longueurs a ou b soit
entiere. Ceci peut se voir par un raisonnement utilisant par exemple les marches aléatoires discretes,
mais n’est pas tout-a-fait évident ! On pergoit donc ici la profondeur du théoréme de Fubini, couplé
ici avec la < relation de Chasles > en deux variables (et donc avec la force de la théorie de la mesure

dans le plan).

Le cadre de R™ x R" (avec la mesure de Lebesgue sur chacun des facteurs et la me-
sure de Lebesgue sur le produit) est un cadre d’application classique du théoreme de
Fubini. Voici un exemple, que nous retrouverons au chapitre 4 lorsque nous définirons
la tres importante opération de convolution :

Exemple 3.14. Soient f et g deux fonctions mesurables de R™ dans C, toutes les deux intégrables
par rapport a la mesure de Lebesgue. D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, la fonction

(z,y) € R" x R" +— f(z —y)g(y)

est intégrable sur R™ x R™ relativement a la mesure de Lebesgue dxzdy car

[ e olwiaay = [ [ [ 15 -via] ol
L1 i@l stwlay
(/R f(@)]dz) x (/R l9(v)ldy) <00 (3.20)

(on s’est servi ici de la propriété d’invariance par translation de la mesure de Lebesgue dans R™).
La machine <« Fubini > du théoréeme 3.8 peut alors se mettre en route et ’on peut affirmer que,
pour presque tout = (au sens de la mesure de Lebesgue) dans R™, la fonction

yr— flz—1y)g(y)

est intégrable sur R” relativement & la mesure de Lebesgue, ce qui nous permet de définir une
fonction mesurable F' = f % g sur R™ presque partout égale a la fonction

v | flx—y)gly)dy= [ [fly)glx—y)dy
R™ R™

(on invoque encore l'invariance par translation de la mesure de Lebesgue pour obtenir 1’égalité
ci-dessus). De plus F' est intégrable relativement & la mesure de Lebesgue car, pour presque tout
x?

F@l=| [ te=nawa|< [ 5@l

|
Rn
d’apres la proposition 2.7 (inégalité (2.22)) et que l'on a donc (du fait de (3.20),

[p@tde< ([ It@lde) < ([ lotwld) <oc.

La fonction F ainsi définie sera appelée convolée des fonctions f et g. Son role (souvent d’ailleurs
en relation avec les transformations de Fourier, Laplace, Mellin introduites dans la section 3.2.3)

s’averera essentiel 37, tant en mathématiques que dans les sciences de I'ingénieur.

37. Comme on le verra au chapitre 4 et plus tard dans 'UE MHT613.
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Lorsque Q5 = N et ps est la mesure de décompte, on retrouve avec le théoreme de
Fubini (au moins lorsque g est une mesure o-finie sur (€2, 7)) le résultat d’interver-
sion entre sommation et prise d’intégrale qui résultait du théoreme de convergence
dominée de Lebesgue.

De nombreux exemples d’application du tandem « Fubini + Fubini-Tonelli > (outils
d’une importance capitale au service de l'intégration < pratique >) seront proposés
en exercice dans le guide d’activités 8 sous Ulysse. C’est la raison pour laquelle nous
n’en donnerons pas d’autres ici (remarquons cependant que nous avons déja utilisé
Fubini plusieurs fois, par exemple dans la section 3.3, c.f’exemple 3.6, ou dans les
exemples proposés dans les guides d’activités 7 et 8 sous Ulysse).



Chapitre 4

Les espaces LP et la convolution

4.1 Les espaces LP(), T, 1) (définition ensembliste)

Dans cette section, {2 désigne un ensemble abstrait, 7 une tribu sur 2, et pu :
T — [0, o] une mesure positive.

Sipe[l,ooletsif :Q—C,g :Q — C sont deux fonctions (€2, 7)-(C, B)-
mesurables telles que

/\f!pdu<oo et /lglpdu<oo,
Q Q

on a, pour tout A € C,

+ AglP dp < + | Agl?) dp = 1+ glP dp < o0 ;
[f + Agl"dp < 20| (IF17 4+ [AglP) dp =20 | [fIPdu+ 27 |A]P [ [g|Pd
Q Q Q Q
en effet, si a et [ sont deux nombres positifs, on a
(a+ B)P < (2max(a, B))P < 2P(a? + (7).

Cette remarque nous conduit, une fois choisi un nombre réel p € [1,400], aux
définitions suivantes d'un C et d’un R-espace vectoriel.

Définition 4.1 Soit Q, T et u comme précédemment et p € [1,+o0[. L’ensemble
des fonctions f : Q — C qui sont (Q,T)-(C, B) mesurables et telles que

/Q\f]pd,u<—|—oo (4.1)

hérite, équipé de ['addition et de la multiplication extérieure par un scalaire complexe,
d’une structure de C-espace vectoriel. Ce C-espace vectoriel est appelé L (T, ).
Si l'on ne considere parmi ces fonctions que les fonctions a valeurs réelles, on dispose
d’un R-espace vectoriel, noté L (Q, T, u).

Remarque 4.1. Si p(2) < 400, on constate que, si 1 < p; < py < 00, on a

LEQ,T,n) < LE(Q,T,pm)
LT, p) C LT, p) (4.2)

En effet, on peut écrire f € L (Q, T, p) (ici K = R ou C) sous la forme

f=Ixan<n + Ixqrsy -

83
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Comme fonction mesurable bornée, la fonction |fx <1} [P* est intégrable puisque () < 0o; cela
résulte du critere de domination de la proposition 2.9; quant a la fonction fx ¢ -1}, elle vérifie

|Fxqrsul™ < xqrsn ™2

ce qui montre que les deux fonctions fxyrj<1y et fx{f|>1}, donc aussi f, sont des ¢léments de
LP1(Q, T, ). Les inclusions (4.2), lorsque p(2) < 0o et 1 < p; < py < 00, en résultent. Rien de tel
ne subsiste lorsque la mesure p ne vérifie plus u(Q) < 400 : par exemple, si Q =R, T = B(R) et
que u est la mesure de Lebesgue, la fonction

int
teR»ﬁ%

est dans £3(R, B, 1) mais n’est pas dans L% (R, B, i) ; en revanche, la fonction
-
VI [2])

(avec la convention f(0) = 0) est dans L} (R, B, 1), mais non dans L3 (R, B, ).

fte

Remarque 4.2. Si 2 est un ensemble, 7 = P(Q2) et u = v la mesure de décompte sur €2, on note
(si K désigne R ou C)
Ig () == LE(Q,P(Q),v).

On a, sil Spl SPZ < 00,
£ < Ig®
PHQ) C I2(Q). (4.3)

En effet, si f € I (), Pensemble des w € Q tels que |f(w)| > 1 est de mesure de décompte finie,
donc fini ; d’autre part

LF172x 1 r1<1y < 1P X p1<1)

si p2 —p1 > 0; les fonctions |f[P2xq f>13 et [fIP2xqrj<1} étant ainsi intégrables relativement a
la mesure de décompte, f est bien dans I£*(€), ce qui prouve les inclusions (4.3). On remarque
d’ailleurs que si f € I(Q) avec p € [1, 0o[, I'ensemble

{r#0y= U {Ifl=1/n}
neN*

est une union dénombrable d’ensembles finis, donc un ensemble au plus dénombrable de K.

On peut aussi définir les deux espaces vectoriels (respectivement C et R-espaces
vectoriels) L& (Q, T, 1) et LF(Q, T, ;) comme suit :

Définition 4.2 Le C (resp. R)-espace vectoriel LX(Q,T,p) (resp. L (Q, T, 1))
est le C-espace vectoriel (resp. R-espace vectoriel) des fonctions (Q,T)-(C, B) (resp.
(Q,T)-(R, B)) mesurables de module p-presque partout égal a une fonction mesurable
positive bornée.

Si f est un élément de L2 (2, T, ), un nombre M est appelé majorant essentiel de
|f| si ensemble {|f| > M} est u-négligeable. Si My désigne la borne inférieure de
I'ensemble des majorants essentiels de | f|, on constate, puisque

{11 > M} = | JA{If] > My +1/n},

neN*

que My est encore un majorant essentiel de | f| (puisque tous les nombres My +1/n,
n € N*, le sont). On appelle My la borne supérieure essentielle de | f| et 'on note

My = |[flloo -
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Remarque 4.3. Soit K = R ou C. Si p(Q) < oo, 'espace LZ(Q, T, 1) est inclus dans tous les
LE(Q, T, 1) pour tout p € [1,00[ (pour la méme raison que dans la remarque 4.1). Si 7 = P() et
i = v est la mesure de décompte, on note [g°(Q2) le K-espace vectoriel L2 (2, P(2),v); le K-espace
vectoriel I2°(€) contient tous les K-espaces vectoriels % () pour p € [1, 00 (pour la méme raison
que dans la remarque 4.2). En revanche, la propriété <« {f # 0} au plus dénombrable > valable

pour f € I(Q) (lorsque p € [1,00[), ne subsiste plus, elle, pour un élément de I (12).

4.2 Les inégalités de Holder et Minkowki ; les se-
mi-normes || ||,

Dans cette section, nous nous proposons d’équiper chaque espace L&(Q, T, u)
(ou K=Rou C), p € [1,00], d'une semi-norme || ||,, c’est-a-dire d’une application

I llp L (T, 1) — [0, 00
telle que
Ve Lp(QT,m), YAXEXK, [Afll, = A [If[l,
Vg€ LT 1), If+all, < Il +llglls- (4.4)

Pour p = 400, il est naturel de poser
Vf € ‘CH%O(Q’Tw :u)’ ||f||00 ‘= Sup eSS|f| 3

ceci définit naturellement une semi-norme sur le K-espace vectoriel £2(€2, 7T, u)
(qu’il convient de ne pas confondre avec supq(|f|) qui, elle, peut fort bien valoir
+0o méme si |f| est essentiellement bornée). En effet, la premiere clause de (4.4)
est remplie. Concernant la seconde, si fi et fy sont deux éléments de L2 (2, T, 1),
il existe des fonctions mesurables bornées fi et f telles que fi= f] presque partout
et que supg || = [|fjlloes j = 1,2; on a done

sup it fol < U filloo + [ falloo

ce qui prouve que || fi|ls + || f2lco €st un majorant essentiel pour | f; + f2|, donc que
1f1 + falloo < 1filloc + 11 f2lloc -

Pour p € [1,400], le candidat pour || ||, est la fonction

Fecu@ T — Il = ([ 11rd)";

cette définition est naturelle si ’on veut respecter la clause d’homogénéité que consti-
tue la premiere des conditions dans (4.4). En revanche, il faut vérifier la seconde
condition de (4.4), ce qui n’est pas tout-a-fait immédiat et correspond & une inégalité
importante en analyse, dite inégalité de Minkowski®.

En préalable a I'inégalité de Minkowski, nous devons énoncer une célebre et impor-
tante inégalité, celle de Holder 2.

1. Géometre des nombres, mais aussi physicien, le mathématicien lituanien allemand Hermann
Minkowski (1864-1909) s’est beaucoup intéressé a la géométrie des convexes et aux inégalités de
convexité ; 'inégalité qui porte son nom s’inscrit dans cette ligne de recherches.

2. C’est en 1884, dans un travail consacré aux séries de Fourier, que le mathématicien allemand
Otto Holder (1859-1937) énonga cette inégalité capitale.
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Proposition 4.1 (inégalité de Holder) Soit Q2 un ensemble, T une tribu sur 2
et p T —> [0,00] une mesure positive. Si f et g sont deux fonctions de Q0 dans
0, 00] toutes les deux (2,7 )-(]0, 00}, B) mesurables, on a

/Qfgdu < (/Qf”du>l/p x (/Qgp’ du)w, (4.5)

ou p' € [1,00] est dit exposant conjugué de p et défini par
1 1
Sy =1
p D

avec la convention p' = oo sip=1,p' =1 sip= o0 et

(/ ndn) =

si h est essentiellement bornée, +0o sinon (et toujours bien sur la convention 0 x
(+o00) = 0). Si de plus f € LE(Q, T, ), g € E%(Q,T, w), Uinégalité (4.5) lorsque
p €]1,+00[ est une égalité si et seulement si il existe o, B € [0, 00[, non tous les
deuz nuls, tels que af? = Bg” -pu presque partout; si p = 1 (resp. sip = 00), c’est
une égalité si et seulement si g (resp. f) est p-presque partout constante ou f (resp.
g) u-presque partout nulle.

Preuve. Si p =1 ou p = oo, l'inégalité est immédiate car on majore sous l'intégrale
(hors d’un sous-ensemble p-négligeable) fg soit par f||g]|« (si p = 1), soit par ¢|| ]|«

(si p = o00).
Il nous reste a prouver (4.5) si p €]1, +o00].

Si u et v sont deux nombres strictement positifs et ¢ € [0,1], on a, du fait de la
concavité de la fonction log sur |0, cof :

log(tu + (1 — t)v) > tlogu + (1 —t)logwv, (4.6)
ou encore
u'v' T <tu+ (1 —t).
Cette inégalité est d’ailleurs stricte des que u < v (ce pour tout ¢ € [0, 1]).

Pour prouver (4.5) pour p €|1, 00[, on peut se limiter a supposer

/fpd,u €]0,00[ et /gp/ du €]0, o0[; (4.7)
Q Q

si en effet une de ces intégrales est nulle, f (ou g), donc fg, sont des fonctions nulles
i presque partout du fait de la proposition 2.4, le membre de gauche de (4.5) est nul,
comme l’est le membre de droite; si l'une des intégrales (4.7) est infinie et que l'autre
est non nulle, le produit des deux vaut +o0o et I'inégalité (4.5) est satisfaite. Si I'on
fait 'hypothese (4.7) et que 'on pose, pour tout w € Q tel que oo > f(w)g(w) > 0,

(f(w))

w(w) = —fg o dn
oy o L0
Jo g7 du

t = 1/p,
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et que 'on integre sur { fg €0, 00[} les deux membres de 'inégalité
[u(w)]" x [o(@)] ™" < tu(w) + (1 = Ho(w),

on obtient immédiatement l'inégalité (4.5) car f et g sont finies presque partout du
fait de la proposition 2.3.

Reste a prouver la derniere assertion de la proposition ; la encore, on peut supposer
I'hypothese (4.7) remplie et reprendre (lorsque p €]1, +o0) le raisonnement conduit
pour obtenir l'inégalité (4.5). L’égalité dans (4.5) n’est possible que si u(w) = v(w)
u-presque partout, ce qui nous conduit a I'assertion proposée. Si p = 1, f intégrable
et g bornée, I'égalité

éwmu—gNdu:o

n’est possible que si ¢ = ||g]|e p-presque partout ou f = 0 p-presque partout ; si
p =00, f bornée et g intégrable, 1’égalité

Awmm—ﬂmmzo

n’est possible que si f = || f|loo p-presque partout ou g = 0 p-presque partout.

La proposition est completement démontrée. <

Proposition 4.2 Soit K =R ou C. Pour p € [1, 0],

fr= 1111l

est une semi-norme sur le K-espace vectoriel E%(Q,T, w). De plus, si f et g sont
des fonctions mesurables positives éléments de L3 (2, T, 1), avec p €)1, 00[, I’égalité

1+ gllo = [1F1lp + llgll

est réalisée si et seulement s’il existe (o, B) € [0,00[*\{(0,0)} tel que

af =By

p-presque partout® ; dans le cas particulier trés important p = 2, l’égalité
1f +gll3 = I1£15 + llgll3
entre éléments de L%(Q, T, p) équivaut d
/fgd,uzO st K=R
Q

Re(/f?du)z() st K=C.
Q

3. Sip =1, Pégalité ||f + gll1 = ||fll1 + llgll1 est évidemment toujours satisfaite pour deux
fonctions mesurables positives f et g.
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Preuve. Le seul cas posant probleme est le cas p €]1,00] (le cas p = 0o a été réglé
et le cas p = 1 est une conséquence immédiate de I'inégalité triangulaire |f + g| <
|f] + |g| intégrée ensuite sur € relativement & la mesure u). Si f et g sont deux
éléments de L (2, T, u), on écrit

Vwe Q [f(w)+g(w)l < |f(W)fw) + W) +lgW)] [f (@) + g(w),

puis on integre cette inégalité sur ) relativement a la mesure p. En utilisant deux
fois la proposition 4.1 et l'inégalité (4.5) avec |f|, |f + g[P~!, puis |g|, |f + g[P7, il
vient

1F +glle < I fllp < 1 +glle® + llglly x I1f +gll2",

d’ou l'inégalité
1f +gllp < [Ifll, + llglly (4.8)
puisque 1/p+1/p' = 1.

La seconde assertion traitant du cas d’égalité (pour des fonctions positives) lorsque
p €]1, 00 est une conséquence de ce que 'égalité dans (4.8) implique I'égalité dans
Holder pour les deux paires ((f+¢)?7 !, f) et ((f+g)P~!, g) ; on utilise donc Iassertion
traitant de ces cas d’égalité dans la proposition 4.1.

La derniere assertion (cas p = 2) résulte des formules de Pythagore

(f+9° = fP+d +2fg
f+9> = |fIP+19]> +2Relfqg]

(respectivement dans le cadre réel K = R et dans le cadre complexe K = C), égalités
que 'on integre ensuite sur € relativement a la mesure p.

La proposition est démontrée. <

L’inégalité de Holder (cette fois écrite pour des fonctions de signe quelconque) de-
vient la :

Proposition 4.3 Soient f € LL(Q,T,u) et g € EfC’I(Q,T7 p) avec p € [1,00] et
1/p+1/p =1. Alors fg € LL(Q, T, ) et

|| saau] < 17all < 171, % sl - (19)

Preuve. 1l suffit de combiner les propositions 2.7 et 4.1.

Remarque 4.4. Pour n’avoir que des égalités dans la chaine d’inégalités (4.9), il faut (d’apres la
proposition 4.1) qu’il existe deux nombre réels positifs non tous les deux nuls tels que «|f|P? — S|g |p/
p-presque partout si p €]1, 00l |g] = ||glloo p-presque partout ou f = 0 p-presque partout si p = 1,
If] = |l flloo -presque partout ou g = 0 p-presque partout si p = co. Comme 1’égalité dans (4.9)
implique aussi p-presque partout fg = A|fgl|, avec A € C et |\| = 1 d’apres la proposition 2.7, il
n’y a égalité dans la chaine d’inégalités (4.9) que si toutes ces conditions sont réunies. La célebre
inégalité de Cauchy-Schwarz *

| [ saau] < 17l gl @10)

4. Siles noms du mathématicien francais Augustin Cauchy (1789-1857) et du mathématicien al-
lemand d’origine polonaise Hermann Schwarz (1843-1921) sont attachés a cette inégalité, il semble
qu’elle soit déja apparue aussi des 1859 dans les travaux du mathématicien russe Viktor Bunya-
kowsky (1804-1889) et formalisée dans sa forme <« moderne » par l'allemand Hermann Weyl en
1918. Beaucoup de noms y sont de fait attachés, tant dans le monde occidental que dans I’ex-monde
soviétique!
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lorsque f et g sont deux éléments de LZ(€2, T, u), est une conséquence de la proposition 4.3 lorsque
p = 2. Mais ceci est de fait un résultat d’obédience algébrique et non analytique! En utilisant en
plus le développement du trinéme

[ 18+ tal du = 1715 + 6Pl + 2Re (7 | fad)
Q Q

on retrouve avec la positivité de ce trindme pour tout ¢ 'inégalité (4.10) et 'on voit en prime (voir
un cours d’algebre) que I'égalité dans I'inégalité (4.10) équivaut a I'existence de (a, 3) € C?\{(0,0)}
tels que

af —Bg=0
p-presque partout (ceci se retrouvait au travers de la discussion générale ci-dessus & propos du cas
d’égalité dans la chaine d’inégalités (4.9)). Quant a 1’égalité

1+ 91 = 713+ Ll + 2Re ( [ ran)

pour f,g € LZ(Q, T, p), c’est une incarnation du théoréme de Pythagore®.

Remarque 4.5. On peut a juste titre se poser la question de savoir pourquoi ne considérer que le
cas p € [1,00] et non le cas p €]0, 1] dans 1'énoncé des inégalités (4.5) et (4.8). En fait, si p €]0, 1] et
si f, g sont deux fonctions mesurables positives  — [0, 00], et si p’ (cette fois négatif) est défini

par la relation
1 1
—=1-=,
/
p p
I'inégalité de Holder se trouve < renversée > , au sens ou 'on a

/Qfgduz (/prdu)l/%/gg”' du)l/p,

avec les conventions habituelles (1/0)?" = oo et 0 x 0o = 0 (voir I'exercice proposé dans le guide
d’activités 8 sous Ulysse). Des lors, I'inégalité de Minkowski (conséquence, on I'a vu, de celle de
Holder) se trouve aussi renversée, au sens out l'on a, si p €]0,1] et si f et g sont des fonctions
positives mesurables de Q dans [0, o0],

(/Q(f—i—g)”d,u)l/p> (/prd,uy/p—k (/(ngdlt)l/p.

Il n’est donc pas question de faire jouer a || ||, lorsque p €]0, 1] le réle de semi-norme sur le K-espace
vectoriel des fonctions (2, 7)-(K, B(K)) mesurables telles que

1817 dn < e,
Q
Pinégalité triangulaire de (4.4) se présentant < a ’envers » dans ce cas!

Lorsque p(€2) < oo, les inclusions (4.2) de la remarque 4.1 peuvent étre précisées
en utilisant le fait que, si p € [1,00], la fonction constante et égale & 1 appartient &
tous les espaces E%I(Q,T, p) (K=RouC). On a donc, si 1 < p; < py < 00 et si
[ e LZ(Q,T,pn), et en utilisant 'inégalité (4.9) avec p = pa/p1,

p2—P]1

1912 = [ e s < ([ A an) ™™ x e ™=
soit

1f e < ()70 52 [ £l - (4.11)

inégalité permettant de quantifier les inclusions (4.2); cette inégalité subsiste si
1 < p; < py = 00, ce qui permet de quantifier la premiere assertion de la remarque
4.3.

La premiere assertion de la remarque 4.3 peut méme étre ainsi précisée :

5. Voir le cours de MHT613 qui traitera plus en profondeur des particularité du cadre p = 2.
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Proposition 4.4 Si ;(Q) < +oo et si f € LE(Q, T, 1) (K=R ouC) alors f est
dans tous les K-espaces vectoriels L5 (2, T, ) pour p € [1,00] et on a

o = li )

1fllee = Yo £l

Preuve. D’apres l'inégalité (4.11) appliquée avec p € [1, 00] et p; = 00, on a
1£1lp < ()P 1| fllo

et, en passant a la limite supérieure lorsque p tend vers +oo,

lim sup [| fllp < [ flloo
p—+00

Si a < ||f|leo, ensemble E, := {|f| > a} est de p-mesure strictement positive et
on a donc

p e 1/p
7= ([ Vsan) ™ = atu(Ea)
en passant a la limite inférieure lorsque p tend vers +o0, il vient
lim inf >
im inf || fl, > o;
ceci étant vrai pour tout o < || f||o, o0 a bien
lim inf > s
im inf || £, > [|f]
et la proposition est donc démontrée puisque

1/ lloo < Tivinf [ £{],, < Timsup || f[l, < [ f[loc - ¢
p—r+00 p—r+00

Deux autres inégalités (que 'on pourrait qualifier d’inégalités de convexité), liées
aux inégalités de Holder (4.5) et Minkowski (4.8) seront appelées a jouer un role
intéressant dans la < géométrie > des espaces LL(Q, T, u) lorsque p € [2,+00[; ce

sont les inégalités dites du parallélogramme et de la médiane.

Proposition 4.5 Soit p € [2,00] et f,g,h trois éléments de L (Q,T,pn) (K =R
ou C). On a linégalité dite du parallélogramme

If = gllE+11f +gllb <227 (IFI2 + llglB) (4.12)
et celle de la médiane
—qllP h— flP+|lh = qllP
a2y U RS U3 )

2 p 2p 2

Preuve. Il résulte du fait que /2 < t et (1 — )72 < (1 —t) pour tout ¢ € [0, 1]
lorsque p/2 > 1, que, si u et v sont deux nombres positifs non tous les deux nuls

u?  \p/2 vZ \p/2 <1
<u2+02> +(u2+v2> -7

uP + P < (u? 0P

soit
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Cette derniere inégalité subsiste si u,v > 0. En prenant u = |f(w) — g(w)]| et
v =|f(w) — g(w)| et en intégrant sur 2 relativement & la mesure y, il vient, du fait
de l'inégalité de Pythagore

V]z—wP+z+wP <V2x ]2+ |w) VzweC,

I =gl 1S +al2 < / (If = g + 1f + 9P dp
< [ IVR(SE + o) du
Q
< P / (72 + gy du. (4.14)
Q

Si on utilise maintenant 'inégalité de Minkowski (4.8) avec p/2 > 1, on a

p/2
p/2

Jse gy dn = |12+ gl
Q

[(/Q|f|pd“>2/p+ (/ngl”du)g/pr/g. (4.15)

Or, si U et V sont deux nombres positifs, il suit de I'inégalité (4.5) appliquée sur
'ensemble {0, 1} avec la mesure de décompte et toujours p/2 que

IA

U+V < (UP2 4 VPRI (141)1
soit
(U + V)P/Z < 2p/271(Up/2 + Vp/Q).

En utilisant cette inégalité avec

v (furan)” Vs ([1oran)”

et en reportant au second membre de (4.15), on trouve

/Q(\fl2 + g7 dpe < 222 (IFIE + Nlglly)

En combinant avec I'inégalité (4.14), on obtient bien I'inégalité du parallélogramme
(4.12). Si 'on applique cette inégalité avec h — f, h— g en place de f et g, on obtient
immédiatement 'inégalité de la médiane (4.13). <

Remarque 4.6. Sip = 2, les inégalités (4.12) et (4.13) sont en fait des égalités dites respectivement

formule du parallélogramme et formule de la médiane.

4.3 Les espaces de Banach LL(Q, 7T, u), p € [1, 0]

Sur chaque espace LE(Q, T, 1) (ot K =R ou C), on dispose, d’apres la proposi-
tion 4.2, d'une semi-norme f — || f]|,. Cette semi-norme n’est pas une norme car
| fll, = 0 équivaut (d’apres la proposition 2.4) & f = 0 p-presque partout.

Tentons donc de < rectifier > le tir.
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Le K-espace vectoriel des fonctions (€2, 7)-(K, B(K)) mesurables et nulles y presque
partout est un K-espace vectoriel Fg o que l'on peut considérer comme un sous-K-
espace vectoriel de chaque Ly (2,7, 1), p € [1,00]. On définit, pour p € [1, 0], le
K-espace vectoriel LE (€2, T, 1) comme le K-espace vectoriel quotient

Ly (T, 1)
L2(Q, T, p) = K0 L)
x( 0] Fco

est-a-dire, I'ensemble des classes d’équivalence f pour la relation d’équivalence
fRg<= f—g€ Fro<= f=g9g p— presque partout,
équipé de I'addition interne
f+ g =classe de (f + g)
et de la multiplication externe par un scalaire de K
Af := classe de (\f).

Sur le K-espace vectoriel Ly (€2, T, i), on définit, pour p € [1, 00|, une norme || ||,
en posant

1£ll, = (|| fllp; f € f}.

De fait, la norme || f||, de f est égale & la norme || f||, d’un représentant quelconque

de la classe f dans £ (9, T, ).

Remarque 4.7. L’idée de considérer les classes de fonctions intégrables f modulo la relation
d’équivalence R au lieu de leurs représentants f € f est tout-a-fait naturelle, si I'on songe par
exemple au cas de @ = R", 7 = B(R") ou T = L(R"), u mesure de Lebesgue : il est clair dans
ce contexte que la notion de valeur < ponctuelle > d’une fonction intégrable f en un point spécifié
xo de R™ n’a aucune signification réaliste, dans la mesure ou ’évaluation d’une fonction en un
nombre réel précis n’a aucune réalité physique (l’acces au point zy avec une marge d’erreur nulle
s’avérant numériquement impossible) ! Ce qui compte (et se mesure physiquement) est de fait la
< répartition de masse > de la fonction f, c’est-a-dire la connaissance de toutes les intégrales

/Pf(a:) dx

ou P est un pavé fermé borné de R™; la valeur < physique > de la fonction f s’interpréte comme
la quantité < moyenne >
fos e f(@) da

(2¢)"

lorsque € > 0 est choisi suffisamment petit (autant que la réalisation de ’expérience numérique
permettant la mesure de f le permet) et non comme f(xzo); on ne fait donc pas la différence entre
les valeurs en xo (ainsi interprétées) lorsqu’il s’agit de représentants d’une méme classe! Il est
intéressant de noter que de ce point de vue, les éléments f de LE(2, T, u) s'interpretent souvent
physiquement comme des < répartitions d’énergie > , I’énergie en physique se présentant sous la
forme d’une expression non linéaire en les données, mais quadratique (pensez par exemple a I’énergie
cinétique 1/2mwv?), d’ott le réle prépondérant des espaces LZ (€2, T, i) dans la hiérarchie des espaces

LE(Q, T, p), p € [1,00] ¢ en profitant du puissant concept d’orthogonalité ou de corrélation.

6. Outre le fait que l'on peut y faire, avec les formules du parallélogramme (4.12) et de la
médiane (4.13) de la remarque 4.6, de la géométrie <« a la Pythagore » , comme on le mettra en
évidence dans 'UE MHT613.
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Le résultat majeur concernant les espaces L% (€2, T, 1) équipés chacun de sa norme
| [lps p € [1,00] (ici K = R ou C), a été mis en évidence (et exploité) en 1907 par
le mathématicien hongrois Frigyes Riesz (1880-1956) et le mathématicien autrichien
Ernst Fischer (1875-1954) 7

Théoréme 4.1 (théoréme de Riesz-Fischer) Si K = R ou C, p € [1,00], le
K-espace vectoriel normé Ly (2, T, u), équipé de la norme || |5, est un K-espace
vectoriel normé complets.

Preuve. Soit (fi)ren une suite de Cauchy de L2 (2, T, 1) pour la distance associée
a la norme || ||,, ce qui signifie

Ve>0, IN(e) €N, VE,1> N(e), |lfe — fill, <e. (4.16)

En utilisant (4.16), on construit (en en construisant les entrées de proche en proche),
une suite extraite (f,, )ren telle que

Choisissons, pour chaque classe fnk, k € N, un représentant dans L (Q, T, u),

représentant que nous noterons f,, et introduisons la fonction (€2, 7)-(]0, o], B)
mesurable positive g : 2 — [0, oo| définie par

Vw e Q, gw) :=|fu (W] + Z | frsr (@) = [ ()]

D’apres l'inégalité de Minkowski (4.8) et le théoreme 2.1 de convergence monotone
de Beppo-Levi, on a

N
gy = Jim (1ol + D s =
k=0

N——+oo ‘p

N
< Jim (I fuallp + > foais = Foulo)
S ”fn()Hp + Z ||f7’bk+1 - fnka
k=0
S ”fnoHp + Z ||fnk+1 - fnkHP = ||f710||17 + Z ||fnk+1 - fnk“P
k=0 k=0
: 1
< ol + D 55 < 00 (4.18)
k=0

7. Avec Ernst Fischer, Frigyes Riesz peut étre considéré comme 1'un des peéres de I'analyse
fonctionnelle moderne. C’est dans le cas p = 2 et a 'occasion d’un travail consacré aux séries de
Fourier que s’est fait jour le théoreme de Riesz-Fischer.

8. On dit aussi, en référence au mathématicien polonais Stefan Banach (1892-1945) qui explora
toutes les facettes et tout 'intérét de ce concept, un espace de Banach, c’est-a-dire un espace
vectoriel normé ou toute suite de Cauchy (au sens de la norme) est convergente (ou encore, ce qui
est équivalent, toute série absolument convergente est convergente).
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Il résulte de 'inégalité de Markov (proposition 2.3) que g*, donc g, est une fonction
finie p-presque partout, donc que pour p-presque tout w € €2, la série

| fo (@ !+Z!fnk+1 = fri (@)]

est convergente. Comme K est complet, toute série absolument convergente d’élé-
ments de K est convergente et 'on en déduit, pour p presque tout w, la convergence
de la série télescopique de premier terme f,,(w) et de terme général f,, ., (w)— fn, (W),
ce qui signifie I'existence, pour presque tout w € €2, de

flw) = Jim f, (@),

On définit une fonction (2, 7)-(K,B) mesurable en prolongeant f par 0 sur le
complémentaire (de p-mesure nulle) de 'ensemble E sur lequel la suite (f,, )r con-
verge simplement vers f; ce prolongement est aussi noté f.

Supposons d’abord p € [1, 00[. La fonction f est dans £ (2, T, ), puisque |f| < g
et que ¢” est intégrable relativement a la mesure p d’apres (4.18). Fixons € > 0 et
[ > N(e); grace au lemme de Fatou (théoreme 2.2), on a

/ llim inf | fi(w) — fo,(W)[Pdp = / | fi(w (W)[Pdp
q k—=+o0
i p p
< lliminf /|fl — [, ()] d,u> <€

(4.19)

I'inégalité finale résultant de la clause (4.16) puisque ny > N(€) pour k assez grand.
En lisant (4.19), on constate que, pour p > N(e), ||f — fill, < €, ce qui signifie,
puisque € était arbitraire

lim f, = f

=400

dans L% (2, T, ) et conclut donc dans ce cas la preuve du théoréme de Riesz-Fischer.

Le cas p = oo est encore plus simple a traiter; on a ||g]loc < 400, ce qui montre
que f € LF(Q,T,u). En fixant [ > N(e) et en faisant courir k vers +oo dans
1 fi = furlloo < €, on trouve || f; — fllse < € car toute union dénombrable d’ensembles
p-négligeables (ici les ensembles {|f; — fo,| > || fi — farlloo}) est p-négligeable. <&

Le résultat auxiliaire suivant, outil intermédiaire dans la preuve du théoreme de
Riesz-Fischer, mérite d’étre isolé tant il s’avere d’un usage tres fréquent en théorie de
I'intégration, dans la mesure ou il nous permet de jeter un pont entre la convergence
d’une suite ( fk)k dans LE(Q, T, 1) (K =R ou C) et la convergence simple u-presque
partout d’au moins une suite extraite de la suite (fx)x

Proposition 4.6 Soit p € [1,00] et (fi) une suite d’éléments de L% (Q, T, )
convergeant vers un élément f de L% (0, T, u) au sens de la norme || ||, (i-e | f—fll,
tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini). Si fi est, pour chaque k, un représentant
de fi, dans L5(Q, T, 1), f un représentant de f dans L%(Q, T, ), alors, il existe au
moins une sous-suite (f, )x de la suite de fonctions (fk)k convergeant simplement
-presque partout vers la fonction f, i.e

Jim £, () = f(), Yw € B, p(@\ E)=0.
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De plus toute autre suite extraite de la suite (f)r convergeant simplement vers une
fonction limite fr sur un sous-ensemble F' € T tel que u(F) > 0 est telle cette
fonction limite fr coincide avec f p-presque partout sur F9.

4.4 A propos de dualité (encore Riesz-Fischer)

Une conséquence intéressante de l'inégalité de Holder (4.9) est le résultat suivant
(K étant toujours ici R ou C), dont nous ne pouvons malheureusement donner dans
ce cours qu’une version tronquée :

Proposition 4.7 Soit p €]1,00[ et g un élément de L%(Q,’T, w), oul/p+1/p = 1.
L application K-linéaire

Ly :f.GL%(Q,T,u)H/QfgduGK

(f et g étant des représentants arbitraires de f et § respectivement dans LE(Q, T, 1)
et L'%(Q, T, u)) est une forme linéaire Ly continue sur L (2, T, i), i.e un élément

du K-dual topologique [LE (2, T, u)]* de lespace de Banach L (Q, T, u). De plus, on
a l’égalité

L)
tferi@Tmiiz0y [ fllp

1Ll = = gl (4.20)

Preuve. Que L;(f) définisse un scalaire ne dépendant pas du choix des représentants
de f et g résulte de la proposition 4.3. C’est d’ailleurs 'inégalité de Holder (4.9) qui
assure

Ve (T 1) LN < Ifllp > gl
d’ou la continuité de la forme K-linéaire L4 et en prime 'inégalité
) L)l _ .
ILglly = sup == < gl (4.21)
tferp@ . f20p [ flly

Si g # 0, choissisons un représentant g de ¢ et considérons la fonction mesurable f,
définie par f,(w) =0 si g(w) =0 et

o gw)
fo(w) == |g(w—) 9

sinon ; on vérifie que |f,|P = |g|P® "V = |g|" est intégrable, ce qui implique que fg
définisse un élément non nul de L2 (Q, T, u) ; or

. , T e .
Ly(f,) =/Q|g|p dp = Nglly gl = Nl > Lfo 2077 = gl x 1ol

ce qui prouve que fg réalise le sup dans (4.20). La proposition est prouvée. <

9. Si p = 00, la convergence de ( fk)k dans L (!, T, ) vers f implique la convergence simple
u-presque partout de la suite (fi)r des représentants vers un représentant f de f.
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Nous venons de prouver ici (lorsque p €]1, +00[) qu'il existait une isométrie du K-
espace vectoriel LY (Q, T, ) (équipé de sa norme || ||,;) dans le K-dual topologique
(L% (€2, T, w)]* équipé de la norme || || définie (comme dans (4.20) par

) IL(f)|
= sp DL
{feLZ(Q,T u); f#0} ”f”p

En fait, le résultat complet est un autre théoreme tres important de Riesz-Fischer,
qui stipule que cette isométrie est en fait surjective et donc que le K-dual topolo-
gique [LE (2, T, p)]* du K-espace de Banach L (€, T, i), dual équipé de sa norme

| [, sidentifie isométriquement au K-espace de Banach L‘%(Q, T, 1), ou p désigne
I'exposant conjugué de p (1/p' + 1/p = 1). Ce résultat (que nous admettrons ici)
étend un résultat lié au contexte hilbertien, celui du cas particulier tres important
p =p =2, qui sera, lui, étudié en détail dans 'UE MHT613.

Concernant le cas p = 1, on peut énoncer un résultat (encore malheureusement
tronqué) du méme type :

Proposition 4.8 Soit Q un ensemble, T une tribu sur Q et p : T — [0,00] une
mesure o finie'?. Soit g un élément de L (Y, T, ). L application K-linéaire

Ly rfGL]%(Q,T,u)H/fgdueK
Q

(f et g étant des représentants arbitraires de f et § respectivement dans LL (0, T, 1)
et LF(Q, T, un)) est une forme linéaire Ly continue sur L (Q, T, ), i.e un élément
du K-dual topologique [Li (2, T, p)|* de Uespace de Banach L (2, T, u). De plus, on
a l’égalité

Ly ()]

1Ll = , .
(ferr@ ) jzoy 1 fIh

= ll9lloe (4.22)

Preuve. Que Ly(f) définisse un scalaire ne dépendant pas du choix des représentants
de f et g résulte de la proposition 4.3. C’est d’ailleurs I'inégalité de Holder (4.9) qui
assure

Vf S L]%(QvT’ M)7 |Lg(f)| < Hf“l X HgHoo;

d’ott la continuité de la forme K-linéaire L; et en prime l'inégalité

Lol = osp EeDl ey (4.23)

tferr@. w20y 1flh

La clause de o-finitude portant sur u n’a pas servi encore jusqu’ici ; nous allons nous
en servir pour établir I'inégalité inverse.

Soit g un représentant de ¢, @ < ||g/l et F := {|]g| > a}. L'ensemble E est
de p mesure strictement positive puisque o < [|g]|s (se référer a la définition de
ll9]lo). Puisque p est o-finie, il existe un élément A de 7T inclus dans E tel que

10. Voir la définition 3.1.
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0 < u(A) < oo, Considérons la fonction mesurable fa définie par fa(w) = 0 si
wé Aet

si w € A; on vérifie que || fally = p(A) €]0,00[, ce qui implique que f4 définit un
élément non nul de Li (9,7, u) ; or

Litia) = [ Fagdu= | loldu= an() = al fal.
A A
On a donc ||Lgy||7 > « et, comme ceci est vrai pour tout a < ||¢|co,

1517 = gl = llglloo -

Avec I'inégalité en sens contraire (4.23) déja établie, la proposition est prouvée.

Ici encore, I'isométrie exhibée dans la proposition 4.8 entre L2 (2, T, i) (équipé de
la norme || ||«) et le K-dual topologique [L(Q, T, p)]*, équipé de la norme || L]}
définie (comme dans (4.23)) par

y
L= sp D

{FfeLL(QT u); f#0} 11

est une isométrie surjective (on 'admettra). On peut donc identifier le K-dual to-
pologique

[Lx(Q, T, )"

(équipé de la norme || ||}) avec le K-espace de Banach L (2, T, i), pourvu que la
mesure /4 soit o finie ou tout au moins vérifie la clause restrictive que 1'on a utilisé
(voir la note ).

Remarque 4.8. Il existe bien un résultat analogue a celui énoncé dans les propositions 4.7 et

4.8 lorsque p = 0o : un élément ¢ de Li (2, T, p) induit la définition d’un élément L; du K-dual
topologique de L(Q2, T, 1), par

Ly(f) = /Q Fgdi,

avec de plus '
IL(f)]

. ‘ = = ||gll1 -
terge @ T : 20y [ flloo

1LglI% =

Pour 'inégalité (<), on utilise encore I'inégalité de Holder de la proposition 4.3 ; pour 'inégalité
en sens contraire (>), on prend un représentant g de § et on teste L, sur I’élément particulier
fg, de représentant la fonction définie par f(w) = g(w)/|g(w)| si gw) # 0, f(w) = 0 sinon.
Si ||lgll1 > 0 (ce que I'on suppose sinon Ly = 0), f; € L2(Q, T, pn) avec ||fylloc = 1 et I'on a
Ly(fy) = llgllh = lglls % | £yllces ce qui prouve || Lg%, > |lgll1. En revanche, tout s’arréte ici dans
ce cas car ce résultat ne saurait se compléter comme les résultats des propositions 4.7 et 4.8;
I'isométrie ainsi construite de L (2, T, 1) (équipé de la norme || [|;) dans le K-dual topologique

[L2(Q, T, 1)]* (équipé de la norme || ||%,) n’est cette fois plus surjective. Le K-dual topologique

11. On a simplement utilisé la conséquence (faible) suivante de la o-finitude de y : dans toute
partie E de 7 de mesure strictement positive, on peut trouver une autre partie A C E, A € T,
telle que p(A) €]0, 0o ; notons que la mesure de décompte sur un ensemble non dénombrable n’est
pas o-finie, mais vérifie pourtant cette propriété ; d’un autre coté, la mesure infinie sur toute partie
finie ne la vérifie pas.
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Le(Q, T, 1)]* (équipé de la norme || ||%,) ne peut plus s’identifier & LL (9, T, 1) (c’est un K-espace
K K oo K
de Banach plus gros que Lk (Q, T, pu)!).

Un commentaire < heuristique >. En conclusion de cette section, nous pouvons dire de maniere
imagée que la hiérarchie des espaces Li(Q, T, i) (tout au moins pour p €)1, 4o00[) se réfléchit par
dualité topologique autour de espace LZ (2, T, 1) (qui lui est isométrique a son dual topologique).
On retrouvera cette opération de dualité dans 'UE MHT613 avec la transformation de Fourier
(ou encore < prise de spectre ») : elle est matérialisée physiquement par un mécanisme optique,
la diffraction au travers d’une lentille. Ainsi pourrait-on comparer le role de LZ(2, T, u) & celui
d’une lentille de part et d’autre de laquelle Lg (2, T, 1) pour p €]2, 00[ se trouve < diffracté > en
un espace isométriquement égal & son dual topologique, & savoir Lﬁg (Q,T,n),avec 1/p+1/p' =1
et donc cette fois p’ €]1,2[. On a indiqué dans le guide d’activités 10 comment profiter de certaines
propriétés géométriques des espaces LE(Q, T, u) pour p € [2,00[ (en l'occurrence les inégalités
du parallélogramme (4.12) et de la médiane (4.13)) en transposant (par dualité) leurs effets aux
univers duaux L%(Q, T,u),l<p <2

4.5 L’opération de convolution

4.5.1 Une opération omniprésente en traitement de 1’infor-
mation

Nous allons pour introduire (en en justifiant 'importance) 'opération mathé-
matique de convolution, nous placer dans le cadre discret modélisé ici par le K-espace
vectoriel [ (Z). En traitement de l'information, ce cadre est le cadre naturel : les
éléments de [} (Z) sont dits < signaux discrets intégrables > & valeurs dans K (ici R
ou C).

Supposons que I'on dispose d’'un appareil (on dit aussi une < boite noire > ou encore
un < filtre »), transformant I'élément s = (s3)rez de % (Z) qu’on lui fournit en entrée
en un élément L[s] € I} (Z), ce en respectant les trois clauses suivantes :
— l’action L est linéaire ;
— l'action £ est continue;
— les parametres de 'appareil sont immuables dans le temps, ce qui signifie
que si 'on donne en entrée la suite (Sg_k,)rez, alors on doit avoir en sortie

(L[8]k—ko Jkez)-

Exemple 4.1. Pour illustrer ceci par des exemples concrets empruntés a la physique, une cellule
électronique (du type RLC, résistance-bobine-condensateur), une cellule mécanique (congue autour
de ressorts), un micro enregistreur, un tube de télévision, etc. jouent le rdle de filtres ; en revanche,
un instrument de musique ou un orchestre en concert, 'orgue vocal constitué par la glotte et les
cordes vocales d’un individu lors de la prononciation d’une suite de phonémes, ne sont pas des
modeles de filtres, car les parametres des appareils en jeu sont ici appelés a se transformer au cours
du temps (un violon jouant les aigus ou les graves n’est pas la méme boite noire!). On congoit

cependant I'omniprésence de la notion de filtre dans les problemes de modélisation d’appareil.

En introduisant la base canonique {e;; | € Z} de l(Z) et en écrivant un élément
u = (w)iez de li(Z) sous la forme :

u = E u ey,

leZ
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on voit, grace aux clauses de linéarité et de continuité, que

Llu) = wLle].

leZ

Si Lleog] = (hy)iez, on voit (formellement pour I'instant au moins) que
Llu) = ((uxh)r)k, (4.24)

ou

u* h = <Zuk_lhl>kez.

IEZ

En fait, tout peut étre justifié grace a la proposition suivante :

Proposition 4.9 Soient u = (u)iez et v = (v))iez deuz éléments de li(Z). Pour
tout k € Z, la série bilatere

§ U1V = § UV

lez lez
est absolument convergente et 'on a
> wew| < full ol
keZ €L
Le nouvel élément de li(Z) ainsi défini est noté
( E ’U,k,ﬂ}l) = U*v
kEZ
lez

et appelé convolé de u et v. L’opération de convolution ainsi définie est associative,
commutative, et admet pour élément neutre la suite (eg,;); définie par ey = 1 et
ey =0 sil #0.

Preuve. Nous donnerons la preuve dans un cadre plus général a la section suivante
4.5.2. Donnons la ici cependant dans ce cadre discret qui est celui de séries doubles
et vous est probablement bien familier. On a

Z (Z |up—1] |Ul|> Z |vl||<z |uk—l|>

k€EZ leZ leZ keZ
= 2 lul( Xt

lEZ kEZ

= lully x [Jo]lx

d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli (théoreme 3.7) et I'invariance par translation
de la mesure de comptage sur Z. On déduit du théoreme de Fubini (théoreme 3.8)
la convergence pour presque tout k (mais ici en fait tout k car on travaille avec la
mesure de comptage) de la série bilatere

E Uk—1V1

€7
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avec de plus le fait que
E — = * c ll Z

et vérifie ||u x v||; < ||lul|li X ||v|l;. La commutativité de l'opération de convolu-
tion vient encore une fois de l'invariance de la mesure de comptage sur Z par
translation. L’associativité est immédiate aussi, ainsi que le fait que eq est élément
neutre. L’opération interne est continue et de norme inférieure ou égale a 1 puisque
llu vy <|lull1 x ||v]|1; la norme est en fait égale a 1 puisque u * ey = u pour tout
u et que ||ef| =1. &

4.5.2 Convolution entre éléments de Ly (R", B, dz) ou Iy (Z")
Le cas de R"

Dans cette sous-section, on travaillera sur R™ dont on profitera de maniere es-
sentielle de la structure de < groupe topologique > : (R™, +) est un groupe additif,
l'addition (z,y) — x+y étant une application continue pour la topologie usuelle de
R™. Ce groupe topologique (R", +) a aussi la propriété importante d’étre localement
compact, i.e tout point admet un voisinage compact. On désignera toujours par K
soit le corps des K = R des réels, soit le corps K = C des complexes.

Enfin, il existe sur R” une mesure (en l'occurrence la mesure de Lebesgue) invariante
sous l'action de groupe (ici la translation dans R™) et c’est de cela que nous allons
beaucoup profiter pour introduire la notion de convolution des classes de fonctions
mesurables.

Sife LY (R™, B,dx) et g € L{(R™, B,dx) avec p € [1,00] et ¢ € [1,00], on aimerait
pouvoir affirmer que, si f et g sont des représentants arbitraires respectivement de
f et g (a valeurs dans K), la fonction mesurable

y— flr—y)g(y)

est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue pour x € R™ \ E, ou F est
dz-négligeable et que de plus, la fonction F' définie par

F(r) = Wf@—ymwﬂ@ (4.25)

siz € FE, F(x) = 0 sinon, est une fonction mesurable représentant si possible une
certaine classe F' de Ly (R™, B, dz) avec un r convenable (lié a p et ¢) dans [1, oo].

Il s’avere que tout ceci est vrai des que

1 1
_+_217

et ce pour r € [1, 00| défini par
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avec de plus en prime 'inégalité dite de Young '2
1F]l- < 1F 11y < [lgllq- (4.26)

Avant d’énoncer le résultat précis, indiquons comment s’interprete la définition
(4.25) du produit de convolution de deux classes f et ¢ aux travers du choix de
représentants f et g. Si, pour fixer les idées, on suppose ¢ normalisée en norme || |4,
alu sens ou

lglly =1,

alors, lorsqu’elle est définie (c’est-a-dire pour presque tout z), 'intégrale

F(x) = . flz=y)g(y) dy = . flx+y)g(—y)dy

s’interprete comme la < moyenne > de y — f(x+y), pondérée par les valeurs de la
fonction < moyennisante » y — g(—y) := g(y); la fonction F', dz-presque partout
définie, s’interprete donc comme une < moyenne glissante > de f par la fonction g.
Lorsque par exemple n = 1, on peut imaginer le graphe de ¢ tracé sur une feuille
de papier calque, feuille que 1'on fait glisser le long de ’axe des abscisses au dessus
du graphe de f; la fonction f se trouve a chaque instant < moyennée > suivant la
moyennisation indiquée par le graphe de la fonction § ainsi translaté.

Formalisons le résultat principal de cette section :

Théoréme 4.2 (inégalités de W.H. Young) Soient p,q,r trois éléments de
(1, 00] tels que
1

1 1

s - (4.27)

Soient fe LY (R™, B,dx) et g € LL(R™, B,dx) et f, g des représentants respectifs
de f et g dans LE(R™, B, dzx) et LL(R™ B, dx). La fonction

y €R" — f(z —y)g(y)

est intégrable pour tout x dans R"\ E, ot E est un sous-ensemble négligeable de R™
(au sens de la mesure de Lebesgue). De plus, la fonction F, définie par

F(z) = . flx—y)g(y) dy (4.28)

siv € RP\ B et F(x) = 0 sinon, est une fonction (R", B)-(K, B(K))-mesurable,
représentant un élément F de L (R™, B, dz), avec

1 < 11l % 191l - (4.29)

La classe est dite convolée (ou aussi convoluée) des classes f et g, Vopération de
convolution étant commutative ; cette classe est notée F' = f x g.13

12. William Henry Young (1863-1942), analyste anglais, s’est en particulier intéressé au calcul
différentiel et & certaines inégalités sous-jacentes, dont l'inégalité (4.6) de convexité de la fonction
exponentielle (ou plutot ici de concavité de la fonction logarithme) exploitée lors de la preuve de
la proposition 4.1, dite d’ailleurs inégalité de Young.

13. Au niveau des représentants, on note aussi F' = f * g.
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Preuve. Deux cas particuliers sont particulierement importants et ce sont des cas ou
la démonstration de I'inégalité (4.29) est directe : le cas ou p et ¢ sont des exposants

conjugués, c’est-a-dire o
1 1
-+-=1, r=o00,
P q

ainsi que le cas particulier on p = 1 et ¢ = r (incluant le cas particulier essentiel
p =q =r =1 déja évoqué dans l'exemple 3.14 comme exemple d’application du
< tandem > Fubini-Tonelli/Fubini). Nous envisagerons d’abord ces deux cas parti-
culiers et renverrons pour ce qui concerne le cas général au guide d’activité 8 sous
Ulysse (ou ce probleme est détaillé en une suite de 4 questions).

Si p et ¢ sont conjugués (1/p + 1/q = 1), on peut appliquer la proposition 4.3 et
I'inégalité (4.9) pour assurer que, pour tout z € R", la fonction

y— [z —=y)g(y)
est dans Li (R, B, dr) avec

/Q £ =gl dy| <171l x 3],

sup
z€eR™

La fonction F' = f % g est donc bien définie (ici partout dans R"™) par la formule
(4.28) et on a

1E oo < 1IF N < 111y x N1dlq

d’ou le résultat dans ce premier cas particulier.
Prenons p =1 et ¢ =1 < oo et posons ¢ tel que 1/¢' +1/q = 1.

/n (/n \f(z—y) |9(y)|dy>qu: /n (/n £ ()| |g(m—y)|dy)qu

= / (/ L @)Y g(x —y);]dy>qu
& /Rn (/Rn () |7V | g(z — y)) dy) .

19 [ ([ 1wl late =l dy) do
< WA gl = 1 gl = (10 130,) (4.30)

en utilisant la formule de changement de variables (ligne 1), 'inégalité de Holder
(4.5) avec les exposants conjugués ¢, q (passage des lignes 2 a 3), le théoreme de
Fubini-Tonelli (lignes suivantes); en extrayant les racines g-emes, on obtient bien

I'inégalité
= 9)llgw)))" dz) " < 11109l

Il résulte de I'inégalité de Markov (proposition 2.3) qu’il existe un sous-ensemble dx
négligeable ' de R", tel que, pour x € R™ \ E,

[ 156 =gl dy < oo.

IN

IN

On peut donc bien définir sur R™ \ E' la fonction

z— F(z) = Rnf(x—y)g(y)dy
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et prolonger cette fonction par 0 pour x € E pour en faire une fonction (R™, B)-
(C, B)-mesurable, avec de plus

([r@ean)” < ([ ([ 116 olswlds)" )" <151 gl

ce qui montre que F représente un élément F de L (R™, B,dx) et acheve la preuve
du théoreme dans ce second cas particulier (le cas p = 1, ¢ = r = 00 se traitant
encore plus facilement).

Dans le cas restant a étudier (p > 1, 1 < ¢,r < 00), on pose introduit 7’ avec
1/r 4+ 1/r" = 1 et I'on vérifie que, pour tout h dans L (R”, B, dx), on a, si t = 1/p,
s=1/qet 0 =1—1/r, 'inégalité de Young

/RnXRn |f (@ =)l gl |h(x)] dedy =
/IRnXRan(x =PI lg) | [|a(2)|) dady

< (L=0)gllE Il + (=) FIB A + (1 =)l 115 g,
(4.31)

inégalité dont on déduit par homogénéité

[ 1= )l 1) dady < |15 Il il (4.3

On applique cette derniere inégalité a la fonction

b=ty ot (V[ [ 17 = lla@lds] ) < xqapem (@)

n

puis les théoremes de Fubini-Tonelli et de Beppo Levi pour en déduire, faisant tendre

N vers +o0,
( / | / = )llgldy] )" < 1l ol

ce qui permet de conclure exactement comme dans le second cas particulier étudié.
Pour les détails de la preuve des inégalités (4.31) et (4.32), ainsi que pour la fin de
la démonstration a partir de la suite (hy)x, on renvoie au probleme détaillé dans le
guide d’activités 8.

Remarque 4.9. L’opération de convolution est une opération interne associative et commutative
dans Li(R™, B,dz); il ne saurait cependant y avoir d’élément neutre (voir I'exercice proposé sur
le guide d’activité 10).

Le cas de Z"

Il est important de remarquer ici (et nous en reparlerons dans la section 4.8
a venir) que le théoreme 4.2 s’adapte immédiatement (la preuve en étant laissée
en exercice) au cadre discret, nous donnant 'opportunité de définir la convolution
discrete sur le groupe (Z", +) en place du groupe (R™, +); il suffit dans les preuves
de remplacer R™ par Z" et la mesure de Lebesgue dx par la mesure v de décompte.
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Comme toujours, K désignera dans cette section soit le corps des réels, soit le corps
des complexes.

Il existe sur Z™ une mesure (en l'occurrence ici la mesure de décompte) invariante
sous l'action de groupe (ici la translation dans Z™), ce qui va nous permettre, comme
dans le cadre du groupe (R",+), d’introduire la notion de convolution des suites.

Théoréme 4.3 (inégalités de W.H. Young discrétes) Soient p,q,r trois élé-

ments de [1, 00| tels que

1 1 1

S =14-.

p g r
Soient u = (w); € lx(Z") et v = (v); € IL(Z"™). Pour tout k € Z", (ug—,v;); est un
élément de 1 (Z™) et la suite (wy)pezn de terme général

Wy 1= E Up— V] = E U Vg1

lezm lezn

est un élément w := uxv de l(Z"), dit convolé des suites (u;); et (v;);, avec de plus
A\ 1/p 1/q
olle = (D2 fend) ™ < (0 hl?) o (D0 ult) (4.33)
kezr kezZn keZr

Les cas particuliers les plus importants de ce résultat sont le cas ou p et g sont des
exposants conjugués (1/p+1/q = 1,r = o) et lecasoup =1,q = r € [1,]
(incluant le cas particulier majeur p = ¢ = r = 1). Il est important de noter que si
I’on introduit les séries formelles
UX) = ) u Xt X
kezn
VX) = ) w X X
kezn
et si
W(X):=U(X) x V(X)
(le produit étant le produit usuel entre séries formelles de puissances de X7, ..., X,,),
on a la tres importante relation

W(X) =) w, X{. . X
kezn
lorsque (wy)y est la convolée (si elle est définie) des suites (u;); et (v;);.

Remarque 4.10. Dans le cas n =1, si 'on a u; = v; = 0 pour | < 0 (on dit alors que w et v sont
des éléments suites causales), il est toujours possible de définir

k
Wy, = E U — V] = E Uk — 1]
1=0

ez
pour tout k € Z; on constate que lon définit ainsi une nouvelle suite causale (wg)r et que
Popération (u,v) — w = u* v (si I'on ne la considére qu’au niveau des suites causales) n’est

rien d’autre que le produit de Cauchy'* des deux suites (u;)ien et (v;)ien.

Remarque 4.11. L’opération de convolution est une opération interne associative et commutative
dans [ (Z™); il y a de plus cette fois un élément neutre, la suite eq = (eg;); définie par ego =1 et
eo; =0sil#0.

14. Voir le cours de 'UE MHT401, définition 1.4 de la section 1.5 des notes de cours de cette
UE : http ://www.math.u-bordeaux1.fr/~yger/mat401.html
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4.6 Convolution sur R” et régularisation

Comme on I’a vu avec le théoreme 4.2, si 'opération de convolution
(f,9) — [*g
réalise bien une opération interne sur le K-espace de Banach Li (R™, B, dz), cette
opération (qui s’avere associative et commutative) n’admet pas d’élément neutre,

alors que c¢’était le cas pour 'opération de convolution entre éléments de lj (Z™) (voir
la remarque 4.11).

Compte tenu précisément de la remarque 4.11, un élément neutre potentiel serait la
< fonction » positive d’intégrale (ou < masse > pour employer un langage de physi-
cien) égale a 1, toute la masse se trouvant concentrée a ’origine. Mais, probleme, une
telle fonction n’existe pas! Seul le concept de mesure positive permet de modéliser
un tel objet : c’est la mesure de Dirac (sur la tribu borélienne) introduite dans
I'exemple 1.5 et définie par

So(A) = 1si0eA
So(A) = 0si0¢ A

qui serait en effet candidate a jouer ce role, mais ce n’est pas une fonction! Il s’avere
donc impérieux d’introduire la notion de <« mesure de Dirac approchée > ou encore
d’approximation de la masse de Dirac pour lui trouver un substitut dans ’espace

L (R™, B, dx).

Définition 4.3 On appelle approzimation de la masse de Dirac dans Ly (R", B, dx)
toute suite (P, )ken d’éléments de Ly (R™, B, dx) telle que :
~ pour tout k € N*, ¢ a un représentant ¢y, € Li(R", B, dz) tel que o > 0 sur
R”™ ;
- Vke N*z HSOkHI = 17'
— pour tout § > 0,

lim / x)dr) =0, 4.34

conditions traduisant bien le fait que toute la < masse > (égale a 1) de . se concentre
sur l'origine lorsque k tend vers 4o00.

Exemple 4.2. Un exemple trés important du point de vue pratique peut étre construit a partir
de la fonction gaussienne

x+— g(z) = (34 + xi)) . (4.35)

1 ( 1
2mmz “PLT 3

Si (ex)r>1 est une suite de nombres strictement positifs tendant vers 0, la suite (g, )x>1, ol

1 1 1, )
ge(z) == E—Tlg(x/e) = e exp ( - ?(131 +- 4+ xn)) (4.36)
est une approximation de la masse de Dirac dans L (R", B,dz) : en effet, on a ||gc|l1 = ||g[l1 du

fait de la formule de changement de variables dans les intégrales, de la formule bien connue

/ e /2 dt = V2,
R
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et du théoreme de Fubini-Tonelli et

() dr = x)dr
/|w|25g( ) /Iilzé/eg( )

(méme raison), ce qui implique grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoréme

2.3)
lim / e (x)dz) =0.
k—+o0 ( llz|[>6 k< ) )

On verra dans le cours de ’'UE MHT613 la raison pour laquelle la gaussienne ainsi normalisée
g joue un role si important pour générer ainsi des approximations de la masse de Dirac dans
L (R™, B, dx) 1.

Exemple 4.3. La fonction radiale ¢ définie par

1
= S i 1

o) = ew |- s el <

p(xz) = 0 sinon (4.37)

est une fonction de classe C' a support dans la boule unité fermée de R™ ; cela découle facilement
du fait que, pour tout entier N € N*,

li L [ L } 0
11m -——F7—= X _ | =
R L S A

(lexponentielle imposant son comportement asymptotique aux fonctions puissance). Pour les mé-
mes raisons que dans 'exemple 4.2, si (ex)r>1 est une suite de nombres strictement positifs, la
suite (¢c, )k>1, ol

1 w(z/e)
e lglh

pe(x) =

(4.38)

est une approximation de la masse de Dirac dans L§ (R™, B, dx), faite cette fois de fonctions C* &

support compact (le support de . étant la boule fermée de centre 0 et de rayon € lorsque € > 0).

L’importance des approximations de la masse de Dirac tient au résultat suivant,
que nous interpréterons un peu plus loin (dans la section 4.7) comme un résultat de
< régularisation >

Proposition 4.10 Soit K =R ou C et p € [1,00[ et f € LE(R™, B, dx). Si (r)ks1
est une approzimation de la masse de Dirac dans L (R, B, dz), la suite (¢r * f)i=1
est une suite d’éléments de L (R™, B,dx) convergeant vers f dans le K-espace de
Banach LE(R™, B, dx) équipé de la norme || ||,

Preuve. Que ¢y * f définisse un élément de L2 (R", B, dx) résulte du théoréme 4.2
(inégalités de Young). Soit k € N*. Si f est un représentant de f, la fonction

el flx —y) pr(y) dy

est définie dx-presque partout et I'on peut donc écrire, pour x hors d'un ensemble
dxz-négligeable,

n

[ ta=na = 1@ = [ (Fa=1)= @)t dy

15. C’est la plus < efficace > des fonctions en termes de la localisation simultanée de la fonction
et de son spectre, celle qui tempere le mieux le célebre principe d’incertitude que le physicien
allemand Wermer Heisenberg introduisit des 1927, a 'aube des développements de la mécanique
quantique.
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puisque ¢, > 0 (on a choisi un tel représentant pour ¢y, ce qui est licite) et que

/ or(y)dy = |l¢pli =1 VkeR".

Introduisons p’ tel que 1/p + 1/p’ = 1 et inspirons nous de la chaine d’inégalités
(4.30) qui nous a permis de résoudre le second cas particulier du théoréme 4.2 :

s f=il [ ][ - @) e d

L ([ 15t =)= @t dy)”ds

= [ (] @) (et 1w — ) - 1@l dy) da
< el [ ([ eyt e =) = @ i) do

< [ ([ awlie—9 - f@pdy) ds

< [ alft-v) - flpdy (1.39)

IN

en utilisant la formule de changement de variables (ligne 1), I'inégalité de Holder
(4.5) avec les exposants conjugués p',p (passage des lignes 3 a 4), le théoreme de
Fubini-Tonelli (lignes suivantes, surtout a la derniere étape).

Admettons pour l'instant le tres important lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit p € [1,00] et f un élément de LE(R"™, B, dz) ; on a

lim || /(- — 4) — fll, = 0. (4.40)
Yy—

Fin de la preuve de la proposition 4.10. Fixons ¢ > 0 et choisissons d > 0 tel
que

lyll <6 = [IF(- —v) = flI; < €/2
(ce qui est possible d’apres (4.40)). On a donc, d’apres 'inégalité (4.39),

low * f = flI5 < / I>5\|f<-—y>—f|rzsok<y>dy+ / 1F (=) — I eily) dy

llyll<s
€

N )
< [ MfCmn =g [ et

. €
< 2 [ adyr g
llyll=d

<
pour k assez grand (dépendant de d, donc de €) du fait de la clause (4.34). La

proposition est donc démontrée. <

Preuve du lemme 4.1. D’apres la proposition 2.2 et le théoreme 2.1 de Beppo Levi,
toute fonction positive de L£L(R™, B, dz) est limite dans L% (R™, B, dz) (pour la semi-
norme || ||,) d’une suite de fonctions étagées, et méme d’'une suite de combinaisons
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de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables bornés (donc intégrables). Si
I’'on complete avec le critere d’intégrabilité des sous-ensembles de R™ donné a la
proposition 1.4, et que l'on passe des fonctions positives aux fonctions a valeurs
complexes (mais dans £L(R™, B, dx)) par prise de combinaison linéaire & coefficients
complexes, on voit que tout élément de L (R™, B, dx) peut s’approcher en norme || ||,
par une suite de combinaisons linéaires de fonctions indicatrices d’ouverts bornés.
Pour tout € > 0, il existe une telle combinaison linéaire g de fonctions caractéristiques
d’ouverts bornés (donc intégrables) telle que

1f = gll, <e.

On écrit, du fait de I'inégalité triangulaire,

IFC=9) = Fllp < I~ ) = 9C=y)llp + l9¢ —y) = glly + 19 = flly
2/lg = fllp + l9¢ =) = gl

<
< 2e+ 9 —y) =gl

Or, si P est un pavé borné, la frontiere de P est de mesure nulle et le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue 2.3 implique

lim [ |xp(z—y) — xp(x)|Pde =0

y—=0 Jpn
car il y a (sous l'intégrale) convergence simple vers 0 pour tout x non a la frontiere
de P. Le lemme est donc vrai lorsque f admet pour représentant la fonction ca-
ractéristique d'un ouvert borné (un telle fonction s’écrivant comme somme dénom-
brable d’une suite de fonctions caractéristiques de tels pavés bornés P) ; par linéarité,
le lemme est donc vrai avec ¢ en place de f et 'on peut donc affirmer qu’il existe
n > 0 tel que

Iyl <n=1llg(- —y) = gll, <e.

On a donc finalement

Iyl <n = 1l9(- —y) — gllp < 3¢,
ce qui prouve le lemme.

Remarque 4.12. Ce lemme est trivialement faux si p = co. Sin = 1 et si f est la fonction
caractéristique de Q, on voit en effet que, pour tout y € R\ Q, ||f( —y) — fHoo =1, ce qui rend
impossible (4.40).

4.7 Les théorémes de densité dans les Ly (U, B, dz)

Si U est un ouvert de R”, on sait, en combinant la proposition 2.2, le théoreme
de Beppo Levi (théoreme 2.1) et le critere d’intégrabilité de la proposition 1.4, que
les fonctions caractéristiques yx des compacts inclus dans U engendrent un K-sous
espace dense de L (U, B, dx) pour p € [1,00[. Nous allons voir qu’en fait il en est de
méme pour le K-sous espace engendré par les fonctions continues a support compact,
et méme en fait bien mieux, celui engendré par les fonctions de classe C'*™ a support
compact dans U.

Nous aurons besoin dans un premier temps de la définition de la notion de support
d’une fonction numérique définie sur un espace topologique € et a valeurs complexes :
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Définition 4.4 Soit ) un espace topologique et f : Q — C une fonction numé-
rique ; le support de f est par définition l'adhérence (dans ) de ’ensemble

{weQ; flw) #0}.

C’est donc le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel f est identiquement
nulle.

Exemple 4.4. Le support de la fonction ¢ introduite dans I’exemple 4.3 (en (4.37)) est exactement
la boule unité fermée de R™; le support de sa version < contractée > ¢, (définie en (4.38) pour

€ > 0) est, lui, la boule fermée de centre 0 et de rayon e.

Si f est un élément de Li(R™, B, dz) admettant un représentant f dz-presque par-
tout nul hors de la boule euclidienne fermée de centre 0 et de rayon R, alors, repre-
nant la collection de fonctions (¢¢)e~o introduite dans 'exemple 4.3, on constate que
l'on peut définir, pour tout € > 0, P'élément f x . dans Li(R™, B, dz) (ce, d’apres le
théoreme 4.2) et qu'un représentant de cette classe est la fonction (d’ailleurs définie
ici partout dans R") :

e | fwel-vdi= [ el

Il résulte du théoreme 3.3 (appliqué de maniere itérative) que cette fonction f * @,
hérite de la régularité de la fonction ., est donc de classe C* avec de plus, pour

tout opérateur différentiel
ak1++kn

C Okigy .. Okng,

Dlfrede)= [ s D fete )] dy

cela résulte du fait suivant : si 2y € R" et V,,, est un voisinage compact de z, alors
chaque fonction

(z,y) —> D, [we(fc - y)}

est uniformément bornée (comme fonction continue) sur le compact V,,, x B(0, R) ;
la clause de sécurité (3.5) s’applique donc ici pour les dérivées partielles de tout
ordre par rapport a x de la fonction

(z,y) — f(y)wclr —y).

Les choses peuvent étre méme précisées en ce qui concerne les supports des fonctions
fy wcet fxep. en jeu : si f est identiquement nulle hors d'un certain compact
K C B(0, R) (c’est-a-dire si f est a support compact inclus dans K C B(0, R)) et si

Ke:=K+B(0,¢) = {y1 +y25 11 € K, y2 € B(0,¢)},
on voit que la fonction f * ¢, est une fonction continue a support compact, avec

Supp [f * ¢ C K.

En effet, pour tout x dans l'ouvert R™ \ K, pour tout y dans K, on a

fl@—y)oy) =0
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car z—y ne saurait étre dans K lorsque y € B(0, €) (sinon z = x—y+y appartiendrait
a K., ce qui est supposé faux).

Compte tenu de toutes ces remarques, nous sommes en mesure d’énoncer le résultat
suivant :

Proposition 4.11 Soit U un ouvert de R™ et p € [1,00[; le K-sous espace D(U)
des classes de fonctions C'™° a support compact K CC U et a valeurs dans K est
dense dans Ly (U, B,dx).

Preuve. Puisque les fonctions yg, avec K compact inclus dans U, engendrent un
K-sous-espace dense de L% (U, B, dx), il suffit de montrer que I’on peut approcher une
telle fonction yx dans LE (U, B, dx) (et au sens de la norme || ||,) par des éléments de
D(U ). Or, d’apres la proposition 4.10, on peut trouver, si n > 0 est arbitrairement
fixé, aussi petit soit-il, € > 0 suffisamment petit (dépendant de 7) tel que

n

/ e () — e * o) P e < / () — X * pe(@)P dz <.
U

Pour € > 0, le compact K. = K + B(0, ¢) étant inclus dans U, la fonction

T XK * pe(T) 1= / pe(z —y)dy
K
est bien une fonction C*° a support compact inclus dans U et la proposition est
donc démontrée.

Remarque 4.13. Si € est un espace topologique séparé et localement compact (tout point admet
un voisinage compact), B(Q2) la tribu borélienne sur Q, p : B(Q2) — [0, 00] une mesure positive,
alors le K-espace vectoriel engendré par les classes de fonctions continues a support compact
K CC Q et a valeurs dans K est dense dans tous les espaces Li (2, T, du) pour p € [1,00[. Nous
admettrons ici ce résultat, di aussi a F. Riesz, reliant les points de vue ensembliste et fonctionnel
en théorie de lintégration (une mesure positive sur B(2) pouvant étre définie par son intégrale

contre précisément les fonctions continues & support compact dans ).

Si A est un sous-ensemble intégrable borné de R™ et € > 0, la fonction

XA *Ge xER”r—>/ge(x—y)dy
A

1 1< )
B (2%)”/26"/146Xp<_2_622|%_y‘ )dy
j=1

est une fonction C* sur R™ (toujours grace au théoréeme 3.3 de dérivation des
intégrales dépendant de plusieurs parametres), mais 'on peut aussi dire plus. Sur
tout compact K de R", cette fonction est la limite uniforme de la suite de fonctions
polynomiales (Pa“)y (en zy, ..., x,) définies par

N
Pi(x) = L Z (-1)* |z —y||*dy, N €N
N (2m)n/2 en prd 2k 2k | 4 ’ '

Ceci résulte de ce que

= m (X5

k=0
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uniformément sur tout compact K de R (puisque le rayon de convergence de la série
entiere [X*/k!];>0, dont la somme définit 'exponentielle dans C, vaut +o00) et du
fait que 'on ait, si A est inclus dans la boule fermée B(0, R), pour tout z € K,

N
1 _le—yl? (=1)F )|z — y||**
" . _PA,E < E2 .
Ixa* ge(z) — Py*(x)] < —/A : i

o

N
_llz—yll? (—=1)*||lz — y||**
S /’L(A) sup € 22— E k1.l -2k .
lyl<RaeK 2%kle
Les idées mentionnées ci-dessus, intimement liées a la théorie des séries entieres et

a la notion d’analyticité, doivent énormément a K. Weierstrass °.

Combinant les remarques qui précedent avec le résultat établi a la proposition 4.10,
nous établissons le résultat suivant :

Proposition 4.12 Si Q) est un sous-ensemble mesurable borné de R™, les classes
de fonctions polynomiales a coefficients dans K forment un sous-espace dense dans
LE(Q, B, dx) pour tout p € [1,00['7.

Preuve. Si A est un sous-ensemble mesurable de €2, on sait d’apres la proposition
4.10 que si (€x)x est une suite de nombres strictement positifs tendant vers 0, on a

lim (/HXA—XA*gekadac) < lim (/ ||XA—XA*gEk||pde>=0
k—+o0 Q k—+o00 R™

(I'exemple 4.2 nous assurant que I'on dispose bien avec (g, )x>1 d'une approximation
de la masse de Dirac). Puisque chaque fonction x4 * g, s’approche uniformément
(sur un compact contenant €2) par des fonctions polynomiales et que

memstmm;

pour tout g dans LF(2, B,dx) (donc en particulier pour toute fonction continue
sur R™ restreinte a 2), on en déduit la possibilité d’approcher chaque x4 * g, en
norme || ||, sur © par des classes de fonctions polynomiales. Puisque les classes x4
engendrent un K-sous-espace dense L§ (2, B, dx), la conclusion de la proposition en
résulte. <

4.8 La convolution sur un autre groupe : le cas de
(R/(2mZ))"

L’ensemble quotient T™ = R™/(27Z)"™ (on dit le tore réel T™) peut étre équipé
d’une topologie, définie par une distance (d’ailleurs dérivant d’une norme), a savoir

d9,i) =6 —al :== inf |6 —ul,

0eb,uei

16. Le nom du mathématicien allemand Karl Wilhelm Weierstrass (1815-1897) est intimement
attaché a la théorie des séries, en particulier des séries de fonctions (et & la notion sous-jacente
d’analyticité) qu’il développera tout au long de ses recherches.

17. Plus tard en master, vous rencontrerez un résultat tres important, stipulant que si K est un
compact de R™, toute fonction continue sur K et a valeurs dans K (K = R ou K = C) s’approche
uniformément sur K par des fonctions polynomiales a coefficients dans K ; c’est le célebre théoréme
de Stone-Weierstrass. Si § est un ouvert borné de R™, la proposition 4.12 résulterait bien sur (si
lon admettait le résultat de M.H. Stone et K. Weierstrass) de la proposition 4.11.
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olt ici || || désigne par exemple la norme euclidienne sur R™ *¥. Cet ensemble quotient
hérite aussi d’'une structure algébrique de groupe quotient (R"/(27Z)", +), 'addition

(0, 1) —> classe de (0 + u)
étant une application continue de T™ x T" dans T™. On dispose ainsi, avec (T™, +),
d’un groupe topologique (en fait compact ¥ ).

On munit T" de sa tribu borélienne B(T"). Un élément A de B(T") s’écrit de maniére
unique

A=w(A),
ol w est la projection canonique
R’n

O C R — 0
w € € @nZ)"

et A est un borélien de ([0, 27[)". La correspondance biunivoque A — A permet
d’identifier B([0, 27["*) et B(T"). On définit ainsi une mesure positive sur B(T") en

posant
. 1
wA) = /d:lf;
(4) (2m)™ Ja

avec cette définition, on constate que
1
) = dr=1
) = 55 [

(@ + A) = (A,
ce qui prouve que u (on notera dy = df par la suite) est une mesure invariante sous

I’action de la translation dans le groupe T" et de plus normalisée de maniere a avoir
une masse totale égale a 1.

Si K =R ouC etsip e [1,00], le K-espace vectoriel £ (T, B(T"), dd) s’identifie au
K-espace vectoriel des fonctions (R™, B(R™))-(K, B(K))- mesurables f, qui de plus
sont 2m-périodiques suivant chaque variables 61, ..., 0, et vérifient

1

— 0)” do )
ey [, O < o

et que

Ce K-espace vectoriel peut étre équipé de la norme de Minkowski

0= (o [, o ae) ™ = ([ iswas)™

Le K-espace vectoriel £ (T",B(T”),dé) s’identifie, lui, au K-espace vectoriel des
fonctions (R™, B(R™))-(K, B(K))- mesurables f, qui de plus sont 27-périodiques en
chaque variable 64, ..., 0,, et vérifient

[ flloo < +o0.

18. Le choix de norme sur R™ est irrelevant car toutes les normes sur un R-espace vectoriel de
dimension finie comme R™ sont équivalentes.

19. Le tore réel T™ s’identifie au produit S* x --- x S (n fois), ot St désigne le cercle unité de
R? équipé de la topologie obtenue par restriction & ce cercle de la topologie de R?; on peut donc
voir T comme un fermé-borné, donc un compact, de (R?)".
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Ce K-espace vectoriel peut étre équipé de la norme de Minkowski
[ £llT.00 = I flloo -

En quotientant ces K-espaces vectoriels par le K-espace des fonctions (R™, B(R™))-
(K, B(K))-mesurables qui sont 27-périodiques en chaque variable 6y, ..., 8, et nulles
hors d'un borélien négligeable de la forme A + (27Z)" avec A € B([0,2x[") et
u(A) = 0, on construit les K-espaces de Banach L (T", B(T"),df), p € [1, o0].

La preuve du théoreme de Young (théoreme 4.2) s’adapte aisément au concept
périodique (l'invariance de la mesure par translation en était un ingrédient essen-
tiel) et nous permet d’étendre I'opération de convolution au cadre périodique (on
dit aussi cyclique).

Définition 4.5 Soient p et q sont deux éléments de [1,00] tels que

1 1 1
-—+-=1+->1.
p q r
On définit, étant donnés f € LE(T" B(T™),dd) et g € LL(T™ B(T"),dh), le produit
de convolution cyclique
: per
fxyg

comme Uélément de Ly (T", B(T™),d) dont un représentant est la fonction

per

f*xg R'+—K,

2m-périodique en toutes les variables et définie, hors d’un borélien négligeable E de
la forme E = A+ (2nZ)" avec A C [0,27[" et u(A) =0, par

¥ 900) = /[ L O wgdn= [ 50 —igyai, s

f et g étant des représentants 2m-périodiques en toutes les variables des classes f et
g ; cette fonction est ensuite prolongée ensuite par 0 sur E. On a de plus l'inégalité

. per ni L .
Lf 7 gllrr < @) ([ fllzp < (19l (4.42)

Dans ce contexte périodique, nous allons aussi transposer le concept d’approrimation
de la masse de Dirac introduit précédemment a la définition 4.3 :

Définition 4.6 Une approzimation de la masse de Dirac dans LL(T™, B(T™),d6)
est une suite (Vg )pen- d’éléments de LL(T™, B(T™),dd) telle que :

— pour tout k € N*, ¢y, a un représentant (R™, B(R™))- (R, B)-mesurable, 2m-
périodique en chaque variable 6, ...,0,, tel que ¥y, > 0 sur [0,27[" (donc sur
R"™); ‘

- VkeN, [[llry =1;

— pour tout 6 € [0, [,

k—+o00

lim ( / ¢k(9)d9)=o, (4.43)

5<\9j|<7'r
Jj=1,..n
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conditions traduisant bien le fait que toute la < masse > (égale a 1) de Ui se concentre
sur l'origine 0 de T™ lorsque k tend vers +o0.

Exemple 4.5. Si 'on pose, pour tout € > 0,

Uge(0) = 2m)" > ge(Or — 2k, ..., O — k) (4.44)
kezn

ou la fonction g, a été définie par (4.36) dans I'exemple 4.2, ce qui est licite car

> lge(01 — 2k, ..., 0 — 2k, )| < +00, VO € R",
kezn

alors, pour toute suite (ex)r>1 de nombres strictement positifs tendant vers 0, la suite (¢€k)k21
réalise une approximation de la masse de Dirac dans Lﬁ(T”,B(T"),d@). Le graphe de chaque
fonction v, . définie en (4.44) se présente comme un « peigne > périodique dont le support se
trouve de plus en plus < concentré > sur le réseau de points (277Z)" ; on parle souvent de peigne
de Dirac pour une telle fonction lorsque € est tres petit.

Exemple 4.6. Si 'on pose, pour tout € > 0,

Vo) = 2" D pe(r = 2krT, ..., 0n — 2k ) (4.45)
kezm™

ol . est la fonction C'™ & support compact définie par (4.38) dans I’exemple 4.3, ce qui est licite car
la somme figurant au membre de droite dans la formule ci-dessus n’implique qu’un nombre fini de
termes non nuls & 6 fixé, alors, pour toute suite (ex)x>1 de nombres strictement positifs tendant vers
0, la suite (¢Ek)k21 réalise une approximation de la masse de Dirac dans L} (T", B(T"), d0) Chaque
fonction 9, . définie par (4.45) mérite encore plus le qualificatif de <« peigne de Dirac > (pour e

petit) car son support est exactement B(0,€) + (27Z)™.
Exemple 4.7. Soit, pour k > 1,

n

H <1+02059j)k

= (27T)n = n 1+ b
cosuj\k
/]_m[n ]1;[1 ( 2 ) “

Chaque fonction Wy, k € N*, est une fonction 2m-périodique positive ou nulle en les n variables
(c’est méme un polynéme trigonométrique) et on a par construction méme ||Ug||r1 = 1; de plus,
si 0 €]0, 7], la convergence uniforme vers 0 sur [—m, —d] U [0, 7] de la suite de fonctions

Wy (0) (4.46)

(52" (1/+§°89)k _ 2K+ 1)(cos(9/2)%*
- - 2w

/2 /2
4/ (sin u)?* du 4/ (2u/7)* du
0 0

60—

nous assure que la condition (4.43) est satisfaite et donc que la suite (\Ifk) x>1 réalise une approxi-
mation de la masse de Dirac dans L]ﬁ(TﬂB(T"), d6")7 approximation qui, il faut le souligner, est

donnée par des classes de polyndémes trigonométriques.

Dans exactement la méme veine que la proposition 4.10, nous avons (la preuve est
quasiment identique) la proposition suivante :

Proposition 4.13 Soit K = R ou C et p € [L,00[ et f € LE(T",B(T"),df). Si
(Yr)k>1 est une approzimation de la masse de Dirac dans Ly (T", B(T"),d), la suite

per

(@/)k * f)k:Zl

est une suite d’éléments de.L%(T”,B(T"),dé) convergeant vers f dans le K-espace
de Banach L (T", B(T™),d0) équipé de la norme || |1 p-
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Le corollaire suivant de cette proposition 4.13 sera particulierement important en
ce qui concerne ultérieurement l’analyse de Fourier des signaux ou des images
périodiques :

Corollaire 4.1 Soit p € [1,400]. Les classes de mondmes trigonométriques
0 — exp(i(k101 + -+ kn0,)),  (ki,.... k,) € 2",

engendrent un K-sous-espace vectoriel dense dans le K-espace LE(T™ B(T™),df)
équipé de la norme || |1 -

Preuve. Il suffit de se souvenir que (U}, k>1 (o1 Uy est le polynome trigonométrique
défini par (4.46)) est une approximation de la masse de Dirac dans LL (T, B(T"), d6)
(voir I'exemple 4.7), d’appliquer la proposition 4.13, et de remarquer enfin que si
f € L2(T™, B(T"), df), la fonction

0 — f0—u)Vy(u)du = / fu)Wg(0 —u) du

[0,27[™ [0,27[™

est un polynéme trigonométrique car, pour tout k = (ky,...,k,) € Z", pour tout

0 eR"”
/ fu)e®-0=uw gy = ik 0) / f(w)e " *w dy |
[0,27[™

[0,27[™
ou (, ) désigne le produit scalaire canonique dans R".
Remarque 4.14. Si f est une fonction de R™ dans K, continue et 2m-périodique en les n variables

01,...,0,, la fonction f peut étre considérée comme une fonction continue (donc uniformément
continue car T™ est compact) sur le groupe topologique T", & valeurs dans K. En écrivant

£0) — 1% w(0)] < / Wi (u) | £(0 — u) — £(6)] du

[77‘{',71’[”

et en utilisant a la fois le fait que

lim (sup | f(- —u) = f(-)]) =0

u—0" Rpn

(précisément a cause de 'uniforme continuité de f considérée comme fonction continue sur I’espace
topologique compact T™) et le fait que (\Ilk) k>1 soit une approximation de la masse de Dirac dans
LL (T, B(T™),df) (voir I'exemple 4.7), on constate que f est limite uniforme sur R” de la suite
de polynémes trigonométriques f % W;. La densité des polynomes trigonométriques a coefficients
dans K dans le K-espace normé des fonctions continues sur T” (muni de la norme uniforme) que
nous venons de prouver ici peut aussi étre vue comme un cas particulier du théoréeme de Stone-

Weierstrass déja évoqué (note 17).

4.9 La convolution sur (Z/NZ)"

Pour conclure ce chapitre, signalons que la convolution peut aussi étre envisagée
sur le groupe cyclique fini Z/NZ ou sur le groupe fini (Z/NZ)". Nous nous limiterons
ici au cas n = 1 et en dirons deux mots, méme s’il s’agit la plus d’algebre que
d’analyse.

La N-convolée cyclique u *xn v des suites (ug, ..., un—1) et (vg,...,vy_1) est définie
comme la suite (wy, ..., wy_1) obtenue comme la suite des coefficients du reste

R(X) =wy+u X 4 +wy_ XV
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dans la division euclidienne

<]VZ_1Uka)<NZ_1Uka>:Q(X)X(XN—1)+JVZ_1kak. (4.47)

On trouve

N-1
Wr = E Uk—1 Vg, k:O,...,N—l,
=0

ou la suite (u;)ez est la N-périodisée de la suite (ug,...,un_1), ce qui explique
immédiatement qu’il s’agisse bien d’une opération de convolution, tres importante,
elle, tant en algebre qu’en théorie de 'information.

Cette opération est de fait intimement liée a la transformation de Fourier discréte
d’ordre N (DFTy) et & la Fast Fourier Transform d’ordre N = 2M (FFTyum),
outils majeurs aujourd’hui en algorithmique et en ingénierie, surtout depuis la
découverte?® d’algorithmes rapides pour calculer 1'action sur un vecteur de CV de
la matrice carrée

Ay = W4

N Jo<ki<n-1’

2,
o (- 5)

avec N log, N multiplications au lieu de N? pourvu que N = 2™, La transformée
de Fourier discréte d’ordre N est la multiplication par Ay ; si N = 2™ on parle de
transformée de Fourier rapide (FFT).

On remarquera (c’est un exercice immédiat *') que si

Ug U Vo Vo
An. : = : An. : = : ;
UN-1 UN-1 UN-1 UN-1
alors
Wo ao X i)\o Z Q/L\O X i)\()
o A_l . 4N .
= Ay =
WN-1 UN-—1 X UN-1 UN-—1 X UN-1

Ceci montre que le calcul de u*y v se traite comme la multiplication terme a terme,
une fois que les deux suites u et v ont été transformées par Ay ; on revient ensuite
grace a la multiplication par AJ_\,1 qui, on le vérifie tout de suite, est Ay/N.

Nous venons de toucher ici (dans le cadre fini de Z/NZ) la relation entre la convo-
lution et une transformation mathématique qui sera la transformation de Fourier
(que l'on a en fait déja introduit sur L (R™, B, dz) dans la section 3.2.3 au chapitre
3) ; cette transformation s’incarne dans ce cadre fini comme 'opération de multipli-
cation par Ay, agissant sur le C-espace CV des suites (ug, ..., ux_1), espace que 1’on
peut aussi voir comme le C-espace des fonctions de Z/NZ dans C.

20. En 1965, a I'aube de ce qui allait déclencher la < révolution numérique > , par les deux
mathématiciens et ingénieurs américains J.W. Cooley et J.W. Tukey.

21. En fait, I'application du théoreme de Fubini dans le cadre fini, couplé avec la formule clef
exp(z + y) = expzx X expy dont on a vu tout l'intérét a propos des transformations de Fourier,
Laplace, Mellin, dans la section 3.2.3 du chapitre 3.
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L’étude de la transformation de Fourier sous tous ses aspects, couplée d’ailleurs
avec une étude plus spécifique des propriétés des espaces L& (Q, T, ), fera I'objet de
I'UE MHTG613 Espaces de Hilbert et Analyse de Fourier. On y retrouvera bien sur
la convolution & I’endroit ou nous la laissons ici (sur R”, sur Z", sur T", sur Z/NZ
ou (Z/NZ)").



