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EXAMEN TERMINAL
PROBABILITES

Durée 1h30

PROBLEME I
8 points

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle £(1).
Rappelons que la loi exponentielle £(u) est une loi continue de densité

f(x) = pe™ " Loz
Soient U et V les variables aléatoires réelles définies par

X+Y
U=X+Y et V= ; .

1. Le vecteur aléatoire (X,Y’) est il un vecteur aléatoire a densité? Si oui, donner sa
densité fix,v).
2. Montrer que la densité de probabilité du couple (U, V') est donnée par
u
f(U,V) (u> U) = ﬁ eXp(_u)1u>01U>l'

3. En déduire les lois marginales de U et V.

4. Les variables aléatoires U et V sont elles indépendantes ?

PROBLEME II

4 points
Soient X, Y et Z trois v.a. telles que
X 1 110
Y | ~N O], 1 21
A 0 01 1

1. Donner les lois de X, Y et Z. Sont-elles indépendantes ?
2. Le vecteur (X, Y, Z) possede-t-il une densité ?
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3. On pose
U=X, V=X+27Z-Y, W=7Z

Montrer que les variables aléatoires U, V' et W sont indépendantes et calculer leur loi.

PROBLEME III
8 points

La loi de Paréto, encore appelée loi de puissance, est utilisée pour modéliser les dépassements
d’un seuil. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Paréto P(a,6) avec a > 0 et
6> 0si X =0e¥ onY suit la loi exponentielle £(a). Si (X,,)nen+ est une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi que X, on peut estimer la valeur 6 par

0, = min X,.
1<k<n

1. Montrer que la fonction de répartition de X est donnée par

o= (1 () ) 1o

2. Vérifier que 0, suit la loi de Paréto P(na,d). (On pourra calculer la fonction de répar-
tition de 6,,.)

3. Montrer que 6,, converge presque strement vers 6.

4. Montrer également que n (Gn — 9) converge en loi vers une v.a. Z qui suit une loi

exponentielle £(A) avec A > 0 a déterminer.



