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P(X)=a+a X+ +aX",
polyndme réel de degré n fixé, "aléatoire”.
ap
a 1 A
a=| . | e R est "aléatoire".

an

Définition

Dans la suite on appellera "polynéme aléatoire" un polynéme P
de R,[X] dont les coefficients a; sont des variables aléatoires
réelles de loi gaussienne centrée réduite, indépendantes.
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Pour A ¢ R™1,

1 _Ixg?
P((ag,...,an) € A) = nﬂ/ e 2 dipr1(X)
(2r) 2 JA

) 2

ou ||.|| est la norme euclidienne sur R et A\, la mesure de
Lebesgue.
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On notera Z, le nombre moyen de zéros réels de polynémes
aléatoires réels de degré n.

Théoreme
(Kac, 1943)

1 [ 1 (n+ 1)2¢2n
= /oo \/(t2 —1)2 (22— 1)26"
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On cherche les t réels tels que

a +ayt+---+apt" =0, (1)
avec a aléatoire.
On note «(t) = % | . C’est une courbe paramétrée réguliére
t'n

dans R™1.
Léquation (1) se réécrit (a,v(t)) = 0 et signifie qu’au temps t,
~(t) est dans I'’hyperplan de vecteur normal a.
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On cherche les t réels tels que

a +ayt+---+apt" =0, (1)
avec a aléatoire.
On note «(t) = % | . C’est une courbe paramétrée réguliére
t'n

dans R™t1,

Léquation (1) se réécrit (a,y(t)) = 0 et signifie qu’au temps ¢,
~(t) est dans I'’hyperplan de vecteur normal a.

Compter les zéros d’un polynéme revient a compter le nombre
d’intersections de la courbe paramétrée ~ avec des
hyperplans !
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La formule de Crofton relie le nombre moyen d’intersection
d’'une courbe avec des hyperplans aléatoires, a sa longueur.
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Longueur de courbes

On se donne une courbe paramétrée ~ : [a, b] — R”, continue.
On se donne une subdivision o = (t/)o<ij<n de [a, b] (o vérifie
a=1 <t <---<t;=>b). Acette subdivision o est associée
une ligne polygonale P, de sommets ~(t;), et de longueur

n—1
Pl = In(tie1) = 2(6)]
i=0

Définition
On appelle longueur de ~ la quantité :

|7| = Iimsup |P0"

o subdivision

On dit que v est rectifiable si elle est de longueur finie.
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Une courbe non rectifiable :
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m—-o00

ou oy est une subdivision dont le pas (max;(t7}, — t)) tend
vers 0.



Zéros de polyndmes aléatoires
La formule de Crofton

Longueur d’'un courbe

Si v est rectifiable, on peut calculer sa longueur par

vl = _lim_ [P,

m—-o00

ou oy est une subdivision dont le pas (max;(t7}, — t)) tend
vers 0.

Proposition

Si~ est de classe C' alors elle est rectifiable et sa longueur
b
vaut [ ||+ (t)]|ot.
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A dilatation prés, il existe une unique mesure sur I'espace des
droites affines du plan, invariante par isométries : up.

Théoreme
(formule de Crofton) [, #{D N ~}dup(D) = ||
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Un probleme relié : les aiguilles de Buffon




Zéros de polyndmes aléatoires

Retour au probléme initial : généralisation de la formule de Crofton

On normalise le probléme en se ramenant sur la sphere S”



Zéros de polyndmes aléatoires

Retour au probléme initial : généralisation de la formule de Crofton

On normalise le probléme en se ramenant sur la sphere S”




Zéros de polyndmes aléatoires

Retour au probléme initial : généralisation de la formule de Crofton

Apres cette renormalisation, on considere ¥ comme une
courbe de longueur finie tracée sur la sphere : v : [ — S".



Zéros de polyndmes aléatoires

Retour au probléme initial : généralisation de la formule de Crofton

Apres cette renormalisation, on considere ¥ comme une
courbe de longueur finie tracée sur la sphere : v : [ — S".
On note Z,(a) le nombre de zéros du polynéme
Pa(X)=ao+ a1 X +...anX".



Zéros de polyndmes aléatoires

Retour au probléme initial : généralisation de la formule de Crofton

Apres cette renormalisation, on considere ¥ comme une
courbe de longueur finie tracée sur la sphere : v : [ — S".
On note Z,(a) le nombre de zéros du polynéme
Pa(X)=ao+ a1 X +...anX".

On avu que Zy(a) = ¢{t,a L v(t)} = t{r()na'}
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Retour au probléme initial : généralisation de la formule de Crofton

Résultat
Théoreme
Le nombre moyen de racines réelles d’un polynéme aléatoire
est
z,- bl
T

ou encore (formule de Kac) :

1 [T 1 (n+1)2ten
Zy=— =
z 7r/—oo \/(t2—1)2 (t2n+2_1)2dt

Asymptotiquement :

2 2 1
Zy = %Iog(n) teo+ —+ O(ﬁ)

avecc=0,625...
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racines se comporte en '°g( ) quand le degré n est grand.
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Interprétation

La proportion moyenne de racines réelles parmi 'ensemble des
racines se comporte en '°g( ) quand le degré n est grand.
Les racines réelles se rareflent quand le degré augmente.
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@ Et siles coefficients n'ont pas tous la méme variance ?
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On suppose le vecteur a gaussien centré ayant comme
covariance une matrice C définie positive.
Densité de laloide a:

1
(2r)"% \/det(C)

o2 Isan,,1(x)

ol ||x||& = xTC'x.
En posant a = Czona llall = ||allc, et on se raméne au cas
précedent.
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@ Que se passe-t-il a plusieurs variables ?
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Exemple pour deux variables, degré 3 :

yi=x"x yExx+1
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Soit P € Rp[X, Y]. On notera by le nombre de composantes
connexes du lieu d’annulation réel de ce polynéme.
Il vérifie l'inégalité :

bo <g+1

oug= % est appelé "genre" de la courbe algébrique
plane P(X,Y) = 0.
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Soit P € Rp[X, Y]. On notera by le nombre de composantes
connexes du lieu d’annulation réel de ce polynéme.
Il vérifie l'inégalité :

bo <g+1

oug= % est appelé "genre" de la courbe algébrique
plane P(X,Y) = 0.

Les courbes telles qu’il y a égalité sont appelées courbes
maximales.
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On suppose que les coefficients a;  devant X/ Y* suivent la loi

. : (n+2)! A
normale centrée de variance 5=, et sont indépendants.

Théoreme

(Gayet-Welschinger, 2010)
JA, B > 0 tels que

P(P € Rp[X, Y] a pour zéro une courbe maximale) < An®e=5"
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On suppose que les coefficients a;  devant X/ Y* suivent la loi

. : (n+2)! A
normale centrée de variance 5=, et sont indépendants.

Théoreme

(Gayet-Welschinger, 2010)
JA, B > 0 tels que

P(P € Rp[X, Y] a pour zéro une courbe maximale) < An®e=5"

Les courbes maximales se raréfient exponentiellement quand
le degré augmente.
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Merci de votre attention !
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