le 20 novembre 2012, Jean Fresnel
Sur le produit tensoriel de corps

Lemme Soient KcL deux corps commutatifs, L séparable, fini sur K, L&
une cloture algébrique de L | Y. ['ensemble des K-homomorphismes de L dans
Kalg )

1. Soient cel , MWyi={2 xi®yieL§L | 2 olx)y; =01}, p&L%L—)G(L)L
défini par p(Z x;Qy,) =2 o(x;) y; . Alors p, est un homomorphisme surjectif
de noyau WM, ; il suit de cela que M, est un idéal maximal de

L®L

LOL et que 9356{0 est isomorphe & o(L)L .

2. Soient o,0'€X., alorsona My=My , si et seulement si il existe un
L-isomorphisme u de o(L)L sur o'(L)L , tel que u(o(x))=0'(x) pour tour

xel .
3. Ona n M ={0} . Soit X' une partie de T  telle que

cEY
(M, |oeXt={My|c’eX'} et gue cardY ' =card{M,|ocel} . Alors les
homomorphismes  p, pour cel’ induisent un isomorphisme

o:L %L—> HZ’G(L)L défini par p(z)=(py(2))ges: . I suit de cela que si
oeX', il existe un idempotent es de L%L avec e,—1eM, et e;eMy pour

tout ¢'e€Y —{o}, etque { My|ocel'} est exactement l'ensemble des idéaux
maximaux de L®L.

4, Soient (eq,ey,...,e,) une base du K-espace vectoriel L , ((e] ,e3,...,e,) la
base duale relativement & la forme bilinéaive sur L xL  définie par
(x,y) »—>TrL/K(xy) .

4.1. Si on désigne par Id ['élément de 3. défini par 1d(x)=x pour tout xeL,
alorson a ejg=e]®e;+e3®ey+...+e,Re, .

4.2. Si on suppose que LIK est galoisien de groupe de Galois G , alors on a une
bijection entre G et 3 et de plus T=X' . Il suit alors que

e,=0"Hel) Qe+ Hep) ®eg+...+ 07 He)) Be, .

1l suit de cela que card{o'eX|My=M;}=[c(LIL:L] .

Démonstration

1) La partie 1. est immédiate.

2) Montrons 2.. S'il existe u:6(L)L—o'(L)L tel que u(x)=x pour tout
xeL et u(o(x))=0c'(x) pour tout xel , il suit ZL o(x;)y;=0 est

équivalent par application de u 4 2 o'(x) y;=0;1e W=, .



-

Si M,=M, , le lemme de factorisation des homomorphismes montre qu'il
existe un isomorphisme w:o(L)L - ¢'(L)L tel que py=up, et donc
u(x)=x pourtout xeL et u(o(x))=0'(x) pourtout xelL .

Comme o(L)L est séparable sur L , il suit que le nombre de
L-homomorphisme de (L)L dans L %€ est égale 3 [o(L)L:L] . Cela
montre bien que card{c'eX |My =M} =[c(LIL].

3) Montrons 3. . Soient (ej,eqg,...,e,) une base de L sur K et

Zl e;Ry;e szac . On adonc Zla(ei)yizo pour tout o€, . Sachant que la
matrice [ o(e;) 1, ; est inversible, il suit que y;=0 pour 1<i<n; ce qui
montre que ﬂz MW,={0}.

Il suit de cela que I'application p est injective. Par ailleurs, il suit de 2. que
card Y= 2>, [o(L)L] et comme card X=[L:K], il suit que

gex’
dimy, ﬁZ,o(L)L: [L:K1. Parailleurs dimLLgL: [L:K] ; ainsi pour des
raisons de dimension ['application p est surjective. On a donc

LOL~K{xKyx..xK, ol K; estun corps avec 1<i<m . On sait que les
K

maximaux de K; xK;x...xK,, sont {0} xKy;x..xK, ,K;x{0}x..xK,,,
KixKyx..x{0},donc {{,|ceX’} estexactement l'ensemble des idéaux
maximaux de L®L.

4) Montrons 4. .Sachant que (eq,e,,...,e,) estunebasede L sur K,ona
ejg=x1®e;+x3®ey+...+x,®e,. ll suic de 3. que
l=x1e;+%x9e9+...+% e, ctque 0=0(xy)e;+0(x3) eat ...+0(x,) e, pour
cxld .

Soit yeL ,onadonc y=yx;e;+yxges+...+yx,e, et
O=0o(yxq)e;+0(yxy) eg+ ... +0(yx,) e, eten additionnant, on a
y=Trr,x(yx) ey +Trpx(yxg) eg+ ...+ Trp gy x,) ey

Facilement, on a y=Trp,g(yvel) e+ Try g(ves) eg+ ...+ Tryx(velt)e, . En
conclusion Try,g(y(x; —e/) )=0 pour tout y , ce qui implique x;=¢e;

pour 1<i<n .On peut montrer 4.2. de fagon analogue.

Un exemple
K=0Q,L=0Qlw],w?=2, weR.
eId:%@) 1+%w2®w+%w®w2

eG:§® 1+ (- éw2)®w+(—%w)®w2 , pour o=ld .



