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1 Dérivées (Révision)

A - Dérivée en un point

Dans ce paragraphe f : D — R est une application d’une partie D de R vers R, et a est un point
de D tel qu’il existe un intervalle I non réduit au point @ avec a € I C D.

Définition 1.1
: - . : s _ f(@) = f(a)
On dit que f est dérivable en a si la fonction 7, définie sur D — {a} par 7,(z) = —————= admet
r—a
une limite finie en a.
Cette limite est alors notée f’(a) et appelée dérivée de f en a.

Remarque : Il est équivalent de dire que la fonction A définie sur {h | h # 0, (a + h) € D} par
Ry
h
Interprétation graphique
Soit C'la courbe représentative de f dans un repére du plan. Si f est dérivable en a alors C' admet
une tangente en a d’équation y — f(a) = f'(a)(z — a).

admet une limite finie en 0.

Propriété 1.2
f est dérivable en a si et seulement si il existe une fonction € : D telle que pour tout z € D :

fx)= f(a)+ (x —a)f'(a) + (x — a)e(z) avec lime(x) =0

r—a

Ou, de fagon équivalente, il existe une fonction e; telle que pour tout (a + h) € D :

fla+h) = f(a) + hf'(a) + hei1(h) avec }llig%)a(h) =0

Cette écriture est appelée développement limité & 'ordre 1 de f en a.

Propriété 1.3
Une fonction numérique dérivable en a est continue en a

Remarque : La réciproque de cette proposition est fausse.

Définition 1.4

1) f est dérivable a droite en a si hlim+f(a + h}z — f(a)
—0

fi(a) et appelée dérivée de f a droite en a.
h) —
2) f est dérivable a gauche en a si hlim flat l)z f(a)
—0—
notée f;(a) et appelée dérivée de f a gauche en a.
3) La fonction f est dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b[ si elle est dérivable en tout point de cet
intervalle.

3) La fonction f est dérivable sur I'intervalle fermé [a, b] si elle est dérivable sur I'intervalle ouvert
la, b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b

existe et est finie; cette limite est alors notée

existe et est finie; cette limite est alors

Exemple : © — |z| est dérivable sur | — 00, 0] et sur [0, +oo[ mais elle n’est pas dérivable sur R.



B - Opérations sur les dérivées

Propriété 1.5
1) Si f et g sont dérivables en x alors f + g est dérivable en xq et :

(f +9)(x0) = f'(x0) + g'z0)-
2) Si f et g sont dérivables en z( alors fg est dérivable en g et :

(f9) (x0) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g' (x0).

3) Si f est dérivable en xg et f(xg) # 0 alors — est dérivable en xq et :

(1)’ (29) = — f'(xo)if
f f*(x0)

4) Si f et g sont dérivables en xq et g(zg) # 0 alors i est dérivable en xg et
g

Y _ f(@o)g(xo) — f(x0)g' (x0)
(7) = '

2
9%(x0)
5) Si f est dérivable en xq et g est dérivable en yy = f(z¢) alors g o f est dérivable en z( et

(gof) (z0) = g'(f(z0)) [ (w0).

Théoréme 1.6

Soient I un intervalle de R, zg € [ et f : I — R une application continue, strictement monotone,
dérivable en zg et telle que f’(xg) # 0. Alors Papplication réciproque de f, f~' : f(I) — R est
dérivable en f(xg) et

/ 1
Y (f(zo)) =
) ol = s
C - Dérivées des fonctions usuelles
Fonctions Dérivées Intervalles
" ner* na ! R sin > 0;R* sinon
¢ aeR" az®! 10, 4+o00]
e’ e’ R
1
In || — 10, 4+-o00]
T
CcoS T —sinz R
sinx cos T R
9 1 T
tan x 1 +tan” = — R\{——I—?TZ}
0S* T 2
cosh x sinh z R
sinh x cosh x R
1
tanh x 1 — tanh?® = 5 R
cosh” x
Arcsinx L | —1,1]
V 1 —1 132 ’
Arccos x e —-1,1
V 11— 2 ] [
Arctan R
1 +1 2
Arcsinh z _— R
1 ik 22
Arccosh z — ]1, 400
:1321— 1
Arctanh —1,1
rctanh x T2 | —1,1]




D - Dérivées successives

Définition 1.7
Soit f: D — R une application.

Si f est dérivable sur D on appelle fonction dérivée (d’ordre 1) de f sur D l'application, notée f’,
définie sur D par

f':D—-R
v ()
2) Pour n € N, on définit par récurrence la dérivée d’ordre n + 1 de f sur D, que I'on note f("+1),
/

comme la dérivée, si elle existe, de f™ sur D : f+D = (f(")> . Par convention f© = f.

3) Si f admet une dérivée d’ordre n continue sur D, ont dit que f est de classe C " sur D. Si f

admet une dérivée a tous les ordres sur D on dit que f est de classe C *° sur D. On écrit f € C"(D)
(respectivement f € C*°(D) ).

Remarque : f est de classe CU signifie que f est continue , f est de classe C! signifie que f est
dérivable et f’ est continue.
f:a— xcosz est de classe C™ sur R, f: x — x|z| est de classe C'! sur R

Propriété 1.8
Régle de Leibniz

Si f et g sont deux fonctions définies sur un voisinage du réel gy qui admettent une dérivée d’ordre
n en xg, alors la fonction f x g admet une dérivée d’ordre n en xg et

(F9)™ (20) =3 <Z>f(k)(wo)g("_'“) (o)

k=0



E - Exercices

Calcul de dérivée
1. Soient n,p deux entiers. Calculer la dérivée de f(z) = sin” x . cosP x
2. Calculer la dérivée de 2 — f(z) = V7.
3. En appliquant le théoréme sur la dérivée de la fonction réciproque, montrer que pour tout réel
x, Argsh’(z) = —.
Argh (@) = =
Calculer la dérivée de f(x) = In(z + v/ 22 + 1). Que peut-on en conclure.
Calcul de dérivées successives
1. Soit n > 1 un entier. Déterminer la dérivée d’ordre k de f : z — ™.

2. Déterminer la dérivée d’ordre n de f: z — e**

1
3. Déterminer la dérivée d’ordre n de f : x — 1 etde f:ox —
x

11—z
4. Déterminer la dérivée d’ordre n de f: z — In(1 + ).

T
5. Montrer que la dérivée d’ordre n de z — sinx est x — sin(z + nE)

Formule de Leibniz
3de f:x— z3sinz.

2de f:ax— (2® +1)e*.

1. Calculer la dérivée d’ordre n >
2. Calculer la dérivée d’ordre n >

3. On note P un polynome. Calculer (P(a:)ezx)(4).



2 Extremum - Accroissements finis - Formules de taylor

La notation [a,b] sous-entend a < b.
Dans les exemples de ce chapitre nous considérerons f : x v+ In(14x) qui appartient & C*(]—1, +00|).

A - Révision : Fonctions continues sur un intervalle

Théoréme 2.1
Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et z1, 2o deux éléments de I. Alors pour tout
réel y compris entre f(z1) et f(x2) il existe un réel xg compris entre x1 et zo tel que f(zg) = y.

Corollaire :
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme 2.2
Image d’un segment

L’image d’un intervalle fermé borné de R (segment) par une application continue est un intervalle
fermé borné.

Corollaire :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]. Alors il existe deux réels m, M tels que f([a,b]) =

[m, M].

Théoréme 2.3
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction strictement monotone sur l'intervalle 1.

1) f réalise une bijection de I sur J = f(I) et sa bijection réciproque, f~t:J — I ale méme sens
de monotonie que celui de f. Dans un repére orthonormé du plan, les représentations graphiques de f
et f ~1 sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice.

2) Si de plus f est continue sur I alors J est un intervalle dont les bornes sont les limites de f aux
bornes de I et f~1 est continue sur J.

B - Le théoréme des accroissements finis

Théoréme 2.4
Théoréme de Fermat Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle ouvert 1.
Si f admet en tg € I un extremum relatif alors f/(ty) = 0.

Théoréme 2.5

Théoréme de Rolle Soit f une application continue de l'intervalle [a,b] dans R et dérivable sur
Iintervalle ouvert Ja,b[. Si f(a) = f(b) alors il existe un réel ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0 et f présente
un extremum en c.

Remarque : en général ¢ n’est pas unique.

Théoréme 2.6
Théoréme des accroissements finis Soit f une application continue de Uintervalle [a, b] dans R et

dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, b[. Il existe un réel ¢ €]a, b] tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).



Remarque : Dans la pratique on l'utilise souvent sous la forme :
Soit f une application continue de l'intervalle [a, b] dans R et dérivable sur I'intervalle ouvert ]a, b|.
Soit xg € [a,b]. Quel que soit x € [a,b], il existe un réel ¢, strictement compris entre x et xg, tel que

f(@) = fzo) = (x — 20) f'(cz).

Exemple : Soit 2o = 0. Quel que soit = €] — 1, +o0[ il existe ¢, strictement compris entre z et 0 tel

que : In(l+2)=In(1+0)+=x

14cp

Corollaire : Inégalités des accroissements finis
Soit f une application continue de I'intervalle [a,b] dans R, dérivable sur I'intervalle ouvert ]a,b]
et dont la dérivée est bornée. Si M est un réel tel que pour tout x € I on a |f'(z)] < M, alors

£ (b) = f(b)] < M|(b—a).

C - Caractérisation des fonctions constantes, monotones et stricte-
ment monotones.

Théoréme 2.7
Soit I un intervalle de R, J le plus grand intervalle ouvert contenu dans I et une application f: [ — R
continue sur I et dérivable sur J.

a) f est croissante (resp. strictement croissante) sur I si et seulement si sa dérivée est positive sur
J (resp. positive et les zéros de la dérivée sont isolés).

b) f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I si et seulement si sa dérivée est négative
sur J (resp. négative et les zéros de la dérivée sont isolés).

c) f est constante sur I si et seulement si sa dérivée est nulle sur J.

D - Les formules de Taylor

Théoréme 2.8
La formule de Taylor-Lagrange.

Soient n > 1 un entier, f une fonction de classe C" sur I et a,b deux points de I. Alors il existe
un réel ¢ strictement compris entre a et b tel que :

(b—a)?
2l

—a n—1
FO(a) 4.+ %f(n—l)(a) N

(b—a)"

n!

F(b) = fa) + (b—a)f'(a) + f™) (21

Remarque : Lorsque n = 1 on retrouve la formule des accroissements finis.

Exemple : Taylor-Lagrange a l'ordre 2 avec a = 0. Quel que soit b €] — 1, 400] il existe ¢ strictement

compris entre b et 0 tel que :
1 v -1 b2 vov 2

In(1+b6)=In(14+0)+b — — -

n(140) =In{+0) + b5+ 5o P s T ) > T3t o)y

0

Corollaire : Inégalité de Taylor
Si |£™)(t)| < M pour tout réel ¢ compris entre a et b alors

(b—a)?
2l

—a n—1
FOTS— %fm—l)(a)) ‘ <M

b—al"

n!

‘f(b) - (t@+ o=@+



Autres formulations de la formule de Taylor-Lagrange.

Corollaire :
En posant b = a + h alors il existe un réel § €]0,1[ tel que ¢ = a + 6h et la formule de Taylor
Lagrange (2.1) s’écrit :
hn—l
(n—1)!

2 n
fla+h) = f(a)+hf'(a) + % FPa) 4+ £ (a) + % F™(a+0n)  (2.3)

Remarque : Le réel 6 dépend de h et de n

Corollaire :
En posant a = 0 et b = z, on obtient la formule de Mac-Laurin :

xn—l

(n—1)!

x? x"
f@) = £0) +2f'(0) + S fP 0+ + FOD0) + — £ (6) (24)

ou 6 €]0,1].

Théoréme 2.9
La formule de Taylor-Lagrange avec le reste sous la forme d’une intégrale.

Soient n > 1 un entier, f une fonction de classe C" sur I et a,b deux points de I. Alors :

(b—a)
2l

10 = 1@+ G- @+ 5P 0@ 4y EZ DT ooy OO o ar 25)

(n—1)! (n—1)!

b
Remarque : Pour n = 1 on retrouve le "théoréme fondamental de 'analyse" : f(b) = f(a)+ / 1'(t) dt.
Remarque : La formule (2.5) peut aussi s’écrire : ‘

(b—a)’

a —a n—1
1) = f(@) + b - a)f (@) + D (@) + o+ %ﬂn_n@
(b— a)” 1 (2.6)

Exemple : Taylor-Lagrange avec reste intégral a 'ordre 2 avec a = 0. Quel que soit b €] — 1, 400 il
existe ¢ strictement compris entre b et 0 tel que :

v bb-t)?2 2
1n(1+b)_b—§+/0 ol (1+t)3dt.

E - La formule de Taylor-Young.

Théoréme 2.10
Soient a un réel et f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a et qui admet une dérivée
d’ordre n en a alors

hn—l
(n—1)!

2 n
fla+h)= f(a)+hf'(a) + %f@(a) ot 7V (a) + h—, F™(a) + h"e(h)

: n! (2.7)
ol }llin%)e(h) =0.

Remarque : Pour n = 1, (2.7) traduit le fait que f est dérivable en a.

Exemple : Taylor-Young a I'ordre 2 avec a = 0. Il existe une fonction ¢ telle que :
2

In(1+4h) =h— % + h%e(h), avec lim e(h) = 0.

h—0



F - Exercices

F-1 Extremum d’une fonction

Soit f définie sur [0, 27] par f(x) = x — 2sin(x). Déterminer les extremum de f sur [0, 27].

La vitesse d'une navette spatiale a été modélisée de son décollage, a 'instant ¢t = 0, au largage des
fusées, a l'instant ¢ = 126 par la fonction

o(t) = 0.001302> — 0.09029¢% + 23.61¢ — 3.083

(en pieds par seconde). Déterminer les valeurs maximales et minimales de 1'accélaration entre le décol-
lage et le largage des fusées.

[6]

On tire un objet de poids P sur un plan horizontal & 'aide d’une corde a laquelle est appliquée une
force. Si 6 désigne I'angle que fait la corde avec le plan, alors, & la limite de glissement, I'intensité de

la force est donnée par
uP

- usin @ + cos 6

ol 4 est une constante positive appelée cefficient de friction et o 0 < 6 < 7/2. Démontrer que F' est
minimale lorsque tan = u.

F -2 Théoréme des accroissements finis

Le compteur d'une voiture indique a 14h, 30 km/h. Dix minutes plus tard il indique 50 km/h.
Démontrer qu’a un certain moment entre ces deux mesures I'accélération est exactement de 120 km/h?.

Montrer que pour tout réel z > —1 : In(1+z) <z

[9]

Montrer que pour tout réel x : e* > 1+

Montrer que pour tout réel x > 0 : sin(z) < z

Montrer que pour tout réel z > 0 :

1 1 1
<KIn|1l4+—-) < -
r+1 T T

Encadrer v/ 105 a l'aide du théoréme des accroissements finis.

10



F -3 Formules de Taylor

Montrer que pour tout réel x :
2

|cos:n—1|<§ ,

1. Ecrire la formule de Taylor au point 0 et & 'ordre 9 pour la fonction sinus.
3 5 7

. x> oz’

2. Soit P(:E):x—g—l—a—ﬁ.
s 2’
Montrer que sil'on a 0 < = < 5 alors P(z) <sinz < P(x) + o

3. Trouver un nombre a > 0 tel que |sinz — P(z)| < 107° pour tout réel = € [0, a].

4. Soit § un angle dans [0,5°]. Quelle est 'erreur maximale commise quand on dit : sin@ ~ 67

Soit un réel z € [0,1]. Estimer I'erreur de 1'approximation de v/1 + x par : 1 + g

1. Approximer la fonction 23 par un polynéme de Taylor de degré 2 en a = 8.
2. Quelle est la précision de cette approximation lorsque 7 < x < 9

Ecrire P(z) = 1+ 3z + 52° — 22 sous la forme d’une somme de puissances de (z + 1).

Etablir les inégalitées suivantes :
2 3 2 3
x x x x
1. V220, 2— —+4+ —= <In(1 <r——+ —.
x x 2+3(1—|—x)3 n(l+z) <z 2+3
2 "

2. Vx>0, VneN*, ew>1+x+%+...+_'.
n!

Déterminer un polyndéme P de R[X] de degré n > 0 tel que :
P(2)=P(2)=---=P"(2) =5

Montrer que ce polynéme n’a pas de racine dans [2, +00].

n

1
1. Soit u, = Z(—l)kﬂz. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction

k=1
x — In(1 + x), montrer que u,, converge vers In 2.

k

n
x
2. Soit z € R. Déterminer la limite de la suite v,, = Z o

k=0

11
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3 Développements limités

A - Notion de développement limité

Définition 3.1
Soient n > 0 un entier, I un intervalle ouvert, o € I et f une fonction définie sur I . On dit que f
admet un développement limité a ’ordre n en xg si il existe des réels ag, aq, ... a, tels que

f(xo +h) = ag + arh + agh® + - + a,h™ + h"e(h) avec lime(h) =0 (3.1)

—0
Remarques :
n
1. Le polynome P(h) = Z arh® gappelle la partie réguliere du développement limité.

k=0

2. On dit que la fonction h — h"e(h) est négligeable devant h™ et on écrit parfois a la place de
h"e(h), o(h™) (lire : petit o de h"™).

3. Lorsque g = 0 et h = x le développement limité a 'ordre n en 0 de f s’écrit

f(z) = ag + a1 + asx® + - - + apz" + 2" (x) avec lin%) e(x)=0 (3.2)
Tr—

4. Si f admet une dérivée d’ordre n en xg la formule de Taylor Young :

hn—l
(n—1)!

2 n
Flao +B) = f(zo) + hf(m0) + o f P eo) o e FO D ) + 0 ) + ()

! n! (3.3)
ou }llin%)z—:(h) = 0.

F®) (o)
k!

fournit le développement limité de f en zg. On a ap = pour k=0,...,n.

on obtient :

Exemple : En appliquant la formule de Taylor Young en xo =04 f: =+ 1

1
H—w:1—x+w2—x3+---+(—1)"w"+w"a(w):1—w+x2—w3+'~'+(—1)"x"+o(w")

B - Propriétés

Théoréme 3.2
Si la fonction f posséde un développement limité a 'ordre n au point zq, ce développement est unique.

Corollaire : Si la fonction f admet un développement limité a 'ordre n en 0

f(z) = Z apz® + 2" (x) (3.4)
k=0

n
alors sa partie réguliere P(x) = Zakmk est un polynome pair (impair) si f est une fonction paire
k=0
(respectivement impaire).

13



Propriété 3.3
Soient I un intervalle ouvert, xg € I et f une fonction définie sur /1.

1. La fonction f est continue en xg si et seulement si elle posséde un développement limité a 'ordre
0 en ce point. Dans ce cas le développement limité est

flxzo+h) = f(zo) +(h) avec lime(h) =0 (3.5)

—0
Application : Prolongement par continuité d’une application non définie en xg. Voir Exercice 35.

2. La fonction f est dérivable en xg si et seulement si elle posséde un développement limité & 1’ordre
1 en ce point. Dans ce cas le développement limité est

f(xzo+h) = f(x0) + hf'(z0) + he(h) avec lime(h) =0 (3.6)

—0

Théoréme 3.4
Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue sur I et F' une primitive de f sur I. Si f
admet au point zg le développement limité

f(xo +h) = ag + arh + agh® + - + a,h™ + he(h) avec fllirrb e(h) =0 (3.7)

alors F' admet au point zg le développement limité

2 hn-l—l
— 4. n+l i —
F(xzo+ h) = F(xz9) + agh + a1 5 + —I—ann+1 + h"" ey (h) avec }lllg%)sl(h) 0 (3.8)
Exemple : f: x+— 1 est continue sur I =] — 1,1 et F': z + In(1 + x) est une primitive de f

sur I. On déduit du développement limité de f en 0 & 'ordre n celui de F en 0 & Pordre n+ 1 :

nt1 2 B Lt
1 +o(a") = 2 — 4+ =+ (=1)"——+o(z")

z© x n
In(14+2z) =In(1+0)+2——+—5+---+(-1) 53 T

2 3

Théoréme 3.5
Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C" sur I. Si f admet au point xg le
développement limité

f(zo +h) = ag + arh + ash® + - - + a,h" + h"e(h) avec fllin% e(h) =0 (3.9)

alors f’ admet au point xq le développement limité

f'(xo 4+ h) = a1 + 2ash + 3azh® + - - - + na,h" ' + K" ey (h) avec }llin%)el(h) =0 (3.10)

Exemple : f: z+— T est de classe C™ sur I =] — 1, 1[. On déduit du développement limité de f
x
en 0 & 'ordre n celui de f en 0 & I'ordre n — 1 :
1
f(z) = P = —1+4+2¢—32% + - 4 (=1)"nz"" 4 o(z" 1)
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C - Développements limités des fonctions usuelles en 0.

ex:1+%+z—?+"'+%+o(x")
Ch($):1+:;—!2+j—?+...+%+o($2n)
sh(a:):x+§_?+...+%+o(x(2n+1))

cos(z) =1 — ;—T + Z_? +o 4 (_1)71(323:;! + o2

sin(z) =z — g_? o (=) (2::127:1)! + oz D)y
(1+1’3)a=1+a$+a(a_1):132+---+a(a_l)"'(a_n+l)m"+o(x")

2! n!

1
T—= =l4+a+a?+ - +a"+o(a")

— X
LI l—z+2*—2>+ .+ (=1)"2" + o(z")
142

2 n
In(1 —z) :—$—%—---—%+o(x”)
z? 28 pz”
In(1+2) :x—7+?+---+(—1)"‘ ;—i—o(z")
D - Opérations sur les développements limités

Soient f, g deux fonctions qui admettent en 0 les développements limités & I'ordre n suivants
f(z) =ap+ a1z + asz® + -+ + apa™ + o(z™)
g(x) = by + bz + bex® + -+ + by + o(a™)

On note P(z) = ap + a1z + asx® + -+ apa™ et Q(x) = by + brx + box? + -+ 4 bpa”

e f+ g admet en 0 un développement limité a 1’ordre n donné par :

(f +9)(x) = f(2) + g(x) = P(z) + Q) + o(z")

e fg admet en 0 un développement limité & I’ordre n donné par :

(f-9)(x) = f(x).g(x) = R(x) + o(z")

ou R(z) s’obtient en développant le produit des polynoémes P(z).Q(x) et en ne gardant que les termes
de degré inférieur ou égaux a n.

e Si by # 0 alors i admet en 0 un développement limité a 'ordre n que 1’'on obtient en effectuant

la division suivant les puissances croissantes de x jusqu’a 'ordre n de ag 4+ a1z + agz® + - - - + anz™ par
bo + b1z + box? + - -+ + bpa™.

e Si by =0 alors f o g admet en 0 un développement limité a P'ordre n. On a :
(f 0 9)(@) = ap + a1 [Q(2)] + a2[Q*(2)] + -+ + an[Q" (x)] + 0(a")

ot [QF(z)] désigne le polynome obtenu en développant le produit Q*(z) et en ne gardant que les termes
de degré inférieur ou égaux a n.
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Exemple : Développements limités en 0 & U'ordre 5 :

T 332 333 1'4 1'5

fl@)=e" =145+ 57+ 5+ 5 + 57 + o)
3 5
o x T 5
g(a:)—smaz—:n—¥+a+o(x)
2 3 4 .5 3 5
x x x x x
OnnoteP()—1+1'+—+§+—+§etQ() _g_FE
72 4 25
o c” +Slnm—1+2m+—+z+2§+o( )
. _133332 x>zt ad 2P 5
ec SInxr = +1+——|—§—|———|—§ §—|—§ +O(.Z')
B 3 2P x3 x? 3 x3 x? 5
= :E—g-FE + T gy +or T gy +§[$]+E[$]+o(x)
1
= x+x2+§x3—%x5+o(a:5)
e(exposin)z = 507
3 .5
x
_ x¥+5!+o(x)
[ 2 2P 1 Il Pl
= 1+_(£ ?+y:|+§|:x—§+y +§[x—§+§]
1 2 2] 1 23 2°]° 5
+E $—3'+§ +§ _g‘i‘a +O(.Z')
[ T 1 1 1 1 1 1
= 1 _ 37 212 1.4 S D T L or.4 Bl P 5
+ | 63:—1—5!]—#2[96 3% +6x 5% +24[]+120[}+0(x)
-1 1 1
= 1—|—l’+§$2—§$4—1—53}5+0($5)
Exemple : Obtention du développement limité a 'ordre 5 de tan x par division suivant les puissances
5 2 4
croissantes de x jusqu’a 'ordre 5 de x — a7 Eparl g—k%—FO
a:3+x5 1 a:2+a:4
"6 T 2 "9
x3+x5_ +x3+2a:5
- |lz—=4+=| |2+ =+ —
2 24 3 15
- 333 l’5
- 3 30
oz
3 6
. 2z°
B 15
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E - Exercices

E -1 Calcul de développements limités

a. Ecrire le développement limité de v/1 4+ x & 'ordre 3 au point 0

b. Ecrire le développement limité de In(z) au a 'ordre 3 au point 1 puis au point 5.

Ecrire le développement limité de exp(x — 1) a Pordre 3 au point 0. En déduire le développement
limité de exp(z) a ordre 3 au point -1.

Ecrire le dévelopement limité de 4 l'ordre 3 au point 0. En déduire le développement

1
1+ (z/2)

limité de 1/z a Pordre 3 au point 2.

Ecrire le dévelopement limité de In(1 + (z/e)) a 'ordre 2 au point 0. En déduire le développement
limité de Inz & 'ordre 2 au point e.

Pour tout réel = on pose f(x) = In (x + Va2 + 1). Calculer f’(z). En déduire le développement

limité de la fonction f a l'ordre 5 au point 0.

0 St x>0
Soit f: R — R définie par f(x) = {

e 1/ St z >0

Pn(ZL') e—l/m.

a. Montrer par récurrence qu'il existe un polynéme P, (z) tel que pour z > 0, f(") (x) = o
x

b. Calculer 111})1+ f(")(x). En déduire que f est de classe C°° sur R et que pour tout n, f(")(()) =0.

c. Ecrire la formule de Mac-Laurin de f & ’ordre n en 0. Que peut-on dire du développement limité

de fen07?

Déterminer le développement limité en xy a ’ordre n des fonctions :

x— e’ (rg=1); x — cos(z) (xg=m/4).

Montrer que la partie réguliére d’un développement limité en 0 d’'une fonction paire ne contient
que des termes de degré pair.
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Ecrire le développement limité en 0 & U'ordre indiqué entre parenthéses des fonctions suivantes :

x — e" 4 cosz (4); x — (2z + 1)sh(z) (6); x— eIn(l+2z) (3);

. In(l —z) 1

T x

(5);

1—=x

x — In(cos(z)) (4); z — ST (4); x — /cosx (4)
1
xr — s (n); xr — arctan(z) (n); x — In(—2z* + z +6) (6)

Déterminer le développement asymptotique en 0 & Uordre 3 de :

fi(z) = ! ; fa(z) = %

1
Déterminer le développement limité en 400 jusqu’au terme en — de :

3
3+ 2 2 — 222 + 22+ 2
filz) = V1422 fa(z) = ; f3(z) =
r—1 r—1
E -2 Applications
Calculer les limites suivantes :
2 - o _xz
1. lim — % ; 2. lim (z—2°In(1+1/z)); 3. lim VEBTTE :
a—0 2z — sinx z—+00 a—0  (sinx)?
2(ch -2 o 1 1
4. lim (ch 2) cos @ ;5. lim( .e - —-=-).
z—0 x4 z—0'sin’z 2?2 =«

Soit f la fonction définie par f(x) = In(z? + 2z + 2).

Etudier la fonction f au voisinage de 0 en précisant bien la tangente a la courbe en ce point, ainsi
que la position de la courbe par rapport a cette tangente.

1

Soit f la fonction définie par f(x) = v

1. Montrer que 'on peut prolonger f en 0 par continuité.

2. Montrer que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0 et préciser
la position de la courbe par rapport a cette tangente.

Soit f la fonction définie par f(x) = Inzx.

Montrer que la courbe de f admet au point d’abscisse 1 une tangente que ’on déterminera. Préciser
la position de la courbe par rapport a cette tangente.
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Etudier les branches infinies des courbes d’équation :

y=a+Va?—1;  y=-——r; y=e/"Va(z+2);

14 el/z

DS 2007

On se propose de trouver un développement asymptotique a deux termes en 07 de

1
(tan (x))2sin (x) "

fz) =

1. Trouver la limite de f(x) et de 3 f(x) en OV.
2. Trouver le développement limité de 2 f (z) alordre 2 en 0.
3. En déduire le développement asymptotique & deux termes de f(x) en 0.

E -3 Exercices avec des équations différentielles

DS 2007

On se propose de trouver le développement limité & ’ordre 9 en 0 de la fonction dérivable tangente
hyperbolique tanh(z) exclusivement par la méthode de 1’équation différentielle.

1. Montrer que tanh vérifie I’équation différentielle

y=1-y".
2. Donner les raisons pour lesquelles tanh admet un développement limité de la forme
tanh(z) = x + az® + ba® 4+ e’ + da® + 2% (x)

ol a, b ¢ et d sont des constantes réelles et €1 est une fonction nulle et continue en 0.
3. Donner les raisons pour lesquelles (tanh)’ admet un développement limité de la forme

tanh’(z) = 1 4 3az® + 5bz? + Tca® + 9da® 4 25 (x)

ou €9 est une fonction nulle et continue en 0.
4. Trouver le développement limité & 'ordre 9 en 0 de tanh(x).

On considére la fonction f: R — R donnée par

~ Argshz
VIta?

1. Montrer que f satisfait ’équation différentielle

f(z)

(2 +1) ¢/ (2) + 2y(z) = 1.

2. En déduire le développement limité a l'ordre 7 de f en 0.
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4 Fonctions vectorielles

A - L’espace vectoriel normé R"

A -1 Espace vectoriel

Soit n > 2, on note R" 'ensemble R x R x ... R ( n facteurs).

On définit sur R™ deux lois : une addition et une multiplication par un scalaire.
e L’addition :

Pour (z1,z9,...,2,) € R" et (y1,vy2,...,yn) € R"™ on pose

(x17x27---7$n)+(y17y27~~7yn) - ($1+y17$2+y27---7wn+yn)

On vérifie que cette addition est commutative et associative, admet 1’élément neutre

0= (0,0,...,0) et que chaque élément (x1,xs,...,z,) admet un opposé (—x1, —g, ..., —In).
e La multiplication par un scalaire :
Pour A € R et (x1,x9,...,2,) € R" on pose

AMzy, o, .. xn) = (Ax1, Axa, ..., Axy,)

On note aussi A(z1,zg,...,2,), A(T1,22,...,Tp).
On vérifie que si A, p sont des réels et @, ¢ des éléments de R™, alors
a) AU+ ) = \d+ AU
b) (A4 p)t = M + pi

e R” muni de ces deux lois s’appelle un espace vectoriel sur R. Les ¢léments de R" s’appellent des
vecteurs et ceux de R des scalaires.

A -2 Bases

Définition : Soient n vecteurs €1, €3,..., €, de R". (€1, €3, - , €;,) est une base de R" si, et seulement
n

si, tout vecteur 7 € R"™ peut s’écrire de facon unique sous la forme @ = E u;€;. Les xz; sont des réels.
i=1

Dans R?, on a de facon équivalente : Soient @ = (a,b), ¥ = (¢,d) deux vecteurs de R?. (&, 7) est
une base de R? si, et seulement si, det(u,v) = 2 ; ‘: ad —bc # 0
A -3 Norme, Produit scalaire, Produit vectoriel
Quelques rappels de définitions :
e Pour 4 = (z1,...,2,) € R" on pose
I3l = /a3 +af + -+
L’application @ — ||i|| s’appelle la norme euclidienne sur R".
e Pour @ = (z1,...,7,) € R" et ¥ = (2],...,2))) € R" le produit scalaire usuel sur R" est défini

par :

n
- = / / /
u.U = g T1T] + XoTy + - + XpT,
1
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Il vérifie : ||u|| = va.a
e le produit vectoriel des vecteurs @ et v de R? est défini par le vecteur :

—

TAT =y —2y) 0 + (22 —22) G + (2 —y2) k.
A -4 Plan et repére

Un repére du plan est la donnée d’un point O (origine), et d’une base (;, j) de R?. Etant donné un

point M quelconque du plan, on appelle coordonnées de M dans le repére (O,E, ;), les coordonnées

—

du vecteur OM dans la base <;,])

Un élément (z,y) de R? peut donc étre vu, soit comme les coordonnées d'un point du plan, soit
comme les coordonnées d’un vecteur de R?.
B - Fonctions vectorielles

Définition 4.1
On appelle fonction vectorielle d’une variable réelle une application F' d’une partie I de R dans R"

F:I—R"
t— (fl(t)v f2(t)7 s 7fn(t))
Les fonctions numériques fi, fa, ..., fn définies sur I C R, s’appellent les fonctions coordonnées de

F' dans la base canonique de R".

Remarque : Dans les exercices I sera un intervalle non réduit & un point ou une réunion finie d’in-
tervalles non réduits & un point et n = 2 ou n = 3.

On peut aussi définir les fonctions coordonnées de F dans une autre base de R" que la base
canonique.

Exemple: F: R — R? Onaalors fi: R —R et fo: R — R
t — (e, sint) t — e t —sint
F peut s’interpréter comme une fonction qui associe a tout temps ¢ un point M; du plan d’abscisse
e! et d’ordonnée sint.
F peut aussi s'interpréter comme une fonction qui représente au cours du temps les variations du

vent 4 Bordeaux.

B-1 Définitions

On peut définir les notions de limite, continuité et dérivabilité comme cela a peut-étre été fait au
semestre 1 pour les fonctions de R dans R.

Définition 4.2
Soient tg € R et F': I — R"™ une fonction vectorielle définie sur un voisinage de t( sauf, peut-étre, en
to et L € R™.

On dit que F' a pour limite L en ¢y et on écrit tlin? ﬁ(t) =1L, si
—tlo

Ve>0,dn>0:Vtel <|t—t0|<n:>\|ﬁ(t)—fll<€>

Définition 4.3
Soient tg € R et F': I — R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de ¢ty On dit que F est
continue en tg si tlin? F(t) = F(to).

—to

Autrement dit F est continue en to si

ve >0, In>0:vt e (|t —tol <= [IF(t) - Fto)] < <)
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Définition 4.4
Soient tg € R et F': I — R"™ une fonction vectorielle définie sur un voisinage de ty et L € R™. On dit
que F' est dérivable en tg, de dérivée L si

—

Fo) )
B - F) -
t—to t—to

Le vecteur L se note F/(tg).

Définition 4.5
Soit F': I — R™ une fonction vectorielle. On dit que F est dérivable sur I si F' admet une dérivée en
tout point de ¢y € I. La fonction F' : t — F'(t) s’appelle la fonction dérivée de F'.

B - 2 Définitions équivalentes

Théoréme 4.6
Soient tg € R et F': I — R" une fonction vectorielle définie sur un voisinage de t( sauf, peut-étre, en

to. On note f1, fo, ..., fn les fonctions coordonnées de F dans une base de R” et L € R” de coordonnées
(l1,...,1,) dans cette base.
Alors tlint1 F(t) = L si et seulement si tlint1 fi(t)=1l;pouri=1,...,n.
—lo —lo

Théoréme 4.7

Soient F' : I —> R” une fonction vectorielle définie sur un voisinage de tg et fi1, fo, ..., fn les fonctions
coordonnées de F. La fonction vectorielle F' est continue en to si et seulement si chacune de ses fonctions
coordonnées est continue en tg.

Théoréme 4.8
Soient F': I — R"™ une fonction vectorielle définie sur un voisinage de g et f1, fo, ..., fn les fonctions
coordonnées de F'. La fonction vectorielle F' est dérivable en ty si et seulement si chacune de ses

fonctions coordonnées est dérivable en tg.
Si F est dérivable en tq alors, F'(to) = (fi(to),- ., f1(to)).

Exemple : fi et fy sont dérivables sur R, donc F' est dérivable sur R, et on a :
vVt €R, F'(t) = (e',cost)

Théoréme 4.9
Soient F : I — R" et G : I — R" deux fonctions vectorielles dérivables et A € R un scalaire.

— F + G est dérivable et <F—|— C_j>/ =F +G
— AF est dérivable et ()\ ﬁ)l = \F'

— F.G est dérivable et <ﬁ é), —F.G+F.G
— F AG est dérivable et <FA@>/ = F'AG+

Théoréme 4.10
Soient F': I — R™ et ¢ : I — R deux fonctions dérivables.

_ N/ . _
@ I est dérivable et (cp F> =0 F+¢pF

C - La formule de Taylor-Young.

Définition 4.11

Soit F': I — R" une fonction vectorielle dérivable sur I. Si la fonction vectorielle F” est dérivable
sa dérivée se note F ou encore FPet on I'appelle la dérivée seconde de F.Si F admet une dérivée
d’ordre n, F™ | qui est dérivable on note sa dérivée F™t1

Si F = (f1,...,fn) admet une dérivée d’ordre n, alors F(™ = (fl("), )

F est de classe C™ sur I si elle admet une dérivée d’ordre n sur I et que celle-ci est continue sur I.
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Théoréme 4.12
Soient a un réel et F': I — R™ une fonction vectorielle définie sur un intervalle ouvert I contenant a
et qui admet une dérivée d’ordre n en a alors

N = o h? - n—1 N
F(a+h)=F(a) + hF'(a) + gF(z)(a) 4+t (:_ 1)lF(”_l)(a) + FF(TL) (a) + h"&(h)

Exemple : f1 et fy sont de classe C*° sur R, donc Fe C*(R), et on a :
Vn €N, vt € R, mez(ﬂm@+%%
D’otu la formule de Taylor-Young a ’ordre 2 en O :

F(h) = F(0) Hmm)+5fwm)+#am(mnmam:a

1 +h2
1 2!

1

2 =
0 +h*g(h)

On obtient la méme formule en utilisant les développements limités en 0 & 'ordre 2 de f et fs.
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D - Exercices

Le plan vectoriel R? est muni de la base canonique (

L’espace vectoriel R? est muni de la base canonique (

Dans R? on considére les vecteurs i = (1,2) , ¥ = (2,3).

1. Montrer que (i, ) est une base de R%,

2. Dessiner un exemple de point M tel que, dans le repére (O, d, V), son abscisse soit positive, et
son ordonnée négative.

3. On note A le point de coordonnées (3,—1) dans le repére (O,z?7 ;) Dessiner un exemple de
point M tel que, dans le repére (A, i, ¥), son abscisse et son ordonnée soient positives.

Soient F' et G deux fonctions vectorielles de R dans R® définies par

—

— — — - — — —
F(t) =costi +sintj +tk , G(t) =costi —sintj —2tk

AG.

Sl

Déterminer F + G, 3F, F.G, |F+G|,

|
Soit F : t — (cost, SlTnt,te%).
1. Montrer que F admet une limite en 0.
2. Montrer que F est dérivable sur R* et calculer F.

3. Exprimer les coordonnées de F' dans la base (= (1,1,0),7 = (0,1,1),@ = (1,0,1)) de R>.

Déterminer la limite de la fonction vectorielle
ﬁ(t) _ cost7 Sint7 ﬂ
sht’ sht sht
lorsque t tend vers +oc0.

Soient #y un réel et F une fonction vectorielle de R dans R? définie par

— —
F(t) =costi +sintj

1. Démontrer que F'(ty) est un vecteur de norme 1, orthogonal a F (to).

2. Déterminer les dérivées successives de F'.

B} I
Soient F(t) =ti —t25, G(t) = ¥7 + t—27

Déterminer sur R* les dérivées des fonctions F + G, F.G, | F]|.
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1— 1—
_22 =]

. k(t) =%

~+
~+

Déterminer sur R* les dérivées des fonctions kF et F o k.

Ecrire le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de t = 0 de la fonction vectorielle
F(t) = (sint,tsint, ¢*sint)
Déterminer F(0), E'(0), F”(0), F®)(0).

Soient I C R un intervalle et F : J — R2 une fonction vectorielle dérivable sur I. Pour

B t— (f1(t), f2(1))
t € T on note g(t) = | F(t)|]>.

1. Montrer que ¢'(t) = 2F"(t).F(t).

2. Sile module du vecteur F(t) est constant que peut-on dire du vecteur F'(t)?
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5 Arcs plans paramétrés

A -  Arcs plans paramétrés

Définition 5.1
On appelle arc paramétré du plan R? tout couple (I, ﬁ) ot I est un intervalle de R et F' une fonction
vectorielle continue de I dans R2.

e [’image F (I) C R?, ’appelle le support de larc. Ce support s’appelle aussi une courbe paramétrée

du plan.
x(t)

y(t)
e Lorsque I = [a,b] est un intervalle fermé borné, on dit que larc (I, F ) est un arc paramétré
compact, ou encore chemin; Les points ﬁ(a) et ﬁ(b) de R? gappellent lorigine et Pextrémité du
chemin.
e Lorsque F est de classe Ck, on dit que l'arc paramétré (I, ﬁ) est de classe CF.

Le systéeme d’équations : { est appelé une représentation paramétrique de cette courbe.

Définition 5.2

Soient (7, F ) un arc paramétré et M € R? un point de son support S = F (I). M est un point multiple
¢il existe au moins 2 éléments distincts ¢ et ¢’ de I tels que F(t) = F(t).

Par exemple un point géométrique M (t1) = (x(t1),y(t1)) est un point double s’il existe une valeur

to # t1 telle que M (ty) = M(t2).
w(t) = w(t2)

x
On cherche donc un point double en résolvant le systéme {
Y y(t1) = y(t2)

B - Etude locale en un point

Définition 5.3
Soit (I, F') un arc paramétré du plan, tg € I et C sa courbe paramétrée. Pour ¢ € I on note M (t) le
point F(t) . On suppose que pour ¢ proche de tq et distinct de to, M(t) # M (to).
P ——
M(to) M(t)

—
[ M (t0) M (t)]|
on dit que C admet en M(t]) (resp. M (t;)) une demi- tangente qui est la demi-droite d’origine M (¢o)
et de vecteur directeur cette limite.

e Si ces limites sont égales ou opposées, on dit que C' admet en M (ty) une tangente qui est la droite
portant les deux demi-tangentes.

e Si le vecteur unitaire admet une limite lorque t tend vers tar (respectivement ¢ ),

Théoréme 5.4
Si F' est dérivable en tg et F'(ty) # 0 alors la courbe admet en t; une tangente de vecteur directeur
F'(to). L’équation de la tangente & la courbe en M (¢o) est

(y — y(to))2'(to) = (z — x(t0))y (to)

Remarque : Lorsque F'(tg) # 0, le point M (ty) est dit régulier. Lorsque F'(t) = 0, le point M (o)
est dit singulier ou stationnaire.

Propriété 5.5

Soit (I, F ) un arc paramétré du plan de classe CF, ty € I et C sa courbe paramétrée. Si 'un au moins
des vecteurs dérivés successifs F'(to), F"(to),. .., F%® (to) est non nul alors C admet en M (ty) une
tangente dirigée par le premier vecteur dérivé successif qui soit non nul.
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En notant p le plus petit entier > 1 tel que F®) (to) # 0 Iéquation de la tangente a la courbe en M (o)
est donc

(y — y(t)zP) (to) = (z — z(t0))y™" (to)

Théoréme 5.6

Soit (I, F') un arc paramétré du plan de classe suffisante, tg € I et C' sa courbe paramétrée ; soit
e p le plus petit entier > 1 tel que £®) (to) #0
e ¢ le plus petit entier > p tel que <ﬁ (p)(to), F@ (t0)> soit une famille libre.

Si on note (X (t),Y(t)) les coordonnées du point M (t) dans le repére <M(t0),ﬁ(p) (to), F®) (to))

olors
(t —to)P (t —to)?

p! q!

Ceci permet de tracer localement (au voisinage de M (ty)) la courbe dans ce repére :

X(t) ~ Y(t) ~

F@)(t5)
F®) (1)
M(to
F1G. 5.1 — Si p est impair et q est pair F1G. 5.2 — Si p est impair et q est impair
M (tp) est un point ordinaire M (tp) est un point d’inflexion

F1G. 5.3 — Si p est pair et q est impair F1G. 5.4 — Si p est pair et q est pair
M (tp) est un point de rebroussement M (tp) est un point de rebroussement
de premiére espéce de deuxiéme espéce
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C - Etude des branches infinies

Soit f : I — R? un arc paramétré du plan de fonctions coordonnées z(t) et y(t), C sa courbe
paramétrée et ty un nombre appartenant a I ou une extrémité de I (dans ce cas on peut avoir ty = +00).

1. Sil'une au moins des fonctions coordonnées z(t) ou y(t) ne reste pas bornée lorsque ¢ tend vers
to, on dit que C présente une branche infinie quand ¢ tend tg.

2. Si tlintl z(t) =aoua € Ret tlilgl y(t) = £oo, on dit que C' admet pour asymptote la droite
—10 —to
verticale d’équation = a. De méme si tlir? x(t) = £oo et tlint1 y(t) =bou b € R, alors C' admet
—l0 —lo
pour asymptote la droite horizontale d’équation y = b.

3. Si les fonctions coordonnées x(t) et y(t) tendent vers l'infini lorsque ¢ tend vers to on étudie la

t
limite du rapport @ lorsque t — tg
x(t)
t
(a) Si tlin? % = 0 on dit que C' admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses.
—to T
t
(b) Si tlin? % = t+oo on dit que C' admet une branche parabolique de direction 'axe des
—to T
ordonnées.
t
(c) Si tlintl % = @ ol a est un réel non nul on dit que C' admet une direction asymptotique
—to T

de direction la droite d’équation y = ax. On étudie alors tlir? y(t) — ax(t).
—lo
- tlintl y(t) — ax(t) = +oo, on dit que C' admet une branche parabolique de direction la
—10
droite d’équation y = ax.

- tlintl y(t) — az(t) = b, on dit que C' admet pour asymptote la droite d’équation
—tlo

y = ax +b.Dans ce cas la position de la courbe par rapport AA son asymptote est donnée
par 'étude du signe de y(t) — az(t) — b lorsque ¢ tend vers t.

D - Plan d’étude d’un arc paramétré

T =x(
On considére C une courbe de représentation paramétrique { Et; ,tel
y=y

D -1 Intervalle d’étude

1. On détermine les domaines de définition qui sont en pratique des intervalles ou des réunions
d’intervalles, et I'ensemble de définition D est 'intersection des domaines de définitions de = et
de y.

2. On recherche si des considérations de parité ou de périodicité permettent de réduire le domaine
d’étude. Par exemple :

— S'il existe une période commune 7' € R a z et a y, la courbe est entiérement décrite par I'étude
sur un intervalle de longueur 7.

— On cherche ensuite des changements de paramétre ¢ qui induisent des transformations géomé-
triques simples. Par exemple : p:t+— —t, oup:t+— 77—t oup:t— w+t, etc.....

z(p(t)) = i(t) sym / axe Ot, { ;3(90(’5)) = —z(t) sym/ axe Oy,{ ;3(90(?5)) - :a;(t) sym centrale
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D -

2 Etude des fonctions coordonnées

On étudie les variations des deux fonctions numériques z et y.
Les résultats sont consignés dans un tableau de variation comportant :

Les valeurs intéressantes de t,
Le signe de 2'(t), et ses valeurs aux points intéressants ( pour la tangente)

Le signe de 7/(t), et ses valeurs aux points intéressants ( pour la tangente)

Le sens de variations de x(t), ses limites et ses valeurs aux points intéressants,
Le sens de variations de y(t), ses limites et ses valeurs aux points intéressants
()
a'(t)

Il est parfois utile de considérer , qui est le coefficient directeur de la tangente & la courbe

dans le cas d’un point régulier.

D -3 Etude de la courbe C.

. Détermination des branches infinies et de leur nature.

. Détermination des points singuliers, de leur nature, et de l'allure de la courbe au voisinage de

ces points.

3. On peut étre conduit a rechercher des points d’inflexions ou des points multiples.

4. Allure de la courbe.
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E - Exemple

2
z(t) = ——
Soit I' la courbe plane définie par la paramétrisation Q 13 —i . T est définie sur R\ {0, 1}.
y(t) =t+ -
t
t |—o0 -2 0 1 2 400
8
2’ (t) g 7 0 - - 0 +
Y (1) + 0 - | - -3 - 0 +

0 +0oo +oo
o(1) s \ \ /
3
—oo/ —00 4
4
y(t) / \

+oo

\5\4/

o2’ (2) =4/(2) =0, donc My = M (x(2),y(2)) est un point stationnaire.

WM, = (1= 27(1, 3) + (¢ = 2%(~1,—) + (o((t — 2°), o((t — 2))

= 1
Un vecteur directeur de la tangente a I" au point M (x(2),y(2)) est donc T = (1, 5) : p = 2. Le vecteur

—

1 -
Q(—1,—-) n’est pas colinéaire au vecteur T : ¢ = 3.
My est un point de rebroussement de premiére espéce.

oz = () est une asymptote.
oy = 5 est une asymptote.

t
o lim £ =1 ; lim y(t) — z(t) = —1. Donc la droite d’équation y = x—1 est une asymptote.
t—4oo gj(t) t—=+o0
3gt—4 1 3 3 s ..
y(t) — [z(t) — 1] = — -1-: + o(t). Quand t — —oo le terme i est négatif, dans un voisinage

de —oo la courbe est donc en dessous de cette asymptote.
3
Quand t — +oo le terme n est positif, dans un voisinage de +oco la courbe est donc au dessus de cette

asymptote.

Courbe au voisinage de t=2
5,0 9
4,5
4,0 4 =
] —
-
P
—
-
—
3,5 1
3,0 T T T 1
3,0 35 4,0 4,5 5,0
Courbe: t <0 Courbe: t dans 10,1[ g?lllrb;:; 2 Courbe: t>2 —— T (1,1/2)

Courbe: 1 <t ~ — — Asymptote: y=x-1
—— — Asymptote: y=5
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F - Exercices

1. Soient a, b, ¢, d des réels. Quelle est la nature des courbes définies paramétriquement par :

{:E(t):t ' {x(t):mH—b . {x(t):at—l—b ' {:E(t):Sint

y(t) =at+b y(t) =t y(t)=ct+b y(t) =sint+1

2. Donner une représentation paramétrique du segment d’extrémités les points A(1,2) et B(—2,3).

3. Donner une représentation paramétrique du cercle de centre (zg,yo) et de rayon R.

Montrer que la courbe définie paramétriquement par

z(t) = 3t3+2> —t+1
y(t) =  3tP42+1

posséde un point double. Déterminer les deux tangentes correspondantes.

Donner l'allure de la courbe au voisinage du point de paramétre ¢ = 0 de la courbe définie para-

métriquement par :
t

e
)= —

z(t) cost

y(t) = e'sint

Indication : on peut utiliser les développements limités pour déterminer les dérivées successives.

Construire les courbes des arcs suivants au voisinage de t = 0 :

{x(t) =3+ . {x(t) = . {x(t) = . {w(t) = ¢

y(t) =16 y(t) = > +1¢° y(t) =t* + ¢

Déterminer les points singuliers et l'allure de la courbe au voisinage de ces points des arcs
paramétrés suivants :

{a:(t):t4+1 ' {x(t):et_l—t

y(t) =t — 212

| | | {w) = (t+2)et
On considére la courbe définie paramétriquement par L
y(t) = (t —2)er
1. Donner le tableau de variation.
2. Etudier les branches infinies.
3. Montrer qu’au point O(0,0) on a une demi tangente.

4. Tracer la courbe.
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) ) ) x(t) =t —sint
On considére la courbe définie paramétriquement par

y(t) =1 — cost
1. Que peut-on dire des points M (t) et M(—t)? M(t) et M(t +2m)?
2. Construire la courbe lorsque ¢ € [0, 7] puis pour t € R

) ) ) z(t) = cos®t
On considére la courbe définie paramétriquement par

y(t) =sin® ¢t

1. Que peut-on dire des points M (t + 27), M(—t), M (7 —1), M(g —t) par rapport au point M (t).
T
7

2. Construire la courbe lorsque t € [0, 1 puis pour t € R.

1
On consideére la courbe C' définie paramétriquement par t 9
y(t) = 1% — n

1. Calculer z(
2. Construire C'.

1 1
;) et y(z) En déduire que C' admet un axe de symétrie.
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6 Notions sur les formes différentielles de degré 1

A - Reévision : Dérivées partielles
On ne définit ci-dessous que les dérivées partielles des fonctions de deux variables. On peut étendre
ces définitions aux fonctions de trois variables (ou plus).

Une partie U C R? s’appelle une partie ouverte de R? si pour tout (a,b) € U il existe un disque de
centre (a,b) et de rayon r > 0 inclus dans U

Dans ce paragraphe U est une partie ouverte de R? et f une application de U dans R.
f:U—R
(:Evy) I f(ﬂj,y)

La notion de continuité vue pour les fonctions d’une variable s’étend aux fonctions de plusieurs
variables. L’application f : U C R? — R est continue en (a,b) € U si tout intervalle ouvert de
R contenant f(a,b) contient toutes les valeurs de f(z,y) pour (z,y) assez voisin de (a,b). On peut
exprimer cette notion de continuité avec des quantificateurs comme on ’a fait pour les fonctions d’une
variable.

A -1 Dérivées partielles premiéres
Ce paragraphe a été vu en semestre 1 (MIS 101).

Définition 6.1
Soit f: U € R* = Ret (a,b) € U. Pour (z,b) € U on pose g(z) = f(x,b). Si g admet une dérivée en a

cette dérivée s’appelle la dérivée partielle de f par rapport a z en (a,b) et se note —(a,b) ou parfois

ox
fr(a,b).
a—f( by =4 ) = b 6.1
@b =gl on  gl)=f(b) (6.1)
Remarque : On a
0 h,b) — b

Définition 6.2
Soit f: D C R* = Ret (a,b) € D. Pour (a,y) € D on pose G(y) = f(a,y). Si G admet une dérivée en

b cette dérivée s’appelle la dérivée partielle de f par rapport a y en (a, b) et se note 8—f(a, b) ou parfois
Y

f;(a, b).

0
Fan=-c0) o 6=y (63
Remarque : On a
d ,b+h)— f(a,b
9 () = o L) =) 6
Exemple : Soit f(z,y) = cos(z? — zy).
F o) =~ = gysinGa? — ) et L 0,) = wsin(a? - ay)

Remarque : L’existence de dérivées partielles en (a,b) ne garantit pas la continuité de f en (a,b).
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A -2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Sif:UC R? — R admet des dérivées partielles sur U alors ces dérivées partielles sont des fonctions
de deux variables :

of of
5o U—R oo :U-—R
(z,9) — fulz,y) . (2,9) — fy(z,y)

Définition 6.3
Soit f: U C R? — R une fonction qui admet des dérivées partielles sur U.
Les dérivées partielles des fonctions f. et f; s’appellent, si elles existent, les dérivées partielles

secondes de f :
1 _ 0 (of 2?1 _ o (of
0x2 83: ox ’ ay? E?y dy

&2 f of O f of
axﬁy 8:E Ay ’ Oyox ay oz
Définition 6.4

Soit f : U ¢ R? — R. On dit que f est de classe C! (resp. C’k) sur U si les dérivées partielles d’ordre
1 (resp. k) existent et sont continues sur U. On écrit f € C1(U,R) (resp. f € C*(U,R)).

Propriété 6.5
Théoréme de Schwarz

2
Soit U € R? un ouvert de R?, f : U — R une fonction qui admet des dérivées partielles aaéf ,
oy
2 2 2
aayéfx sur U et (a,b) € D. Si les fonctions 8833 (:?fy et ;y éfx sont continues au point (a, b) alors
9? 02
! / (6.5)

Définition-proposition 6.6
eSoient U un ouvert de R?, f : U — R de classe C! sur U et (zq,0) € U. Il existe une fonction ¢ tel
que pour tout réel h, k suffisamment petit :

(20, 30) + kg—;"m,w (s k) e B)

avec lim e(h,k) =
(h,k)—(0,0)

f(xo+h,yo + k) :f(iﬂo,yo)Jrh%

On dit que f admet un développement limité a 'ordre 1 en (z9, yo).
e [application
R? — R

0 0
(1K) — b3 0,0) + k5 (20,30

est appelée différentielle de f en (z9,y0) et est notée d(y o). 00 df (4 4o)-

Application au calcul d’erreurs : En physique df(,, ,,) est utilisée pour estimer la variation de f
au voisinage de (zg, yo) en fonction des variations des variables.
Par exemple considérons I'équation d’état d’un gaz parfait PV = nRT. On en déduit :

8V 8V nR nRT

On a R BT
n n
V(Te, Po) = V(Ta, Pa) ~ —(Te = Ta) — ——32(Po — Pa)
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B - Formes linéaires sur R>

Définition 6.7
On appelle forme linéaire sur R? toute application

fap + RZ—R
(x,y) — ax + by

ol a,b sont deux réels.

e L’ensemble des formes linéaires sur R? s’appelle le dual de R? et se note £(R?) ou (R?)*.

e L’ensemble (R?)* muni de I'addition des fonctions et de la multiplication par un scalaire est un
espace vectoriel sur R.

e on note dx et dy les formes linéaires :

de : R2—R dy : R?> —R
(‘Tay) — ) (‘Tay) —Y

Exemple : Si f : U — R est de classe C' sur U et (xq,0) € U, la différentielle de f en (xg,yo) est
une forme linéaire : d(y, ) f € (R?)*. Avec les notations ci dessus on a

of of
A(zo,yo)f = %(l’oayo)dl’ + 8—y($o,yo)dy

Remarque : Si au lieu de (z,y) on note (z1,z2) les formes linéaires se notent dz; et dzs.

Si on considére les vecteurs de R?, e; = (1,0) et ea = (0,1), (e1,e2) s’appelle la base canonique de
R? et on note alors dz et dao par €} et e5. (e}, e3) est une base de (R*)* que I'on appelle la base duale
de (e1,e2).

C - Formes différentielles de degré 1

Exemple : Soit f: U — R est de classe C' sur U. L’application

df : U— (R?)*

(. 0) — S (o, + S, )
s'appelle une forme différentielle de degré 1 sur U : c¢’est une application de U dans (R?)* (le dual de
R?).

Définition 6.8
Soit U un ouvert de R%. On appelle forme différentielle sur U toute application

w:U — (R?)*
(x,y) — P(z,y)dx + Q(z,y)dy

ou P et  sont deux fonctions de U dans R.

e On dit que la forme différentielle w est de classe C* (k > 0), si les fonctions P et @ sont de classe
C*. On note C*(U, (R?)*) Pensemble des formes différentielles de classe C* sur U.

e Si il existe une application f: U — R telle que

w=df

on dit que la forme différentielle est exacte.

36



Exemple : Soit wy la forme différentielle définie sur R? par wo(z, y) = 2y dz+ (2z4€¥) dy. On introduit
les fonctions P et Q définies sur R? par P(z,y) = 2y et Q(x,y) = 2z + €Y.

il existe f telle que wg = df sur R?, on a g—i(w,y) = P(x,y) = 2y. D’ou f(z,y) = 2yz+g(y), g étant

une fonction dérivable de y. On en déduit g—f(aj, y) =2z + ¢ (y).
Y

On cherche f telle que %(m, y) = Q(x,y), soit 2z + e¥ = 2z + ¢'(y). Donc g(y) = €V + cte.
Y

La fonction f: (z,y) — 2yx + e¥ + cte est telle que wy = df . wy est exacte.

Propriété 6.9
Si la forme différentielle de classe C! sur Pouvert U de R?
w:U — (R?)*
(z,y) — P(z,y)dz + Q(z,y)dy

est exacte alors pour tout (z,y) € U : g—g(x,y) = g—]yj(ac,y)

Preuve : ¢’est une conséquence du théoréme de Schwarz.

Définition 6.10
Soit w = Pdx + Qdy une forme différentielle de degré 1 et de classe C'* sur un ouvert U de R2. On dit

. .0Q oP
que w est fermée si — = —.
x dy
P
Exemple : Sur R? on a (?9_ =2et Z—Q = 2. Donc wy est fermée sur R2.
Y x

D’aprés la proposition précédente, toute forme différentielle exacte w € C 1(U, (Rz)*) est fermée.

La réciproque est fausse en général :
I existe des formes différentielles fermées qui ne sont pas exactes : il faut des conditions supplémentaires
sur la topologie de U pour que la réciproque soit vraie.

Nous avons besoin de la notion suivante :

Une partie X € R? est étoilée si il existe un point A € U tel que pour tout point M € U le segment
[AM] est inclus dans U.

Un disque est une partie étoilée : il suffit de prendre pour point A le centre du disque.

Un demi-plan est une partie étoilée : il suffit de prendre pour point A l'origine.

Une couronne n’est pas une partie étoilée : quel que soit le point A de la couronne, le point M
diamétralement opposé a A est tel que l'origine appartient au segment [AM] : ce segment n’est donc
pas inclus dans la couronne.

Théoréme 6.11
Théoréme de Poincaré

Soit U un ouvert étoilé de R? et w une forme différentielle de degré 1 et de classe C'! sur U. Pour
que w soit exacte il faut et il suffit que w soit fermée sur U.

D - Intégrale curviligne d’une forme différentielle

Définition 6.12
Soit v = ([a, ], F') un arc paramétré compact de classe C

F:la,b) — R?
t — ((t),y(1))
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et w = Pdx + Qdy une forme différentielle de degré 1 et de classe C¥ sur un ouvert U de R? contenant
le support de I'arc paramétré ~. L’intégrale

b
/ (P(x(t), y(t)2" (t) + Q(x(t), y(t))y' (1)) dt

est appelée intégrale curviligne de w le long de 'arc ([a, b], ﬁ), on la note /w
gl

Théoréme 6.13
Si w est une forme différentielle exacte et f: U — R vérifie w = dfalors

ou A= (z(a),y(a)) et B = (z(b),y(b)) sont les extrémités de l'arc ~.

E - Circulation d’'un champ de vecteurs

e Soient un champ de vecteur
V:R>—R?
(:Ev y) - (P(:Ev y)7 Q(:Ev y))
et une courbe paramétrée réguliére v
f:R—R?

On associe au champ de vecteurs V la forme différentielle

w(z,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy

qui peut s’interpréter comme le produit scalaire des vecteurs ‘7(33, y,z) et (dz,dy,dz), on lui donne le
nom de travail ou de circulation élémentaire.

/V.dM:/w
v ¥

s’appelle la circulation du champ de vecteurs M — V(M ) le long de ~. Elle est indépendante du
paramétrage, elle ne dépend que de la courbe.

Lorsque le champ de vecteurs représente un champ de forces, la circulation représente le travail
total de la force lors de son déplacement le long de ~.

e L’intégrale curviligne

e Un champ V dérive d'un potentiel scalaire f : R? — R si

V—grad £ = (L. 50

Si V dérive d’ un potentiel scalaire f, alors le travail de Vle long d’une courbe continue ne dépend
que de lorigine A et de I'extrémité B de cette courbe :

l V.dit = / w = f(B) - f(A)
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F - Exercices

F -1 Formes différentielles de degré 1

1. Déterminer la différentielle en A(1,1) de f définie par f(x,y) = /a2 + y2.
Comparer f(1.02,1.01) — f(1,1) et d 1 £(0.02,0.01).

2. Soit g Papplication définie sur U = R x R* par g(z,y) = arctan(%).
Déterminer la différentielle de g en M(z,y) € U.

1. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? par w(z,y) = ydx + xdy est fermée.
Vérifier qu’il existe une fonction f définie sur U dont la différentielle est w.

2. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? par w(x,y) = zdx + ydy est fermée.
Veérifier qu’il existe une fonction f définie sur U dont la différentielle est w.

3. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R? par w(z,y) = ydr — xdy n’est pas
exacte.

xdx + ydy
——— e

st
x2 + 92

4. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R* — {(0,0)} par w(z,y) =

fermeée.
Montrer qu’elle est exacte.

5. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = {(x,y) € R?|y # 0} par
1

" [(32% + y?)ydzx — 223 dy]

w(a:,y) -

est fermée. Montrer qu’il existe f telle que w = df.

6. Montrer que la forme différentielle w définie sur U = R* — {(0,0)} par

—ydx + xdy

w(z,y) = 22 + 42

est fermée mais qu’ elle n’est pas exacte sur U .

F - 2 Intégrales curvilignes

Calculer l'intégrale curviligne de la forme différentielle

3ydx — 4z2ydy

sur 7y, ou 7 est la courbe orientée formée des segments qui joignent les points (—1,0) a (0,3), (0,3) a

(3,-3) et (3,—3) a (3,—5).
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Calculer l'intégrale curviligne de la forme différentielle
2xydr + (22 + 3)dy

1. sur -y, ou 7 est la courbe orientée formée des segments qui joignent les points A(—1,0) a B(0, 3),
B aC(3,-3).
2. sur 7y, ol v est la courbe orientée formée des segments qui joignent les points A a B, B a C et

CaA

1. Calculer I = / (2x — y)dz + (x + y)dy ot C est le cercle de centre O(0,0) de rayon R décrit
C
dans le sens direct & partir du point A(R,0).
2. Calculer I = / (2xy —x?)dx+ (x+y*)dy ou C est la courbe constituée des deux arcs de parabole
C

y = x? et & = y? décrite dans le sens direct. On calculera I'intégrale curviligne le long de ces deux arcs

d’extrémités O(0,0) et A(1,1).
3. Calculer I = / In(z + 1)dz + y?dy ot C est la courbe d’origine A(0,0), d’extrémité B((1,0) et

C
d’équation y = (x — 1) In(x + 1).

—
Calculer Pintégrale curviligne (la circulation) du champ de vecteurs de R? défini par V (z,y) =
(y, —z) sur le cercle trigonométrique parcouru dans le sens direct.
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7 Formulaires

Fonctions Dérivées Intervalles
" nelZ* na" 1 R sin > 0;R* sinon
* aeR* az® ! 10, +o0]

e’ e’ R
1
In |z — 10, 4+00[
T
COS T —sinx R
sinx Ccos T R
tan x 1+ tan® = 5 R\{E-l-TI'Z}
COS?* x 2
cosh x sinh x R
sinh x cosh x R
1
tanh x 1 — tanh? = 5 R
1 cosh” x
Arcsinz e - 1,1
V 1 —1 .Z'Z ] [
Arccos x e —-1,1
v 11— 2 ] [
Arctan x R
1 +1 22
Arcsinh z e R
V1 il— 2
Arccosh x —_— 1,400
V w21— 1 ] [
Arctanh z | —1,1]

1 — 22
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Fonction Développement limité au voisinage de 0
x x? "
e’ =14+ =+ 4+ = +o(a")
1! 2! n!
h 1 2 ot a?" 2
ch(z) = +E+Z+---+(2n)!+o(m )
1'3 w2n+1 (2nt1)
sh(z) :w+§+---+7(2n+1)!+0(x )
$2 3:4 n x2n 2n
cos(x) =l-Gpt ot (2n)!+0(ac )
sin(x) —r— x_g o (=1)" gt + O(x(2n+1))
3! (2n +1)!
-1 -1...(a— 1
(1_1_3:)04 =1+a$+%$2+...+a(a ) n'(a n+ )ZEn—FO(ﬂj‘n)
1 : :
0 =l+a+2>+ - +2"+o(z")
-
1
:1—w+x2—w?’—i-"-—i-(—l)"x"—ko(w")
1+
22 x"
2 n
xz 3:3 n—lxn n
In(1+ x) :x—7+§+...+(_1) ;—I—o(az)
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8 Annales

ANNEE : 2007,/2008 Devoir surveillé
UE : PIN201
Date : samedi 22 mars 2008 Durée : 1h20

Documents non autorisés

Les trois exercices sont indépendants. L’énoncé comporte 1 page.
Bareme indicatif : 5+8+7=20

Exercice 1 On se propose de trouver le développement limité & 'ordre 10 en 0 de la fonction f

Arcsin x
définie par ——— exclusivement par la méthode de I'équation différentielle.
V1 — a2
1. Montrer que sur | — 1, 1], f vérifie I'équation différentielle

(1—2%)y'(z) = 1 + zy(z).
2. Donner les raisons pour lesquelles f admet un développement limité a 'ordre 10 en 0 de la forme
f(@) =z + az® 4+ b2® + ca” + da® 4 2% (z)

ol a, b ¢ et d sont des constantes réelles et €1 est une fonction nulle et continue en 0.

3. Donner les raisons pour lesquelles f’ admet un développement limité & I'ordre 9 au voisinage de
0 de la forme
f'(x) =1+ 3ax? + 5ba* 4 Tea® + 9dx® + 2% (x)

ol €9 est une fonction nulle et continue en 0.

4. Trouver le développement limité & 'ordre 10 en 0 de f(x).

Exercice 2 Trouver par la méthode de votre choix le développement limité a 'ordre 12 en 0 de

g(x) := /1 + sin(a?)

Exercice 3 On considére la fonction h définie par
h(z):=zx es — 1.
1. Montrer que h admet un développement asymptotique en +oo et en —oc de la forme :
c 1
h(z) =ax +b+ — + —¢(x)
r

ou e(x) — 0 lorsque x — +o00. Les valeurs numériques des constantes réelles a, b, ¢ doivent étre
données.

2. En déduire que la courbe représentative de h posséde des droites asymptotes en +o00 et en —oc.
Donner leurs équations.

3. Déterminer la position de la courbe par rapport a ces asymptotes.

FIN
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ANNEE UNIVERSITAIRE 2007-2008
Session 1 de printemps

Parcours : Physique et Ingénieries, Physique - Chimie, Chimie
UE : PNG 201

Epreuve : Mathématiques
Date : 6 mai 2008  Durée : 1h30

Documents non autorisés. La calculette homologuée par I”’Université est
le seul matériel électronique autorisé

Exercice 1. 1) Donner les développements limités au voisinage de 0 a 'ordre 3 des fonctions sin x
et cosz. En déduire le développement limité au voisinage de 0 & 'ordre 3 de tanz.

2) Calculer la limite
. x(l4cosz) — 2tanx
lim - .
t—0 2z —sinz — tanzx

2
Exercice 2. On considére la forme différentielle w(z,y) = 2z dx — (x_2 + 2y> dy
Y Y
définie sur U = {(z,y) |y > 0}.

1) Montrer que w est fermée sur U.
2) La forme w est-elle exacte sur U ? Justifier la reponse.

3) Trouver une fonction F telle que d F = w (primitive de w).

4) Calculer /w ot I' est une courbe d’origine (1, 1) et d’extremité (6, 3).
I

Exercice 3. On propose ici détudier la courbe I' définie par I’équation

2 1
paramétrique f(t) = (z(t),y(t)) avec z(t) = t> + n et y(t) =t + -
1) Donner le tableau de variations de z(t) et y(t). Précisez bien le domaine de définition de la courbe.
2) Etudier I" au voisinage de t = 1 et t = —2. Déterminer la nature des points f(1) et f(—2).
3) Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale.
4) Montrer que les vecteurs f’(t) et f”(t) sont colinéaires si et seulement si t = 1 ou ¢t = —2. (Indica-
tion : utiliser le fait que deux vecteurs (x1,y1) et (22, y2) sont colinéaires si et seulement si x1ys = zay1,
puis résoudre une équation en t.) En déduire que I' est réguliére en ¢ si t # 1, —2.
5) Etudier la concavité de T'.

6) Etudier les branches infinies de I' (présence d’asymptotes).

7) Tracer la courbe I'.

FIN
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ANNEE UNIVERSITAIRE 2007-2008
Session 2 de printemps

Parcours : Physique et Ingénieries, Physique - Chimie, Chimie
UE : PNG 201

Epreuve : Mathématiques

Date : 25-06- 2008 Heure : 11h  Durée : 1h30

Documents non autorisés. La calculette homologuée par I”’Université est
le seul matériel électronique autorisé

Exercice 1
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis pour une fonction numérique f définie sur un
intervalle [a, b] .

T 1 —cosx
2.50it 0 <z < 5 Montrer que : 0 < ——— < sinz.
T

Exercice 2

_ v +1

On consideére la fonction f définie sur R ~\ {1} par f(z) = .
x —
1. Ecrire le développement limité a l'ordre 2, au voisinage de 0, de v/1 + u.

2. Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que

1
f(z)=ax+b+ St —e(z) avec lim e(z) =0
r oz

r—+00
3. En déduire que la courbe représentative de f admet au voisinage de 400 une droite asymptote
dont on donnera 1’équation. Préciser la position de la courbe par rapport a cette droite au voisinage

de +o0.

Exercice 3

Soit I' la courbe plane définie par la paramétrisation { ig)) f Sci(:’?)tt et les points
0 0
My = (2(0),5(0) Mz = ((])u(})

1. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a la courbe I' au point My. Méme question pour
le point M z.

2. Donner I’équation de la tangente a la courbe I' au point My et au point M z.

3. Quelle est la nature du point My ? Et celle de Mg ?

Exercice 4
Soit w la forme différentielle définie sur R? par w(z,y) = (2 — 2y)dz + (y* — 2z)dy
1. La forme w est-elle fermée sur R%? Est-elle exacte sur R??

2. Trouvez une fonction F' telle que dF = w.

FIN
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Pole Licence

ANNEE UNIVERSITAIRE 2008/2009

Session 1 de printemps

Parcours : Physique et Ingénieries, Physique - Chimie, Chimie
UE : PNG 201

Epreuve : Mathématiques

Date : 14-05-2009 Heure : 8h30 Durée : 1h30

Documents non autorisés.
La calculette homologuée par I’Université est le seul matériel
électronique autorisé.

1
1. Calculer : lim _In(cosz)
z—0 1 — cos(2z)
2. Faire un développement limité a 'ordre 5 au voisinage de 0 de : eSinz

Soit I' la courbe plane définie par la paramétrisation

1. Donner le tableau de variation de z(t) et y(t). Précisez le domaine de définition de la courbe.

4
t

2. Donner I'équation de la tangente a I' au point M (z(—1),y(—1)).

3. Déterminer la nature du point M (x(2),y(2)). Préciser un vecteur directeur de la tangente a
I en ce point. Donner I'allure de la courbe au voisinage de M (x(2),y(2)) dans un repére approprié a

définir.

4. Déterminer les points de la courbe admettant une tangente horizontale.

5. FEtudier les branches infinies de I'. En présence d’asymptote précisez la position de la courbe

par rapport a 'asymptote.

6. Tracer la courbe I'.

Soit w la forme différentielle définie sur R? par :

w(z,y) =2ydr+ 2z +€Y) dy

1. La forme w est-elle fermée sur R??

2. La forme w est-elle exacte sur R??

3. On consideére la fonction f définie sur R? par :  f(z,y) = 2zy + €.
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a. Montrer que w = df sur R

b. En déduire I'intégrale curviligne de w sur le segment d’extrémités A(0, 1) et B(1,0).

FIN

Développements limités de quelques fonctions usuelles en 0 :

2 "

v T z n
e —1—1—1!4- 5 +...+ o + o(z")

2 a2 o
cos(az)zl—g—l—z—l—..ﬂ—(—l) o)l + o(z")
3 2n+1
(1) = 2 — e (= 1) (2n+1)
sin(z) =z T +- (=1 Gn 1) +o(x )

-1 —1)..(x— 1
(1+x)a:1+ax+%:n2+...+a(a ) ('a nt ):13"—1—0(:13")
! n!
2 3 n
¢ x x
In(1 LT (R B s g "
n(l+z)==z T3t +(—-1) n—i—o(z)
! —1—z+2%—23+ ...+ (=1)"2" + o(z")
1+=z
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