NOTATIONS ET OBJECTIFS DE L'EPREUVE

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels positifs ou nuls, par Z I’anneau des entiers relatifs,
par R le corps des nombres réels et par C celui des nombres complexes. Pour z € C, on désigne
respectivement par Re(z) et Im(z) la partie réelle de z et la partie imaginaire de z.

Si A c C est une partie de C, on note C — A le complémentaire de A dans C.

On note sh et ch les fonctions sinus et cosinus hyperboliques :

zZ_ a7z eZ + e 2

VzeC, shz) = & et ch(x) = =

Dans un premier temps, nous établirons la relation suivante :

n
sh(nm)

n
sh(nmn)

Vx €] -7, 7, % + ) (-1" ch(nx) + ) (-1)" cos(nx) = 0.
n=1 n=1

Ce sera l'objet des parties I, II, IIl et IV. Dans la partie V, nous déduirons de cette formule 1’existence
d’une fonction doublement périodique définie sur le plan complexe privé d"une famille dénombrable
de points tous situés sur un réseau.

PARTIE 1

Soit f une fonction de classe C' de R dans C telle que f(x) = O <x12> et f'(x) =0 <xlz> lorsque |x|
tend vers +co.

+00
Pour y € R, on pose f(y) = / flx)e ™ Vdx.
1. Etablir que la fonction f est intégrable sur R, puis que f est bien définie sur R.

2. Pour x réel, on pose up(x) = f(x)et, pour n € N*, u,(x) = f(x+2mn)+ f(x—2mn). On définit une
+N

+00

fonction g en posant g(x) = Nlim Z f(x+2nn) = Z u,(x), lorsque cette somme converge.
—+00

n=—N n=0
+00

Dans ce cas, on note aussi g(x) = Z f(x + 27mn) cette limite.
n=—co

(a) Démontrer que g est définie sur R.

(b) FEtablir que ¢ est une fonction périodique dont on précisera une période.

(c) Démontrer que les séries de fonctions Z u, et Z u;, convergent normalement sur tout
compact de R.

(d) En déduire que la fonction g est de classe C' sur R.
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3. ATlaide de ce qui précede, établir la formule sommatoire de Poisson :

+00 +0o0
1 .
Yx e R, Z f(x+2mn) = - HZZ_OO f(n)e™.

n=—00

4. On fixe t € C —iZ. On définit une fonction /; sur R de la facon suivante :
pour x € [-7, 7t[, on pose h(x) = e'* et on étend & R en une fonction 2n-périodique.

(a) Déterminer les coefficients de Fourier (¢, ),z de h;.
(b) Préciser le domaine de convergence de la série de Fourier de ;.

(c) La série de Fourier de h; converge-t-elle en tout point vers la fonction /; ?

5. En déduire

(- 1/ nt
ec-iz, Zt2+k2‘2<sh(nt)_1>'

ParTIE 11

On dit qu'une suite de nombres complexes (1 )kez, indexée par Z, est sommable si et seulement s’il
existe un réel positif M vérifiant :

n
VneN, Y luyl= ) lul<M

-n<k<n k=—n

Soit (k1) ez une suite double de nombres complexes indexée par Z2. On dit que cette suite est
sommable si et seulement s’il existe un réel positif M vérifiant :

VneN, =§n:§n:|uk,l|<M

—n<kI<n k=—nl=—n

6. (a) Soit (uy)ez € CZ une suite sommable, on pose S;; = Z U.

—n<k<n
+00
Montrer que la suite (S,)sen converge. On note alors nl_l,er S, = Z uy la limite.
k=—c0
(b) Soit (1) k nezz € CZ une suite double sommable, on pose S, = Z Ug ]
-n<kI<n
Montrer que la suite (S,),en converge. Dans un tel cas, on note nl_l)rpoo Su Z U |-

(k,)ez?



7. On consideére (i) nezz une suite double a valeurs positives telle que, pour tout k € Z, la

+00

suite (1 1)1ez soit sommable, et on note oy = Z uy la somme de cette série.
J=—c0

On suppose de plus que la suite (ax)rez est sommable. Démontrer que la suite double
(k1) )ez> est sommable et :

Z Up, = Z Z”kl

(k,)ez? —0o [=—co

8. Réciproquement, soit () ez2 une suite double a valeurs positives et sommable. Mon-
trer que, pour tout k € Z, la suite (uy;)cz est sommable. On note @ sa somme. Etablir la

sommabilité de la suite (ay)iez et 1'égalité Z U] = Z .
(k,1)ez2 k=—co

9. Soit (ug1)(ez2 une suite double de nombres complexes. On suppose que, pour tout k € Z, la

suite (‘Mk,l ‘)leZ est sommable de somme ay et que la suite (ay)kez est aussi sommable. Déduire
de ce qui précede que:

(i) la suite (ug ) jcz2 €st sommable;

(ii) pour tout/, la suite (‘ukll ‘)keZ est sommable et si ff; en est la somme, alors la suite (8;)ez est
sommable;

(iii) de plus,
+00  +o00 +00  +00
DD ug= Y Y wg= Y uy
k=—o00 |[=—c0 |=—00 k=—00 (k,Hez?

Indication : commencer par le cas des suites positives, puis réelles et enfin complexes.

Partie 111

. - g ) ne 1nch(nx)
Pour x réel, et lorsque la série converge, on définit ¢(x) par : ¢(x) = Z( 1) shm)

10. Déterminer le domaine de définition de ¢ (sur R).

11. Démontrer que ¢ est de classe C* sur | — 7, 7[.

+00
12. Etablir que pour 1 > Z e~ @D ot en déduire, avec justification, que :

1
"sh(nm) a

+00 +o00

Vx €] -, m, (p(x) — Z Z(_l)n—ln (enx—(2k+1)nn + e—nx—(2k+1)nn> )

k=0 n=1
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13. Démontrer que :

+00

1 1
Vx €] -m, 7, ¢x)= 5 Z 1+ ch(x — 2k + n)’

k:—DO

14. En déduire que @ se prolonge en une fonction paire, 2r-périodique de classe C' sur R.

15. Déterminer une fonction ¢’ de classe C* définie sur R et a valeurs dans R telle que

Vx eR, ¢(x)= % Z P(n)e™ et () = %

n=—co

PartIE IV

% cos(2tx)
ch?(f)

Pour x € R, on pose y(x) = /
0

16. Vérifier que la fonction y est bien définie sur R.
17. Démontrer que la fonction y est continue sur R.
18. Avec les notations de la partie précédente, relier simplement ¢ et y.

19. Etablir la relation suivante :

+00 1
YxeR, y(x)=1-4x /0 11 e sin(2xt)dt.

20. En déduire :
(-1)F

R+

+00
VxeR, yx) =1 +2xzz
=1

21. Déterminer alors une expression de la fonction y al’aide des fonctions usuelles (on distinguera

le cas x = 0).

22. FEtablir que:

+00 +00

Vx €] - m, 7, % +> (=1)" ch(nx) + ) (-1)"

n=1 n=1

n
sh(nm)

n
sh(n7) cos(nx) = 0.

Que vaut ¢(0)?



PARTIE V

23. Etablir pourt € C —i <; + Z) la sommabilité de la suite <112> .
(t + Z(E + n)) nez

24. (a) A l'aide dela question 4, établir, pour t € C —iZ, 1’égalité :

chint) 1 1</ 1 1
sh(nt)_nt+n;<t—in+t+in>'

72

1
(b) En déduire que, pourt€ C—iZ,ona: ——— = —_—
ane b sh2(nit) n:z_:oo (t + in)?

1
(¢) Endéduire I'égalité : Vte C—i ( + Z> E .
2 Chz(T(f e (t+ z(2 + n))

Définissons enfin la fonction g sur R par : Vx € R, q(x) = ¢(x) — @(0) ou ¢ est la fonction définie a
la partie III et prolongée sur R a la question 14.

, 1 <2 1 1
25. Etablir que: Vx € R, q(x) = — — .
4 kzz_oo ch® (3 - (k+YHm)  ch® ((k+ D)n)

26. Etablir, pour tout réel x, la sommabilité de la suite double

1 1
((x —Qk+ 1) — Q@+ D)in)?®  ((2k + D+ (21 + 1)in) > (hez>

27. En déduire que :

1 1
Vx€R, g(x)=- (k%zz <(x —Qk+ - QI+ 1)in)?  (k+1)m+ (21 + 1)in)2) ‘

28. Onnote A = (2Z + 1)t +i(2Z + 1)7.
Etablir, pour tout z € C — A, la sommabilité de la famille

1 1
((z — 2k + ) — Q2+ Din)® (2 + Dm+ (21 + 1)i7’c)2>(k,1)ezz'
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29. D’apres ce qui précede la fonction ¢ admet un prolongement sur C — A :

1 1
FeeTh e (k;eb ((z - @k+ - @+ in2  (@k+Dm+ (2 + 1)i”)2) .

Par la suite, on désigne aussi par g cette fonction prolongée.

(a) Vérifier que la fonction g est 27t périodique, 2int périodique et paire.

(b) Etablir que g est développable en série entiere de la variable complexe au voisinage 0, le
rayon de la série entiere étant précisément V2n.

(c) Etablir que q est développable en série entiére au voisinage de tout z € C — A.

FIN DU SUJET
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