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Les cing exercices sont indépendants. Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Dans toute la suite, on note a A b le PGCD de deux entiers et a \V b leur PPCM.

Exercice 1. Soit
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1. Déterminer la décomposition de ¢ en produit de cycles a supports disjoints.

2. Déterminer 'ordre de ¢.

3. Calculer ¢2015,

Exercice 2.  On rappelle que la partie entiere d’'un nombre rationnel x, notée | x|, est I'unique
entier n tel que
n<x<n+l1

et que sa partie fractionnaire, notée {x} est définie par

{x} =x—|x].

1. Soit b un entier naturel non nul.

(a) Donner une expression simple de < — ¢ pour tout n € Z, en utilisant la division eucli-
p p pS P
dienne par b.
(b) Montrer que pour tous (m,n) € Z?>on a

(2= {2} emen mots

a
2. Soitx:EEQ*avecaetbentiers,bZ1eta/\b:1.

(a) On note k la classe modulo b d"un entier k. Montrer que I’application
f: Z/bZ — Z/bZ

k — ka

est un automorphisme de (Z/bZ, +), c’est-a-dire un morphisme de groupes bijectif de
(Z/bZ,+) dans lui-méme.

(b) Montrer que Zz;(l) {k?a} = b;_l

Suite au dos de la feuille —



Exercice 3. On rappelle que pour tout entier naturel non nul , 'ensemble (Z/nZ)* des éléments
de I'anneau Z/nZ qui sont inversibles pour la multiplication est un groupe, la loi de groupe étant
induite par la multiplication de Z/nZ.

1. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que pour tout entier naturel a les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

@ ann=1,
(b) la classe de a dans Z /nZ est inversible pour la multiplication,

2. On s’intéresse dans cette question au groupe G = (Z/17Z)” des éléments de Z/17Z inver-
sibles pour la multiplication.

(@) Quel est1’ordre de G ? Quels sont les ordres possibles pour un élément de G ?
(b) On note 10 la classe de 10 modulo 17. Vérifier que 10 appartient & G et déterminer son
ordre. Le groupe G est-il cyclique ?

3. On s’intéresse dans cette question au groupe H = (Z/16Z)™ des éléments de Z/16Z inver-
sibles pour la multiplication.

(a) Quel estl’ordre de H?
(b) Montrer que H n’est pas cyclique.

Exercice 4. Soit (A, +, -) un anneau commutatif unitaire non réduit a {0}. On dit qu’un élément
anon nul de A est un diviseur de zéro s’il existe un élément b non nul de A tel que ab = 0, et qu'il est

inversible s'il existe c € A tel que ac = 1. A tout élément a de A \ {0} on associe ’application

m,: A — A
X = a-x

de multiplication par a.

Montrer que l'application m, est un morphisme du groupe additif (A, ) dans lui-méme.

Montrer que kerm, # {0} si et seulement si a est un diviseur de zéro.

A quelle condition le morphisme 1, est-il surjectif ?

Ll

On suppose A de cardinal fini. En utilisant les questions précédentes, montrer qu'un élément
non nul de A est soit inversible soit diviseur de zéro.

5. Donner un exemple d’anneau infini et d'un élément non nul de cet anneau qui ne soit ni
inversible ni diviseur de zéro.

Exercice 5. Soit ID I’ensemble des nombres décimaux, c’est-a-dire

D={xecQ|3neNtelqueld'x € Z}.

1. Montrer que la différence et le produit de deux éléments de ID sont encore des éléments de
D. En déduire que D est un sous-anneau de Q.

2. Soit I un idéal de ID. Rappelons que cela signifie que (I, +) est un sous-groupe de (D, +) et
que pour touta € D ettoutx € Tonaax € I.
(a) Montrer que I N Z est un idéal de Z.
(b) En utilisant un résultat du cours, montrer qu’il existe d € IN tel que I N Z = dZ.
(c) Montrer que I = dID (on procédera par double inclusion).



