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Baréme indicatif :

Exercice I

x%+sin(y?)

1. Soit f:R? — R la fonction définie par f(x,y) = Wz
xXet+y

si (x,7) # (0,0) et £(0,0) =0.

(a) Montrer que f est continue.

(b) f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ? Est-elle différentiable en (0,0) ?

x3+sin(y3)
VER

(a) Montrer que g est différentiable en tout point de R?\ {(0,0)} et déterminer sa différentielle dg(x,y) en tout point

(x,y) e R\ {(0,0)}.
(b) Montrer que g est différentiable en (0,0) et déterminer dg(0,0).
(c) g est-elle de classe €' sur R?.

2. Soit g:IR? — R la fonction définie par g(x,y) = si (x,) #(0,0) et g(0,0) =0.

(d) Soit h:R? — R définie par h(x,y) = g(x,y) +sinx+siny.
i. Montrer que h est différentiable sur R?.
ii. Exprimer dh(0,0).

iii. Calculer [|dh(0,0)|| (norme opérateur, R? étant muni de la norme euclidienne).

Exercice I1

Soit Q un ouvert de R? et soient u: Q —]0,+oo[ et f:10,+00[— R deux fonctions de classe%?.

1. Justifier que F = f o u est une fonction de classe €.

. 2 2 . . e, (g .
2. Calculer g—l; et g—;j puis AF = 2712: + 3712:, le laplacien de F, en fonction des dérivées de f et des dérivées partielles de w.

3. On suppose, dans cette question que () est convexe, que f”'(f) # 0, V1 €]0, +oo[ et que Au est identiquement nulle. Montrer
que AF est identiquement nulle si et seulement si u est une fonction constante.

4. On suppose dans cette question que Q =R?\ {(0,0)} et que u(x,y) = \/x2+y% = ||(x,y)| (norme euclidienne).
(a) Exprimer la différentielle de u en tout point de Q et vérifier que u est de classe 6.
(b) Montrer que, pour tout (x,y) € Q, AF(x,y) = f" ([ (x,¥)|) + mf’ (I n)1D-

(c) On suppose AF identiquement nulle. Déduire de la question précédente une expression simple de F (indication : on
rappelle que si g:]0, +oo[— R est dérivable et vérifie, V1 > 0, g'(#) + % g(#) =0 alors il existe une constante C telle que

gn=%).
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Exercice I11

Soit ¢ :]0, +00[x]0, +00[—]0, +00[x]0, +oo| définie par ¢(u, v) = (£, u+v).
1. Montrer que ¢ est bijective, déterminer ¢! et montrer que ¢ et ¢! sont de classe 6.

2. Soit f:]0,+00[x]0, +0o[— R une fonction de classe ¢'1. On pose F = fo.

. P . OF OF
(a) Exprimer les dérivées partielles 5 et 5

) my . of . of
de F en fonction des dérivées partielles 5= et 3y de f.

(b) On suppose que (1 + x) %(x, ¥) +y%(x, ¥) =0 pour tout (x, y) €]0, +00[x]0, +oo[. Déduire de la question précédente

qu'il existe une fonction v :]0, +oo[— R telle que f(x,y) =¥ (7%=), (%, y) €10, +00[x]0, +ool.

Exercice IV

Pour x = (x1,...,%p) et y = (¥1,..., ¥n) dans R , on note B(x,y) = (x,y) = X1, x; i le produit scalaire euclidien des vecteurs
x et y et |x|| la norme euclidienne de x.

1. Montrer que B est différentiable en tout point de R” x R" et exprimer sa différentielle au point (x, y).

2. Soient u et v deux fonctions différentiables de R” dans R”. Montrer que f : x — (u(x), v(x)) est différentiable sur R” et
exprimer sa différentielle au point (x, y).

3. Soit u une fonction différentiable de R” dans R” et g: x — [l u(x) .
(a) Montrer que g est différentiable sur R” et que dg(x) e h =2 (u(x), du(x) « h).
(b) On suppose de plus maintenant que g admet un extremum local en un point xp.
i. Que peut-on dire de dg(xp) ?

ii. Montrer que si du(xp) est injective alors u(xp) = 0.
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