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Corrigé succinct

Par défaut, Uespace en question est R® muni de la norme euclidienne. Vos
réponses doivent étre justifiées (= démontrées ou bien validées par un contre-
exemple).

Exercice 1.

1. Donner la définition d’un ouvert et d’un fermé dans R?.

Cf. cours.

2. Donner un exemple d’ouvert et un exemple de fermé dans R?. Donner
un exemple d’ensemble qui n’est ni ouvert, ni fermé.

La boule ouverte (respectivement, fermée) unité
B(0,1) = {z e R [|z]| < 1}

(respectivement, B(0,1) = {z € R ||z|| < 1}) est un ouvert (respec-
tivement, un fermé) de R%. Dans R, Iintervalle semi-fermé A := [0, 1]
n’est ni ouvert ni fermé (pour un exemple en dimension quelconque :
c’est encore vrai du plongement A x {0} x --- x {0} dans R%).

3. Soit A, B C R? deuz ensembles. On pose
A+B={a+b:ac Abe B}.
(a) Soit A et B ouverts. Montrer que A+ B est ouvert.

Soit ¢ € A+ B, qu’on peut par définition écrire ¢ = a + b avec
a € Aet B. Comme A et B sont ouverts il existe r, et r, dans R*.
tel que les boules ouvertes B(a,r,) et B(b, 1) soient contenues
dans A et B respectivement. Si z est un élément B(a+b,7,+13),
donc s’écrit sous la forme z = (a + b) + s avec ||s|| < 4 + rp,
onrba z = (a + o s\) + (b + s), et (a+ r?:‘jrbs) et (b+
e s) appartiennent a B(a,r,) et B(b, ) respectivement. Donc
B(c,rq+1p) = B(a+b,1q+1) C B(a,rq)+B(b,1,) C A+B. On
a bien montré que A+ B est ouvert. (On peut facilement vérifier
que B(a+b,rq +1p) est en fait égal & B(a,r,) + B(b,rp)).




(b)

Soit A fermé et B compact. L’ensemble A + B est-il fermé ¢
FEst-il compact ?

Soit (2™)pen une suite a valeurs dans A + B, qu’on suppose con-
verger vers une limite £ de R%. On veut montrer que ¢ appartient
a A4 B. On peut écrire (") = (a" + b") avec (a”) € AN et
() € BN, La compacité de B implique qu’on peut extraire de
(b™) une sous-suite (b¥(™) qui converge vers une limite 8 dans B.
La suite a?(™ = z#(") — p#(1) tend donc vers la limite £ — 8 =: a
et A étant fermé, cette limite en est un élément. Donc £ = o+ 3
appartient & A + B, qui est bien un fermé de R¢.

Il n’est en revanche pas nécessairement compact, comme le
montre le contre-exemple A = RY B = {0}. (D’une maniére
générale, on peut verifier que, sous les hypotheses précédentes,
A+ B est compact si et seulement si A est par surcroit lui-méme
borné (donc compact)).

Exercice 2.

1. Soit A C R un ensemble et f : A — R¥ une application définie sur

A.
(a)

(b)

Donner la définition de la continuité uniforme de f sur A.

Cf. cours.

Soit A = K un compact. Que peut-on dire de la continuité uni-
forme de f sur K?

Que si f est continue, elle est vraie (théoreme de Heine, cf. cours).

2. Application : soit K = [0,1] x [0,1] C R?, et

fay) =2V +3y5: K — Ry

une fonction. Démontrez que f est uniformément continue sur K.

L’ensemble K est compact comme produit des compacts (car inter-
valles fermés bornés) [0,1] x [0,1] et f est clairement une fonction
continue, donc elle est uniformément continue sur K d’apres 1.(b) ci-
dessus.

Exercice 3.

1. L’application (x,y) v |5z + Ty| définit-elle une norme sur R? 2 Jus-
tifiez votre réponse.



Cette application est nulle sur toute la droite d’équation y = —gl',
donc ne satisfait pas I'axiome “de séparation” des normes : elle n’en
est donc pas une. (Méme si I'on pouvait par ailleurs vérifier facilement
les deux autres axiomes).

2. Démontrez que
(@, " = 3lz| + |y]

est une norme sur R%. Dessinez la boule B'(0,1) (= la boule centrée
au point (0,0) de rayon 1 par rapport a la norme ||.||')

L’application || - || est clairement positive et, pour (z,y) dans RZ
on vérifie que : 1) si ||(z,y)| = 0, alors 3|z| + |y| = 0 donc x = 0
et y = 0;2)si A€ R, [[Az,y)ll" = [[(Az, W) = 3[Az| + [Ay| =
IA(13z] + y]) = |\ - [[(z,9)|| et 3) si (2',y) est un autre élément de
RZ, (2, y) + @) = ll(@ + 2",y + )|l = 3l + 2’| + |y + ¢/'| <
3]+ [2']) + (ly[ + [¢']) = ll(z, )" + (", y)I. Done || ||" est bien
une norme.

La boule unité pour ||-||" a pour frontiere, dans le cadran x > 0,y > 0, le
segment de droite d’équation 3z 4y = 1 soit y = 1 — 3x. Les frontieres
sur les trois autres cadrans se déterminent de fagon similaires, et 1’on
en déduit le dessin de la boule unité donné dans la figure ci-dessous.

Lol

Boule ouverte unité pour || - ||'.

3. Trouver des constantes C1,Cy > 0 (pas nécessairement optimales) telles
que

12l < Cullzlls [Izl" < Call2|

pour tout z = (r,y) € R2.



Pour z := (z,y) € R? on a

()l = Va?+y? < V2max(|z], [y])? = V2max(|z], |y])
< V202 + [y]) = V2|, y)lI"-
D’autre part |z| < y/x2 + y2, méme chose en y, d’out
[z, )" = 3lz| + |yl < 3(|lz] + [y]) < 6[|(z,y)]|.

Exercice 4. Soit

) :{ S’lx? — )/ (@ + 3y%), (izy/;ig

—

Indiquer la valeur a € R tel que:

1. f soit continue suivant la droite d’équation x = 0 ; f soit continue

suivant la droite d’équation y = 0.

Pour z =0 (et y #0), f(0,y) = —1/3, donc f est continue suivant la
droite x = 0 ssi a = —1/3. De méme f(x,0) = 4, donc f est continue
selon l'axe des abscisses ssi a = 4.

. [ soit continue au point (0,0) suivant la droite y = bx,b € R.

Ona,siz #0, f(x,bx) = 14;735’;, donc a doit prendre cette valeur pour

que f soit continue en 0 suivant cette droite.

. Est-il possible de choisir la valeur a de sorte que 'application f soit
continue au point (0,0) (en tant que fonction de deux variables) ?

Les questions précédentes montrent qu’aucune valeur de a ne satisfait a
la fois les conditions contradictoires de continuité suivant les différentes
droites d’approche de 0, donc f n’est pas prolongeable par continuité.
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