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Par défaut, l’espace en question est Rd muni de la norme euclidi-
enne. Vos réponses doivent être justifiées (= démontrées ou bien
validées par un contre-exemple).

Exercice 1.

1. Donner la définition d’un ouvert et d’un fermé dans Rd.

2. Donner un exemple d’ouvert et un exemple d’un fermé dans Rd. Don-
ner un exemple d’un ensemble qui n’est ni ouvert, ni fermé.

3. Soit A,B ⊂ Rd deux ensembles. On pose

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

(a) Soit A et B ouverts. Montrer que A + B est ouvert.

(b) Soit A fermé et B compact. L’ensemble A + B est-il fermé?
compact?

Exercice 2.

1. Soit A ⊂ Rd un ensemble et f : A → Rd1 une application définie sur
A.

(a) Donner la définition de la continuité uniforme de f sur A.

(b) Soit A = K un compact. Que peut-on dire de la continuité
uniforme de f sur K?

Justifiez vos réponses en vous référant aux résultats du cours.

2. Application: soit K = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2, et

f(x, y) = 2
√
x + 3

√
y : K → R+

une fonction. Démontrez que f est uniformement continue sur K.
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Exercice 3.

1. L’application (x, y) 7→ |5x+7y| définit-elle une norme sur R2? Justifiez
votre réponse.

2. Démontrez que
||(x, y)||′ = 3|x|+ |y|

est une norme sur R2. Dessinez la boule B′(0, 1) (= la boule centré au
point (0,0) de rayon 1 par rapport à la norme ||.||′)

3. Trouver des constantes C1, C2 > 0 (pas nécessairement optimales)
telles que

||z|| 6 C1||z||′, ||z||′ 6 C2||z||

pour tout z = (x, y) ∈ R2.

Exercice 4. Soit

f(x, y) =

{
(4x2 − y2)/(x2 + 3y2), (x, y) 6= 0
a, (x, y) = 0

.

Indiquer la valeur a ∈ R telle que:

1. f soit continue suivant la droite d’équation x = 0; f soit continue
suivant la droite d’équation y = 0.

2. f soit continue au point (0,0) suivant la droite y = bx, b ∈ R.

3. Est-il possible de choisir la valeur a de sorte que l’application f soit
continue au point (0,0) (en tant qu’une fonction de deux variables)?
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