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PREFACE

Préface de 2004.

Ces notes de cours correspondent a un cours de DEA enseigné a I’Université de Rennes
en 1981-1982. La partie sur les intégrales singulieres est tres classique (cf [9, 4]) et la partie
sur le calcul para-différentiel, alors nouvelle, a recu depuis de trés nombreux développements.
Néanmoins, parce que ’exposition est auto-contenue et de niveau DEA, ces notes peuvent
encore servir d’introduction et il a paru utile de les rendre disponibles. Initialement dac-
tylographiées, elles ont été mises au format TeX par Rémi Carles, que je remercie ici tres
chaleureusement.

Préface de 1982.

Le but de ce cours était d’étudier la continuité L2, LP ou dans des espaces de Holder C*
d’opérateurs qui interviennent dans ’étude déquations aux dérivées partielles, les applications
étant I’obtention d’inégalités a-priori ou la preuve de la régularité de solutions.

Dans un premier temps on s’est intéressé aux opérateurs de convolution (intégrales sin-
gulieres). Les chapitres 1 (théoréme d’interpolation de Marcinkiewiecz), 2 (intégrales faible-
ment singulieres) et 3 (intégrales de Calderon-Zygmund) sont tout-a fait classiques et essen-
tiellement tirés du livre de E.M. Stein [9] ol on trouvera aussi les références “historiques”.
Au chapitre 4, on présente la notion de distribution de type 0, qui permet d’englober les
situations non homogenes. En particulier, on caractérise leur transformée de Fourier : pour
faire simple, modulo des conditions de régularité a preciser, ce sont les symboles p(&) de degré
0 et de type 1. On voit alors 1’équivalence presque parfaite entre le point de vue intégrale
singuliére et le point de vue pseudo-différentiel. Au chapitre 5 on étudie la théorie LP de ces
opérateurs, en suivant fidelement E.M.Stein [9] et des présentations inspirées de R.Coifman
et Y.Meyer [4]. Au chapitre 6 est faite la théorie Holdérienne. Les chapitres 7 et 8 présentent
des applications classiques. Pour les problémes aux limites elliptiques on renvoie a S.Agmon-
A.Douglis-L.Nirenberg [1] ou & O.A.Ladyzenskya-N.M.Ural’ceva [5] (voir aussi [2]).

La deuxiéme partie du cours commence au chapitre 9 (opérateurs pseuo-différentiels). On
s’est contenté ici d’une présentation tres succinte pour se concentrer tres rapidement sur le
théoréme de Calreron-Vaillancourt pour lequel on a suivi la démarche de Coifman-Meyer [4].
Au chapitre 10, on étudie les opérateurs de type (1, 1), notamment leur continuité dans les
espaces H* et C* pour s > 0 et i > 0, puis dans L? moyennant une condition de support.
A ce point, on aurait pu, suivant les lignes du chapitre 4, “caractériser” les noyaux des
opérateurs de type (1,0) et des opérateurs paradifférentiels (c’est-a-dire de type (1,1) avec
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condition de support) et faire le lien avec les opérateurs de Calderon-Zygmund au sens de [4]
chapitre 4. Faute de temps, cette étude qui méne aux résultats LP, n’a pu étre faite et on
a préféré présenter aux chapitres 11 et 12 les techniques nouvelles introduites par J.M.Bony
[3] concernant la para-linéarisation d’équations non linéaires et la régularité microlocale des
solutions d’équations non linéaires. On s’est aussi inspiré dans ces chapitres des présentations
et résultats de Y.Meyer [6, 7, 8].

Comme il s’agit de notes de cours et non d’une rédaction destinée a publication, il n’y a
(malheureusement) pas de références bibliographiques dans le cours du texte. L'un des buts
de cette introduction est de remédier partiellement a cette carence, qui s’explique aussi aussi
par la classicité des résultats exposés, a I’exception de ceux des derniers chapitres.



CHAPITRE 1

LE THEOREME DE MARCINKIEWICZ

1.1. Opérateurs de type (p,q) et énoncé du théoréme

On se place sur R" muni de la mesure de Lebesgue. Si f est une fonction mesurable sur
R™ (a valeurs dans C) on définit la fonction Ay de [0, 0o[ dans [0, cc] par :

Af(t) =mes{x e R" / |f(x)| >t} .
La fonction ¢ — A¢(t) est décroissante et continue a droite. En outre, on a le

Lemme 1.1.1. — (i) Pour0<p< oo on a :

| is@pds =p [t

(i) si f € LP(R™), alors pour tout t > 0 :
p
o< (Y

(ili) f e L*(R™) si et seulement si A\¢(t) =0 pourt assez grand (t > || fl| ).

Preuve. — Posons ¢p(t,z) = 1si |f(x)| >t et p(t,z) = 0 sinon. Par définition on a :

/OOO tPINs (t) = /OOO (/n cp(t,x)d$> tP~Lat

et d’apres le théoreme de Fubini cette intégrale vaut :

/n (/OW)I tp—ldt> dr = ;/ |f(z)[Pdz .

Puisque Ay est décroissante on a :

t
oA < [N (s < 51
0
Enfin (iii) est trivial, au vu des définitions. O

Définition 1.1.2. — Une application T de LP(R"™) dans L4(R™) (1 <p<o0,1<qg< 0)
est dite de type fort (p,q) s’il existe un réel C > 0 tel que pour tout f € LP(R™), on ait :

ITflle < ClAlL -
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Définition 1.1.8. — Pour q < oo, une application T de LP(R™) dans l’ensemble des fonc-
tions mesurables est dite de type faible (p,q) s’il existe C' > 0 tel que pour tout f € LP(R"™),

Ol

Vt>0,)\Tf(t)§< .

Lorsque ¢ = +oo, T sera dit de type faible (p,00) si elle est de type fort (p,o0).

Remarque. — Au vu du lemme 1.1.1, (ii), toute application de type fort (p,q) est aussi de
type faible (p, q).

Considérons maintenant une application 7" définie de LPo(R™)+ LP1(R") (1 < pp < p1 < 00)
dans l'espace des fonctions mesurables sur R™. Supposons que pour tous f, g et pour tout
x € R” on ait :

(1.1.1) T(f+9) (@) <|Tf(x)] +[Tg(z)| .
Soient 1 < gp < g1 < oo tels que po < qo et p1 < 1.

Théoréme 1.1.4 (Marcinkiewicz). — Si T est a la fois de type faible (po,qo) et (p1,q1)
alors pour tout p €|pg, p1[, T applique LP(R™) dans LI(R™) avec

1_1 <1 1><1 1) P1Po
q q0 q0 q1 bo P/ P1—Do

et est de type fort (p,q).

1 1 1 1 1 11
Remarque. — Si— = —(1—-60)+60—, alors — = —(1—60)+6—, ce qui exprime que (;)
Po b1 g 4o a1 pg
1 1 1 1
est sur le segment de R? qui joint <7> a <7> En particulier si pg = qo, et p1 = q1,
Po 4o b1 ¢1
alors p = ¢q.

1.2. Preuve du théoréme

Donnons d’abord une démonstration dans le cas ou py = g et p1 = ¢1 < o0, ce qui
permettra ensuite de mieux comprendre le cas général.
Pour a > 0, on pose :

f() si|f(z)| >«
fo(z) = { 0 silf(@)|<a et fi(z) = f(z) — fo(x).

Pour pp < p<piet f e LP(R"), on a:
1ollZ, = / F@)Pode < am P f|E, |
|f(z)>a

(1.2.1)
a2, = / F@)Pide < PP |, .
|f(z)<a

On voit donc que fy € LPO et fi € LP' (ce qui redonne au passage 'inclusion LP C LPO 4 LP1).
Si I'on suppose que T est de type faible (p;,p;) (j = 0,1), il existe Cj et Cy tels que :

. \ Pi
(1.2.2) ATg(t)§<C]H€HLPJ> :
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pour g € LPi(R™) (j =0,1).
Puisque f = fo + f1, on a [Tf| <|Tfo| + T f1] et

[ [
Arp(t) < Ay <2) + Arp <2) :

Utilisant (1.2.2) pour fp et fi et tenant compte de (1.2.1) on obtient alors :

Co\™ po ( Cl)“ -
ATf<t><<2 t) /W)Izalf(x)l aa + (26 /Mga'f(””)' dz .

Remarquons que cette inégalité a lieu pour tout « et tout ¢. On choisit maintenant de prendre
a =t et on obtient alors :

Ary(t) < (2C0)™ Xo(t) + (2C1)™ A ()

avec Ao(t) = 0 / () Podz
F@)2a

M(t) =t /If( @

En utilisant le théoreme de Fubini il vient :

00 f ()] 1
—1 0 —po—1
/O tP /\o(t)dts/!f(w)!p (/O P dt) dz < p_po/lf(fv)lpd%’a

puisque p — pg > 0. De méme :

(o] 1
—1 1 - 1_1
/0 PN (H)dt < / |f(z)[P </|f(a:)| PP dt) dx < —p / | f(z)|Pda

puisque p — p1 < 0. En conclusion on a montré que

/ tP—l)\Tf(t)dt < Constante - / |f(z)|Pdz .
0

Avec le Lemme 1.1.1, ceci implique que T'f € LP(R™) et que T est de type fort (p, p).

Avant de donner la démonstration du théoreme dans le cas général, établissons quelques
lemmes préliminaires :

Lemme 1.2.1. — Pour 0 <r < oo, 0 < a3 < ag < 00, il existe une constante C' telle que
pour toute fonction h décroissante et positive sur ]0,00[, on a :

</ooo GUON ?) o (/OOO (17h(o)) ™ it) "

Preuve. — Notons - J
_ 1rp ) 9
A /0 (t h(t)) 2

Puisque h est décroissante on a :
t

(W’“h(t))a1 e /t/2 (51/7"h(s)>a1 % <CiA

et Pestimation est démontrée dans le cas ag = +00.
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Si ap < +00 on écrit :

[ ome)™ = g (™) [ (o)™

et le lemme suit. O

Lemme 1.2.2. — Soit g une fonction croissante positive sur ]0,00[. Alors :

([ ()™ ) <o ([T (rram)™ 2)

pour 0 <r < oo, 0 <a; <ay < oo.

Preuve. — 1l suffit de faire le changement de variable ¢ — 1/t pour se ramener au lemme
précédent. ]
Démonstration du théoréme. — a) Supposons ¢q; < +00; pour « > 0 donné, on pose

f@) silf@)]|>a.
fol) = {o s If(@) <o

et fi(x) = f(z) — fo(x). Les inégalités (1.2.1) ont donc lieu. et & la place de (1.2.2), nous

avons C q;
. . ) 5
)\Tfj (t) S < / ||J;]HLPJ) )

pour j = 0, 1. Puisque |TF| < |T fo| + |T f1], on a encore

t t
Arp(t) < Argy <2> + Arpy <2> ;

et choisissant a = vt% (§ > 0 et v > 0 étant des paramétres & choisir ultérieurement), on
arrive a la majoration suivante :

Ary (1) < Const. (170 (1)0/70 + =y (1) /7 )

avec

(12.3) colt) = / f@)Poda
|f(z)|>~td

(1.2.4) o1 (1) = / ()P
|f(z)|<~td

D’apres le lemme 1.2.1 on a :

/ 44—0—1 (wo(t))qo/m dt <C (/ t(q/qo_l)po_lgoo(t)dt>
0 0

Avec la définition (1.2.3), cette derniére intégrale vaut :

(@i )
[ (| dalmmar ) do = [ @)

_ 1
sié:w-@, caralorspo+<q—1>p0:p~
pP—Po Qo o \qo

q0/po
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De méme d’apres le lemme 1.2.2 on a :

[ee) [ee] q1/P1
[T aso ([T iominspma)”
0 0

/OO t(q/qlfl)plflgol(t)dt :/ |f ()P </OO (Q/‘hl)plldt) de
0 (I

et

t
f(@)|/v)1/°
—ypip / F@)Pde

car avec le méme choix de § on a
1/(q

pts <—1>p1=p~
q1

/ £ Ay ()t < Const. (7777 FI,) " + (v 2 £117,)" ™)
< Const.| |1,

Finalement on a la majoration :

si l'on choisit v = || f||}:;5. Cette estimation se réécrit :

ITfllpe < ClIAlLe
et le théoreme est démontré dans le cas ¢; < oo.
b) Lorsque ¢ = oo, on refait le méme découpage f = fo + f1 avec a = %,
o944 Po_ P
P—Po G P1—P
et v a choisir. On a :

1follZr = #o(t)

/ @)
|f (@) |>~td

1—E2
Il < (380) P IFIRE =1y
De plus par hypothese on a :

t C qo0
Ao <2> §< UHJ;0||LP0> ’

1T fillp < ChllfallLe: -

On a donc A7y, (t/2) = 0sit/2 > C1| fi||Le1, ce qui sera toujours vraisi 1 > 2C1v/, c’est-a-dire
si T est assez petit. Dans ce cas, on a :
11l e

t
)‘Tf(t) < )‘Tfo <2> ’
et comme plus haut on conclut que

% t
/ t N\p <2> dt < oo,
0

et le théoreme est démontré.






CHAPITRE 2

INTEGRALES FAIBLEMENT SINGULIERES

2.1. Inégalité de Young
Théoréme 2.1.1. — Soient p, q, r dans [1,00] tels que 1/p+ 1/q = 1+ 1/r. Alors pour
f e LP(R") et g € LY(R™), lintégrale
h(z) = A flz—y)g(y)dy
converge pour presque tout x, et h € L"(R™). De plus,

12l <[ fllze llgllza -

Preuve. — 1) Traitons d’abord le cas ou r = oo; on a alors 1/p + 1/q¢ = 1. Mais alors
I'intégrale h(x) converge pour tout x puisque f(z — ) € LP et g € L9, et d’apres l'inégalité
de Holder :

|h(@)] < [[f(@ = o ll9lle = [1fllo l9ll 2o -
2) Traitons maintenant le cas ot 7 = 1. On a alors r = p = ¢ = 1. L’intégrale double

/ [f (@ =yl lg)ldedy = || Fll 1 9]l 1

converge d’apres le théoreme de Fubini.
Par conséquent l'intégrale /|f(x —y)| lg(y)|dy converge pour presque tout z. Par suite

I'intégrale définissant h converge absolument pour presque tout x et

Ih(z)] < / & — )] [9(v)ldy
[ n@ldz < [[ 116 = )l lgtw)ldzdy 11,1 gl

3) Nous supposons maintenant 1 < r < oo, et alors p et ¢ sont aussi finis. On écrit :
[f (@ =y)gW)| = ea(y) - uly) ,
avec . (y) = |f(x =) ()",
buly) = |f(x = )P g ()
(On remarquera que p < r et ¢ < r.)
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On a:
(z()" = |f(z = y)[Plg(y)|? .

Puisque |f[P et |g|? sont dans L'(R™), d’aprés le raisonnement du 2) on voit que ¢, € L”
pour presque tout x et que :

(2.1.1) // loa()|ddy = £ g%

Montrons que v, (-) est dans L™ (R™), pour tout 2 € R™. (' exposant conjugué de r : 1/r' =
1—1/r). On a, en effet :

1 1 1

Posonsr'(-) :7>0’7~/<l_l> =150,
p T s

Remarquons alors que :

1 1 (1 1 2 / 1
-4+ —=7r" |-+ =-==)=7r"|1—-—=]=1.
s 1 p q T r

On est donc dans la situation du 1) et on a :
1/s 1/t
Jiwator an< ([ 1 -wran) " ( [lawra)
soit :

(2.1.2) 1)l dy < 171 1912

D’apres (2.1.1), pz(-) € L"(R™) pour presque tout z, donc avec (2.1.2), ¢z (-)15(-), c’est-a-
dire | f(x — y)g(y)|, est mtegrable pour presque tout x. On a aussi :

ol (f \my)r’"dy)l/r ([1etoran) "

et
[n@rds < [[lewrasiz ol
ou enfin :
p(i+L a(t+%
il < IS5 gele o)
. 1 1 1 1
On conclut en vérifiant que p| —+ — ) =1letqueg| -+ — | =1! O
r  sr! rotr

2.2. Noyaux faiblement singuliers

Le théoreme 2.1.1 admet la généralisation suivante :

Théoréme 2.2.1. — Soient 1 < p < oo, 1 <g<ooetl <r < oo telsquel/p+1/q=
1+ 1/r. Soit g € LYR™) et soit f mesurable telle que :

p
vVt >0, )\f(t) < <C;1>
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Alors lintégrale h(x /f T — y)dy converge pour presque tout x et on a :

C T
VE> 0, A(t) < (“!“’”L) ,

ot v ne dépend que de p, q, v et n. En outre, si 1 < q < oo, alors h € L"(R") et
120l ey < ' Crllgll paqrny -
ot v ne dépend que de p, q, r et n.

Démonstration. — Remplacant f par f/Ci et g par g/| gl on voit qu’on peut supposer
que

Cr=lgllp.=1.
Pour a > 0 (& choisir) fixé on pose :

@) sl >
fl(“””):{o i £(@)] <

et f(z) = fi(x) + fa(z). On a:

e (b Af(a)  pourt<a,
nlt) = Ar(t)  pourt>a,
et
Mgy (F) = Af(t) = Ap(a)  pourt < a,
R 0 pour t > «v .

Par conséquent :

| fill 2 —/O /\fl(t)dt_aAf(a)Jr/ Ap(t)dt

«

et puisque A\f(t) <t7P et p > 1, il vient :

(2.2.1) Ifill o < ]%akp .

Notant ¢’ Pexposant conjugué de ¢ (1/¢' =1—-1/¢=1/p—1/r),ona:q¢ >pet
/

‘g [T wat < g [l = T
Hf2HLq/—q ) £ (0)dt < q ) —q’—pa )

d’ou

(222) 1foll o < e/

Pour établir (2.2.2) on a suposé que ¢ < oo, mais si ¢ = oo on voit immédiatement que
p que g q q

(2.2.2) a encore lieu avec v = 1).
Puisque f = f1 + f2 on voit que h = hy + hy avec :

/fg%'— y)dy

le sintégrales convergeant (absolument) pour presque tout z ; en outre on a hy € L et hg € L™
avec :

1hallze <Al < el P

_ /
holl oo <% [ foll o < 2P/
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D’apres le lemme 1.1.1, on a :

et
Any(t) =0 sit> Yoo TP/
Par ailleurs on a A (t) < Ap, (t/2) + An, (t/2) et choisissant t = 2y, /7 on voit que

Mn(t) < gt P = g

ce qui démontre la premiere partie du théoreme.

D’apres ce qui précede on voit que 'application linéaire g — h = f x g = T'g est de type
faible (1, p) et aussi de type faible (go, ro) pour tout go < p’ (1/p+1/p’ =1).
Par conséquent, d’apres le théoreme de Marcinkiewicz, elle est de type fort (g,r) pour 1 <
q < qo et go < p’ étant arbitraire, elle est de type fort (¢,r) dés que 1 < g < p'.

(On notera que si 1/¢ = (1 —0) +60/qo, alors 1/r = (1 —60)/p+ 0/r). O
Corollaire 2.2.2. — Soit f(x) une fonction mesurable sur R™ telle que :
C
[f(@)] <€ =
|:L-|n a

pour un 0 < o < n. Alors pour tout q tel que 1 < g < n/a et tout g € LYR"™), f+xg € L"(R™)
avec 1/r =1/q— a/n et
1f =gl <vCllglipa -

Preuve. — 1l suffit de remarquer que

Af@)fgnms{x/|$57az>t}::<7§j)n_a7

n

et d’appliquer le théoreme précédent avec p =

n—ao



CHAPITRE 3

INTEGRALES SINGULIERES DE
CALDERON-ZYGMUND (THEORIE L?)

11 s’agit de définir et d’étudier 'opérateur de convolution avec une fonction f(z), homogene
de degré —n sur R".

3.1. Enoncé du théoréme
On suppose dans tout ce chapitre que

Hypothése 3.1.1. — [ est une fonction homogéne de degré —n sur R™\ {0}, i.e. :
(3.1.1) fAx) =A""f(z) pourx € R", x#0 et pour A >0 .

En outre f est de classe C' sur R™\ 0 et, en notant ¥ la sphére unité,
(3.1.2) / f(o)de =0
%

Dans (3.1.2), do désigne la mesure sur ¥ correspondant & la décomposition dz = "~ 'dr-do
en coordonnées polaires x = ro, r = |z|,0 = x/r € 3. Notons que 'on pourrait affaiblir cette
hypothése de régularité C. Un régularité C%, avec a > 0, suffirait (Exercice).

Pour préparer le chapitre suivant et comprendre I'importance de (3.1.2), on note que (3.1.1)
implique que que pour tous 0 <r < R < ocoon a:

(3.1.3) /<| KRf(x)dx = log § /Z flo)do ,

La condition (3.1.2) veut simplement dire que ces intégrales sont bornées.
Pour € > 0 on pose :

(3.1.4) fo(@) ={ o E: o

La stratégie générale est de commencer par étudier la convolution par f. puis de faire tendre
e vers 0.

On note C& (R™) I'espace des fonctions de classe C! & support compact sur R”.

Lemme 3.1.2. — Soit p € C}(R™). Alors f.* ¢ € LP pour tout p > 1 et la limite lir% fexo
E—
existe dans LP pour tout p > 1. On notera Fyo = lin(1) fex .
E—>
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Preuve. — On a fox@ = fixo+(f-— f1)*. Puisque fi € LP pour tout p > 1 et que p € L,
fi* @ € LP pour tout p > 1. Par ailleurs f. — f1 est a support compact dans la couronne
e < |z| <1, et ¢ a support compact (disons dans la boule {|z| < A}). Donc g. = (f- — f1) * ¢
est & support dans la boule de rayon A+ 1. On a :

slo) = [ Fwele- vy
e<]y|<1
et a cause des propriétés (3.1.3) et (3.1.2) on a aussi :

ge() = / F() (o(z —y) — o(@)) dy .
e<|y|<1

Puisque ¢ est de classe C! et & support compact, il existe C' > 0 tel que :
Ve e R", Vz e R, |p(z —y) —p(z)| < Cly| ,

et on obtient :

sl <C [l
e<|y|<1
Mais d’apres (3.1.1) on a :
(3.1.5) |f(y)] < Iyl_”lglgglf(a)l :

et puisque |y|~"*! est intégrable sur la boule unité, on voit que les g. sont bonrées en norme
L. En outre on obtient de méme

10:(2) — gur(a)] < C / "y

e'<|yl<e

ce qui montre que g. converge vers g(z) = / fW) (p(z —y) — p(x)) dy dans L.
yl<1

Puisque g et g sont & support dans la boule {|z| < A+ 1}, g — ¢ dans LP pour tout
p>1. ]

Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :
Théoréme 3.1.3. — Il existe une constante C telle que pour tout p € CE(R™) on ait :

1Felr: < Cllellze -

Par suite, F se prolonge en opérateur borné de L*(R™) dans lui-méme.

3.2. Le Lemme de Cotlar-Stein

La démonstration du théoreme ?7? repose sur le

Lemme 3.2.1 (Cotlar—Stein). — Soient Ty, Tx1, ..., Ty une famille d’opérateurs bornés
dans L*(R") telle que

ITE T < w(k —4)

1T Tl < w(i — k)
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ot w est une application de Z dans Ry. Alors

D Tl <> VW) -

l7I<N ]

J

(les normes désignent les normes d’opérateurs de L?(R™) dans L*(R™)).

Preuve. — On part de la relation suivante :
(3.2.1) IT|? = |T*T| = lim_[[(TT)" /" .
n—-+00
On applique (3.21) aT =T _ny+...+Tn;on a:
@y =Y T, T
—N<ki<N
—N<ji1i<N
*NS'J'nSN

On majore ||TT};|| par w(k — j) et il vient :
(3.2.2) T Ty, - T T || < w(ka — j1)w(ka = j2) - .. w(kn — jn) -
Notant A = > " +/w(j), et majorant [T} || = | T3, Ti, ||'/? < \/w(0) < A, et ||T}, || < A, on

J
obtient aussi :

| T Ty - T3 T, || < Aw(ji — k2)w(jz — ks) ... w(fn—1 — kn)A ,
et avec (3.2.2) il vient :

T Ty - T Ty || < Awlkn — G1)w(n — ko) . w(kn — 5a)) 2
On somme ces inégalités ; si I’on somme d’abord en j,, on voit que dans le membre de droite on
a Aw(kr — j1)w(i — k2) ... w(in—1 — kn))? en facteur de 3 (w(kn — jn))"?, cette derniere
somme valant A. On voit donc qu’en sommant successivement par rapport & jn, kn, jn—1, - -,

j1, on fait sortir a chaque fois la somme de la série A.
A la fin il reste & sommer par rapport a ki, (2N + 1) termes et on obtient ’estimation

I(T*T)"|| < (2N +1)A%" .

Prenant la racine 2n—ieéme et faisant tendre n vers +oo on obtient le lemme puisque (2N +
1)1/271 — 1. L]

3.3. Preuve du théoréme 3.1.3

Revenons aux intégrales singuliéres. On suppose que f satisfait 'hypothese 3.1.1 et pour
J € Z on pose :

0 sinon ,

Fi() = { flz)  si2l < || <27

et on définit I'opérateur 7 par

(3.3.1) Tip=fi*p.
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Il est clair que f; € L*(R™) et T est borné dans L?(R™). En outre on a :

HTj<P”L2 = ||fj * SOHLz < ||fjHL1 lellze
et donc
(3.3.2) I3 < 01532 ey < € & e
-9 g =il pr(rn) 93 <[] <211 z|n = :

Lemme 3.3.1. — Il existe C > 0 tel que pour tous j et k de Z on a :
(3.3.3) TR = 17577 < o279t

Preuve. — Supposons que j — k > 2; I'adjoint T} est 'opérateur de convolution par fi(z) =

Jr(—x); par conséquent 1T} et T;T} sont égaux et représentent l'opérateur de convolution
par :

fisle) = £y G = | RO+ )y
On a donc la majoration :
(3.3.4) 1T = TN < el -
Or f; est a support dans la couronne 2/ < |z| < 27t et fi & support dans la couronne
2k < |z| < 251 Par conséquent fjx est a support dans la couronne

T = {a: /20— okt < |y < 93t +2k+1} .
Considérons alors la couronne :
I — {w /2 4okt < |z| < 23+ _2k+1} 7

de sorte que pour tout z € T” et tout |y| < 2! on ait 2/ < |z + y| < 27T, Pour z € I on a
donc :

fnla) = [ TS+ )dy
2’“§\y|§2k+1

et avec la propriété de moyenne nulle,
fnla) = [ R0 (e +9) — () dy
2k§\y|§2k+1

Pour o sur la sphére unité et pour |u| < 1/2, on a |f(c + u) — f(0)| < Clu| puisque f est de
classe C! sur la couronne 1/2 < |z| < 3/2. Par homogénéité on voit que :

(3.3.5) [f(z+y) = f) < C |$||Z|+1 ’

pour [y| < |z[/2.
Puisque k < j+2, pour z € I et |y| < 2¥+1 on a bien |y| < |z|/2 et en appliquant I'inégalité
(3.3.5) et la majoration (3.1.5) on trouve que :

Co  y| Cs

elx)] < <
‘fj7k< )’ —= /2k<|y<2k+1 |y’n ‘.’L’|n+1 Y= |.’L”n+1

ok
On a alors :

d .
(3.3.6) / | fje(z)]|da < / 032ka+1 < Cy2F
r || >27 |z]
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Par ailleurs on a |fj(z +y)| < C27™ et donc puisque

d
/ —gi = Const. ,
ok <y|<2k+1 (Y|

on a |fjx(z)| < C527™. Par conséquent,
Hfj,kHLl(F\F/) < 05 2—nj mes (F \ F,> .

La mesure de la couronne r < |z| < R étant Const.(R" — r™), et I' \ IV étant la réunion des
deux couronnes

o —oF L | < 27 4 2Rl oI FL okl ) < i gkt
on voit que
ikl oy < € ((1420179) " = (1= 26410)7)
Utilisant que pour t < 1/2ona: (1 +1¢)" — (1 —¢)" < Const.t, on obtient
||fj,k: |L1(1"\1"/) < C2k_‘j y

ce qui avec (3.3.6) montre I'inégalité (3.3.3) lorsque j — k > 2. Si k — j < 2, il suffit de
permuter le role de j et k, et si |j — k| < 1, il suffit d’appliquer (3.3.2). Le lemme est donc
démontré. O

Démonstration du théoréme. — D’apres le lemme de Cotlar—Stein, si ’on pose :

N
Y filr)=fx)  si2N <z <2VH

gN(m) = j=—N
0 sinon ,

et si 'on note Fy 'opérateur de convolution avec gy, il existe C' indépendant de N et ¢ tel
que :
(3.3.7) IEnellz < llellz:
pour tout ¢ € L?(R™).
Mais pour ¢ € C}(R™) on sait d’apres le lemme 3.1.2 que Fy¢ converge vers Fo dans
L?(R™). Passant a la limite dans (3.3.7) on obtient :
1Fell2 < llellz

avec la méme constante C. OJ






CHAPITRE 4

DISTRIBUTIONS DE TYPE 0

Le but de ce chapitre est de généraliser les résultats du chapitre précédent au cas de
la convolution par certaines fonctions non homogenes, “les distributions de type 0”7, (voir
corollaire 4.4.3). On étudie aussi leur transformées de Fourier.

4.1. Parties finies

Soit f(x) une fonction mesurable sur R™ qui vérifie pour une constante Cjy convenable
(4.1.1) vz € R", |f(x)

f définit une distribution sur R™\ {0}, mais par sur R™ car elle n’est pas (forcément) intégrable
au voisinage de 0. Cependant il existe des distributions 7' € D'(R") dont la restriction &
R™\ {0} est f : en effet, 'intégrale

(4.1.2) - f@)p(x)dx
converge si p € C§°(R"™) est telle que p(0) = 0, car au voisinage de 0 on a alors | f(x)p(x)| S
1/|z|" 1 et 1/|z|"~! est intégrable.

Mais la condition ¢(0) = 0 définit un hyperplan de C5°(R"), notons-le E; choisissant
0 € C(R™) tel que (0) #0 (6 € E), on a C°(R") = E & RO et pour définir la distribution
T, il suffit de définir (T, ¢) par la formule (4.1.2) si ¢ € E, et de donner une valeur arbitraire
a (T,0).

On peut aussi procéder de la fagon suivante : soit # une fonction mesurable bornée a support
compact (nulle pour |z| grand) qui vaut 1 sur tout un voisinage de 'origine. Alors :

Proposition 4.1.1. — Si f vérifie (4.1.1), lintégrale
(4.1.3) (Ty, ) = A f(@) (p(x) — ¢(0)0(x)) dz
converge pour tout ¢ € CE(R™) et définit une distribution Tp. Si 0 et §' sont deux fonctions

comme indiquées ci-dessus, alors il existe a € C tel que Tyr = Ty 4+ ad, ot § désigne la masse
de Dirac a l'origine.
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Preuve. — Soient A et ¢ tels que §(z) = 0 pour |z| > A, et O(x) = 1 pour |z| < e. Les
intégrales suivantes sont évidemment convergentes “

/ f(x)p(z)dz , et p(0) / f(2)0(z)dz .
| >e e<|e|<A

Pour |z] <e,on a:

et I'intégrale

dx
/|:B|<€ @)l lolz) = @(0)]do 5 / T <

| <e 7|71

converge. Par conséquent l'intégrale (4.1.3) converge et

(T )] < € (maxlp(o)] + max V()] )

avec C' indépendante de ¢ si le support de ¢ reste contenu dans un compact fixe, ce qui
montre que Ty est une distribution.
Enfin, il est clair que :

(To — Ty o) = (0) / (6(z) — 0'(2)) f(x)de |

I'intégrale étant bien convergente puisque 0(x) —6'(x) = 0 a la fois pour |z| grand et pour |z|
petit. O

Définition 4.1.2. — Dans la suite, on note Ty = pfy f.

4.2. Distributions de type 0

Définition 4.2.1. — Une distribution de type 0 sur R™ est une distribution T € D'(R™)
telle que :
i) la restriction de T a R™ \ {0} est une fonction mesurable f, et il existe Cy tel que

(4.2.1) Ve e R", |f(x)] < |C|21 ;
x
ii) pour toute v € CG°(R™), il existe C tel que
(4.2.2) Vi >0, (T,p)] <C,

ot l’on note pi(x) = p(z/t).

Proposition 4.2.2. — Soit T € D'(R™) dont la restriction ¢ R™\ {0} est une fonction f qui
vérifie (4.2.1). Alors T est une distribution de type 0 si et seulement si les deux conditions
sutvantes sont satisfaites :

i) il existe C1 > 0 tel que :

(4.2.3) Vi, V', 0 <t <t < oo,

it) T est de la forme pfy f + ad.
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Preuve. — a) Supposons que f vérifie (4.2.3), et montrons que T' = pfy f est de type 0. Pour
¢ € Cg°(R™) a support dans la boule {|z| < R} et telle que p(0) =0, on a |p(z)| < C|z| et

d Rt q
(T, o1 SCCo/lx! SRt'x’x:C’/ Sdz=C'R .
t ]:E\" 0 t

I suffit donc de montrer (4.2.2) pour une fonction ¢ € C3°(R") telle que ¢(0) = 1. On
prendra ¢ & support dans la boule {|z| < 2} valant 1 sur la boule {|z| < 1}. Soient € > 0 et
R > 0 tels que §(z) = 0 pour |z| > R et (x) =1 pour |z| < e. Pour t < £/2, on a alors

x
Ty = [ f@e(f)do- [ fa)e0d
t<|z|<2t 2t<|z|<e
o) [ @b
e<|z|<R
La premiere intégrale se majore en valeur absolue par :
C 2t q
(4.2.4) |y<,o\|Loo/ Co gy — c/ T o
t<lzj<2t |2|" ¢ T

La seconde intégrale est bornée par hypothese et la troisieme ne dépend pas de .
Pourt > R, on a

(T, 1) = / RS /t<x|<2tf(x)<p () da - / IR CUETS

La premiere intégrale est bornée par hypothese, la seconde se majore par (4.2.4) et la troisieme
ne dépend pas de t.
Poure <t < R,on a:

Ty, )| < (max [io] + max|6]) / _ f@ds.

ce qui achéve de montrer que (4.2.2) est satisfaite.
Par ailleurs on a (9, ¢;) = ¢(0) pour tout ¢ et § est une distribution de type 0. En conclusion
on a montré que si f vérifie (4.2.1) et (4.2.3), les distributions pf, f + ad sont de type 0.

b) Inversement, donnons-nous 7" de type 0. Fixons ¢ € C5°(R"™) a support dans la boule
{Jz| < 2} et valant 1 pour |z| < 1. Alors ¢ — ¢ est a support compact dans R™ \ {0} et

T = [ 1) (e) -0 (7)) o

Pour ¢t <1/2,on a:

/ f(@)dz = (T, 0 — 1) — / f(@)p(x)de
2t<|z|<1

1<z|<2

@ (10 (7))

Dans cette somme le premier terme est borné par hypothese, le second ne dépend pas de t et
le troisieme se majore comme en (4.2.4).
Pour t > 2, on a :

/1<|x|<t fx)dz = (T, — 1) — /t<|x|<2t f(@)e (%) dx + /1<|x|<2 fl2)p(z)d
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et on voit donc que les intégrales / f(z)dz sont bornées uniformément pour t > 2; elles
1<|z|<t

le sont également pour 1 < t < 2, et on a donc démontré que la fonction f vérifie (4.2.2).

Pour achever la démonstration, il nous faut vérifier que 1" est de la forme pf, f + ad; mais

la distribution S = T — pfy f est nulle sur R™ \ {0}, et de type 0 puisque T et pf, f le sont.

Puisque le support de S est (au plus) 'origine, S est une combinaison linéaire de dérivées de

la masse de Dirac :
S= 3 an®.
la|<N
Avec la méme fonction ¢ que plus haut (valant 1 pour |z| < 1), on note ¢! (z) = z*
alors :

o(x), et

(S, = (=1)llat agtlol
Puisque S est de type 0, ceci doit étre borné lorsque ¢t — 0, ce qui implique que a, = 0 pour
a#0, et S =agd. O

Remarque. — Si T est une distribution de type 0, pour ¢ € C§°(R") tel que ¢(0) =0 on a

(T,p) = /f(:v)go(x)dx .

En effet, il suffit de dire que T est de la forme pfy f 4 ad et d’appliquer la définition (4.1.3)
de pfy.

4.3. Convolution et transformation de Fourier

Pour étudier la convolution par des distributions de type 0, on utilise la transformation
de Fourier qui donne une caractérisation simple des opérateurs de convolution bornés sur
L2 (R™).

Rappelons que si T € &’ et ¢ € S, alors la convolution T * ¢ est définie par la formule
(T % @)(z) = (T,p(x — ) et Txp € C®°NS'. En outre, en notant ~ la transformation

— ~

de Fourier, on a T x ¢ = T'®, ce dernier terme étant défini comme la multiplication d’une
distribution 7" par une fonction C*°, @.

Théoréme 4.3.1. — Soit T € §’. Pour qu’il existe C > 0 tel que

(4.3.1) VpeS, Txpel® et Tl <Clolp

il faut et il suffit que T € L™. Dans ce cas, lopérateur u — F~! (fﬁ), borné de L? dans
L?, prolonge a L? Dopérateur ¢ — T * .

Preuve. — Par transformation de Fourier, (4.3.1) est equivalent a

(4.3.2) VoeS, ToelL? et Hﬁp(

L <Clelle

ce qui est clair si T e L.
Inversement, (4.3.2) implique que pour tout ¢ € S,

(4.3.3) (T, 0%)| =|(Te,0)| < Cllel3.
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On choisit une fonction ¢ € C§°(R"™), paire et telle que [|¢|;2 = 1. Pour § > 0 on note
os(x) = 67 "/2p(x/8) de sorte que ©2 est une approximation de l'indentité. En appliquant
(4.3.3) & ps(x — -), on en déduit que

(4.3.4) ¥8>0, Yz eR", [(T*¢})(z)| <C.
Les fonctions T ¢2 sont donc uniformément bornées dans L°°(R™). Pour ¢ € S, on a

(T @}, ) = (T, p}x).

Comme ¢? 1)) converge vers ¢ dans S, on déduit de (4.3.4) que
Vo es, [(T,¥)] <Ol

ce qui implique, par densité de S dans L', que Te L>®(R™). O

Toute distribution de type 0 est somme d’une distribution (de type 0) & support compact
et d’une fonction de L?. Par conséquent elle est tempérée et on peut considérer sa transformée
de Fourier. En particulier, si T' = pfy f 4+ ad est une distribution de type 0, on a :

(T * 9)() = ap(z) + / () (ol — ) — (@)8(y)) dy

—

et T x (&) = f(f)@(f%

4.4. Distributions régulieres de type 0

Définition 4.4.1. — Une distribution T de type 0 sera dite réguliére jusqu’a l'ordre k > 0
si sa restriction f a R™\ {0} est de classe CF et vérifie :
C

(4.4.1) Vo 70, Yo, Ja] <k, 102/@)] < g

Nous étudions dans ce paragraphe les transformées de Fourier des distributions régulieres
de type 0. Le premier résultat est le suivant.

Théoréme 4.4.2. — Soit T une distribution de type 0 réguliére d’ordre 1. Alors sa trans-
formée de Fourier est une fonction de L (R™).

Avec le théoréme 4.3.1 on en déduit le résultat suivant qui étend le théoréme 3.1.3 du
chapitre précédent.

Corollaire 4.4.3. — L’opérateur de convolution par une distribution de type 0 réguliere
d’ordre 1 est borné sur L*(R™).

Preuve du théoréme 4.4.2. — Introduisons a nouveau une fonction ¢ € C§°(R") qui vaut 1
pour |z| <1 et 0 pour || > 2. On notera T = @(x/N)T.

Tn est une distribution & support compact, sa transformée de Fourier est donc une fonction
réguliere et on a :

(4.4.2) Tn(§) = (T, e %) = (Top (1) 7).
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On vérifie que Ty est une distribution de type 0, dont la restriction fy a R™\ {0} est
fn(z) = p(x/N)f(x). On a en effet

(4.43) |mmufﬁ

avec Cy indépendant de N. En outre :

zUN_¢<%)§£+U£@£(%)f@y

(%] 8£Cj Nal‘j

Puis e@gp(x) 0 sauf lorsque N < |z| < 2N, on a 1890(33) , et avec (4.4.1)
uisqu — | = 0 sauf lorsqu x na|——|(— Vi 4.

q ox;j d - N Ox; = o] | '
on voit que :

Ofn Ch

4.4.4 e —_—
(444) Ox; (x)’ = |t

avec C7 indépendant de N.
On vérifie enfin en utilisant (4.2.2) que l'on a :

(4.4.5) (TN, o) < Co

avec (9 indépendant de N et t.
Revenant & (4.4.2), on peut écrire pour £ # 0 :

Tn(€) = (T, p([¢])) + <TN, p(zl]) («‘fm'5 - 1)>
+ (T, (plale) = D e=€) .

Le premier terme est de la forme (T, 1), avec t = 1/[¢|, et se majore donc par Cs.
Pour |z||¢] <2, on a |7 — 1\ < |z| [€] et on majore le deuxiéme terme par :

2/l¢
/ 02 ] < 00/ €]dr = 207 .
12| [¢]<2 !37\

Quant au troisiéme terme, il s’écrit :

1(€) = /em'5 (p(ele]) = 1) fn(x)de
Multipliant par —i{; et intégrant par parties, on trouve

—i§ (&) =L + Iz,

h= [ - plalgh) 2 2w h:—/eMiZ@wwmmm

Compte tenu de (4.4.4), I; se majore par :

C * dr
/ de=cy [ S —cilel,
jal [¢>1 1] el T
et I se majore par :

dp
/1<|x| €1<2 g H Ox;

2/1€| d
W _CS‘§|/ l_CS‘ﬂan-
Loo
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Finalement on obtient que :
& 1(E)] < Cul] -

Sommant en j, il vient que () est lui aussi borné, et on a donc montré que l'on a :
(4.4.6) G

pour tout £ # 0 et tout N. TZ\V étant continue, (4.4.6) s’étend a £ = 0.
Maintenant nous remarquons que T — 77 n’est rien d’autre que la fonction fy(x)— fi(x) qui
est nulle au voisinage de 0. En outre, il est clair r que | IN— N1 converge quand N — 0 dans
L?(R™) vers f — fi = T — Ty. Par conséquent, T T1 € LQ(R”) et TN T1 T - T1 dans
L2(R™). 1l ya d donc une sous-suite Nj telle que TN,C T1 T T1 | presque partout.

OnaT = T1 + T - T1 ; i 1 est une fonction continue bornée et T — T1 S L2(]R”) Par suite
T est une fonction mesurable et TN]c - T presque partout. Mais alors on déduit de (4.2.2)

que ’T ‘ < (5, et le théoreme est démontré. ]
Théoréme 4.4.4. — Soit T une distribution de type 0 réguliére d’ordre co. Alors sa trans-

formée de Fourier est bornée sur R", de classe C*° sur R™ \ {0}, et pour tout multi-indice
a e N

|€’|a| )a?f(g)‘ est bornée sur R"™ \ {0} .
Preuve. — On sait que pour « et 3 multi-indices, |a| = |3,
658?1?(5) = 9P zar i—(al+1B)

Montrons que A% zT est une distribution de type 0, réguliere d’ordre 1. Pour ¢ € C§°(R"),
on a:

(00T, 1) = (=1)VPUT, 20 o) .
Or puisque |a| = |f], on a z20l (p(z/t)) = (950‘85) o(z/t). Puisque ¢ = 2000 € Ce(R™)
et que (7', 9:) est borné, on en déduit que (8E$O‘T, ©¢) est aussi borné.
En outre, la restriction de o2 zeT a Rn \ {0} est &fa:o‘f, si f = T|gn\{0}- Puisque f est C*
sur R™\ {0}, on a ngaf € C*(R™\ {0}). La formule de Leibniz montre que :

otees =Y (1) (g0t

v<B
y<a

et que pour |y| =1,
010)a"f = 3 1+ = /"9
Avec (4.4.1), on voit que 23T est une distribution de type 0 sur R™, réguliere d’ordre 1.
Par conséquent :
BT = (—1)leleP9eT e Lo(R™) .
Puisque l'on a Z €9 > C|¢]1, on conlut que |§]|0‘|8§‘f € L>°(R"™). O
Bl=le

On va maintenant établir des “réciproques” des théorémes précédents.
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Théoréme 4.4.5. — Soit p(§) € L°(R") tel que p|grn\ (0} soit de classe O+l et vérifie les
estimations :

Va, la] <n 41, VE£0, |8p(E)] < Cal¢] .
Alors F~'p est une distribution de type 0, réguliére d’ordre 0.
Preuve. — Soit T = F~1p, et soit p € C§°(R"). On a :

(T, ) = (0, F¢)
et donc
(T, 1) = (0, F (1)) -
On a:

Fle)(©) = @0 [ (7) de
= (27r)"t”/em'§g0(x)d:z = t"FLp(t) ,

et || F 7 o) o= 7l 0 < o0
Donc on a :

(T, o] < lpllp |FH )| 1 < Ipllpee [|F 740l s

et la condition (4.2.2) est satisfaite. Il nous reste a montrer que f = T'|gn\ {0} est une fonction
de LS et vérifie (4.2.1).
Introduisons & nouveau une fonction ¢ € C§°(R™) qui vaut 1 pour |z| < 1 et 0 pour |z| > 2.
On introduit les fonctions py (&) = @(§/N)p(€). On a py € L™ et

(4.4.7) lpn oo < Pl pee = Co -

En outre py est de classe C™ 1 sur R™ \ {0} et vérifie :

(4.4.8) VN, Va, o <n+1, V€ #0,

o &
85PN(€)‘ < W :

En effet, on a :
1
opn(§) = Z (g) NIAl (3590) (é) 0 Pp ..
BLa

Utilisant 'hypothése sur les 9% ?p et le fait que N < |€] < 2N sur le support des dérivées de
¢, on obtient (4.4.8).
Notons Ty = F~1py € C*®(R"). On a

(4.4.9) Ty (z) = / e Epn (€)dE

(convention : d& = (2m)"d¢)
L’intégrale de (4.4.9) converge absolument, puisque py est borné et a support dans la boule
{l¢] < 2N},

Pour x # 0, on coupe cette intégrale en deux : Ty (z) = T} + Ts, avec

T - / e Eo(|2l€)pn (E)AE 5 Ty = / e (1= (|€)) p (E)dE -
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On majore :
(4.4.10) ITy| < / Cod€ = Cl|lz|™™ .
l€1<2/|z|
Pour a de longueur || =n+ 1, on a :
0Ty = il [0 (7€) (1 p(lale)) pu(€)ae
=il [ e (1= p(lale)) ogp(©)a€
sl S () 0Pl [ e (9%) (el o

0<B<La
Avec (4.4.8), on majore la premiére intégrale par :

1 ,
d¢ = Cylx| .
/|é>1/|x| [+ i

Puisque les dérivées de ¢ sont & support dans la couronne {1 < |{] < 2}, on majore les autres
termes par :

ol [ Calel =+ = Ol
1/]x|<[§]<2/|=]|

En conclusion, pour tout «, |o| =n+1,0on a:
(4.4.11) || |I2| < Cslx| .
Notant que |z|**1 < Cy Z ||, en sommant on obtient que :
laj=n+1
l2|"T || < Cslz|, donc que |Io] < Cslz|™™
et avec (4.4.10), on vient de montrer qu'’il existe Cg tel que pour tout N et tout x # 0, on a :
(4.4.12) |Tn(x)] < % .

[

Il nous reste a passer a la limite quand N — oco. La fonction py — p; est nulle pour |£| < 1,
de classe O™, et

pour o] =n+1, |98 (pxy —p1)| < Cyle|~ D

On voit alors que J¢ (pn — p1) converge dans L' (R™) vers ¢ (p — p1). Par Fourier inverse, on
voit donc que z® (T —171) converge vers ®(T'—T7) dans L>°(R™). Par conséquent (Ty —11)(z)
converge vers (T—T7)(z) pour z # 0, uniformément sur tout compact de R™\{0}. On en déduit
que T'|gn\ (0} est continue et passant & la limite dans (4.4.12), on obtient : [f(x)| < Cglx|™",
pour x # 0. O

On énonce maintenant une réciproque exacte du théoreme 4.4.4 :

Théoréme 4.4.6. — Soit p € L*°(R"™), dont la restriction a R™\ {0} est C*°. On suppose
en outre que pour tout o € N", la fonction |§]|a|8?p(£) est bornée sur R™ \ {0}.
Alors F~'p est une distribution de type 0 réguliére d’ordre co.
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Preuve. — Soient j et k deux entiers de {1,...,n}. Notons h = gj(%

R\ {0}’ et g la distri-
bution Q% € D/(R"). h est bornée sur R™ \ {0} et définit une distribution h sur R"; on a

en fait (exercice) ¢ = h € L™(R").
En outre, g est C* sur R™ \ {0} et

o _ ¢ o0 0P a—(j) Op
ot (j) est le multi-indice (0,0, 1,0,...,0), avec le 1 en j ™ position.

On vient de démontrer que si p vérifie les hypotheses du théoreme, alors a%k(f ip) les vérifie
aussi. Par récurrence sur m € N, on voit que les distributions ag(gﬁp) pour |a| = |B| = m les
vérifient aussi. Par conséquent, en vertu du théoreme 4.4.5, T = F~!p est une distribution
de type 0, et il en est de méme de 2298T pour |a| = |B]. En outre, (a;aaﬁT)mn\{o} =
2282 (T|Rn\{0}) est continue; on voit donc que f = T'|gn\ o} est C°° sur R™ \ {0} et que
20 f(a)] < T8

=

Sommant pour les |a| = ||, on voit que

Cup
|| 1B] ’

851”(9:)) <

ce qui achéve de montrer que T est réguliere d’ordre cc. ]



CHAPITRE 5

INTEGRALES SINGULIERES. THEORIE L?

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 5.0.7. — Soit T une distribution de type 0 sur R™, réguliére d’ordre 1. Alors
pour tout p, 1 < p < oo, il existe C), tel que :

Vo € Cgo(R), ([T * ¢l < Cpllells

et lopérateur ¢ — T * ¢ se prolonge en opérateur borné de LP(R™) dans lui-méme.

Notons que le cas p = 2 a été établi au chapitre précédent (cf corollaire 4.4.3). On va montrer
que T est de type faible (1, 1) et appliquer le théoréme de Marcinkiewicz pour conclure lorsque
p €]1,2]. Pour p > 2, on procede par dualité. La preuve du type faible (1.1) repose sur une
décomposition des fonctions due a Calderon et Zygmund

5.1. Décomposition de Calderon-Zygmund d’une fonction

Théoréme 5.1.1. — Soit f une fonction intégrable sur R™, et soit o > 0. Alors il existe
une décomposition

R'=FUQ, FNQ=10,
telle que :
i) |If(@)<app el
i) mesQ < a”t | fllpa
iii) ) est une réunion finie ou dénombrable de cubes Q;, deux a deux disjoints, et pour

tout j :
1
a< / |f(x)|de < 2" .
mes Q) Q;

Preuve. — On fixe dg assez grand pour que
(5.1.1) 17111 ey < 02705
et on décompose R" en la réunion de cubes deux a deux disjoints de coté de taille §y :

R" = U QO,V )

veEZ™

avec

Qo ={r € R" [/ dov; <zj <do(1+vj ), pour j=1,...,n} .



34 CHAPITRE 5. INTEGRALES SINGULIERES. THEORIE LP

A cause de (5.1.1), on a pour tout v,
@
_— flx)|dx < 2" .
mes Qoy o, |f ()]
On note Agy ’ensemble des indices v € Z" tels que
1

_ x)|de > a
e /Q G

et Ay = Z" \ Ap. On découpe chaque cube Qo pour v € Aj, en 2" cubes égaux, de coté de
taille 01 = dp/2,

(5.1.2)

(5.1.3)

QO,Z/ = U Q1,2u+,u ;
o
ou p parcourt I’ensemble des mulit-indices de Z™ dont les composantes sont soit 1 soit 0, et
ou
Qi ={reR" /ov; <zj <bi(l+v)), pour j=1,...,n} ,

si bien que 'on recouvre

Fp:=R"\ U Qo,v

vEAp

par des cubes @)1, v variant dans un ensemble d’indices By € Z".

Pour v € Afj, on a :
1

—_— x)|lde < .
megys o, M@l <

Donc si Q1,7 C Qo,v, on a :
(5.1.4) 1/ 1 (2)]dz = 2n/ f(2)ldz < 2" .
mes (1, Q1 mes Qo Q1
On note maintenant A; 'ensemble des indices v € By tels que
1

_ x)|de > o,
O /Q 1)

et A} = By \ A;. On découpe maintenant les cubes Q1, (v € A)) en 2" cubes égaux de coté
02 = 91/2, etc. Plus généralement, on montre par récurrence sur j que l'on décompose R™ en :

(5.1.5)

(5.1.6) R'=|(JQu|u.cu|l U@Qw|u| U@ .

veAo VEA; veA,

les cubes Q. (v € Ay, k=0,...,jetv e A;) étant deux & deux disjoints, de coté 2755, et
tels que :
i) pour tout k =0,...,j et v e A :

1
5.1.7 a</ z)|dr < 2"« ;
(5.1.7 e L)

ii) pour tout v € A;.,

1
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On a vérifi¢ que cette propriété est vraie pour j = 1. Si elle est vérifiée au rang j, on découpe

les cubes @, de v € A’ en 2" cubes de c6té J;/2 = 20U+ g, : appelons-les Q11 (v € Bjt1).

Comme on a montré (5.1.4), on voit que :
1

VU € B‘+ - e—
Jj+1s
mestJrLV

/ |f(x)|dx < 2"« .
Qj+1,u

On appelle A;;1 'ensemble des indices v € Bj1; tels que

1
/ f@)lde > o,
mes Q11,0 Qjt1,v

et A%,y = Bji1\ Ajt1. Les propriétés (5.1.7) et (5.1.8) sont alors satisfaites a l'ordre j + 1.
La décomposition (5.1.6) est donc vraie pour tout j.
Finalement, on note :

(5.1.9) o= U @,

7 VEA]'

et

(5.1.10) F= U Q.
J I/EA;-

si bien que R” = QU F, et que la propriété iii) du théoréme résulte de (5.1.9) et (5.1.7).
La réunion (5.1.9) étant disjointe, on a :

mes () = Z Z mes Qj, ,

J l/EAj

et & cause de (5.1.7), on a mes Q;, < o™ fQ- |f(z)|dz pour v € A;. Par suite on a bien :
IV

1 1
mes < 2 [ f@)ldo = 3 i

Il nous reste a établir le point i) du théoreme, qui va résulter du théoreme de différentiation
de Lebesgue : en effet, on sait que pour f € L', il existe un ensemble N de mesure nulle tel
que pour tout = € N, tout € > 0, il existe n > 0, de sorte que si @ est un cube contenant x
de coté inférieur a 7, on a :

(5.1.11) ‘ !

mes Q)

[ 15wy =17 | <.
Q

Par hypothese, pour tout € F, et pour tout j, il existe un cube Q;, (v € A;) de coté 2796,
qui contient .
Pour z € N, x € F, on déduit alors de (5.1.8) et (5.1.11) que

[f(@)] <a,

et le théoreme est démontré. O
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5.2. Les intégrales singulieres de L' dans L' faible

Soit T une distribution de type 0 réguliere d’ordre 1. Sa restriction f a R™\ {0} est de
classe C'! et il existe Cj tel que

C
(5.2.1) |09 f(x)] < Wiiml pour |of <1, z #0.

On a vu au chapitre précédent que l'opérateur de convolution T x ¢ de C§°(R™) — L?(R") se
prolonge en un opérateur borné de L?(R") dans L?(R™). On notera A cet opérateur.
Nous démontrons dans ce paragraphe le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.1. — Il existe une constante C telle que pour toute fonction ¢ € L>NLY(R™)
et tout A >0, on a :

mes {x € R" / |Ad(z)] > A} < CHi\S”Ll

Démonstration. — Fixons A > 0 et ¢ € L? N L'(R"). D’aprés le paragraphe précédent, il
existe une partition de R"™ = F' U () telle que :

(5.2.2) lp(x)] <X pp.xeF,
1
(5.2.3) mes 2 < ],

(2 est une réunion de cubes @, 2 a 2 disjoints, et pour tout j,

(5.2.4) 1 /QA o(@)lde < 27,

A<
~ mesQ;

On notera y; le centre de Q; et §; son coté; @j désignera le cube de centre y; et de coté 24;,
et O =UQ);.
On remarque que :
mes () < Zmes@j = 2”ZmesQ]~ = 2" mes ),

et donc que :

_ on
(5.2.5) mes < = [0l 11 e -
On définit la fonction g de la maniere suivante :
o(x) pour z € F,
T) = 1
9(x) mj(¢) == o(x)dx pour = € Q.

 mes Qj Q;
En vertu de (5.2.2), on a :

/ l9(@)2dx < A / () ldz < M6l
F F

et en vertu de (5.2.4), on a :

/Q \g(x)|2dac = |mj(¢)]2mes Q; < 22" \2 mes Qj,

J
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donc avec (5.2.3),
[ lot@)Pde < 43l

d’ou finalement,

(5.2.6) 19122y < (1+ 4% X161l g

On pose b= ¢ —g=>_b;, ot bj(x) vaut 0 pour z € Q; et ¢(x) —m;(¢) pour z € Q;. On a :
1302y < 18l 22(q)
HijLl(R") < 2H¢||L1(Qj) )

et

10l L2 ey < N1l p2n) 5
(5.2.7) { L2 (@) L2 (®")

1Bl 1 (gry < 2[1B L2 (rony -
Puisque ¢, g et b sont dans L?(R"), on a Ap = Ag + Ab, avec :
(5.2.8) 149l L2y < CrllgllL2gny -

C; désignant la norme d’opérateur de A de L? dans L?.
En vertu du lemme 1.1.1, on a :

mes{x / |Ag(z)| > ;} < <2”A§’”L2>2 ,

et avec (5.2.8) et (5.2.6), on voit que :

A 4C2(1 +4m
mes {m / |Ag(z)| > 2} < 1(A) 161 1. (gmy -

Comme on I’a déja noté au chapitre 1, on a :

mes (o / 146(0)] > A} < mes (o / |A9(0)] > 5 |+ mes {a / 1] > 5

et pour démontrer le théoreme il nous suffit maintenant de montrer qu’avec une constante C'
convenable, on a :

A C
mes {:U / |Ab(z)| > 2} < by ||¢”L1(Rn) :

Puisque d’aprés (5.2.5), mesQ < 27/ [/l L1 (mn), il suffit en fait de montrer que :

~ A C
mes {o € RU\TL/ |40(0)| > 5 < S 16llsgan

ce qui, compte tenu du lemme 1.1.1, résultera de I'estimation :
(5.2.9) / A < 1 -

On remarque alors que si Q est un cube de R™, si @ désigne le cube “double” de @ (de méme
centre et de coté double) et si h une fonction de L? N L'(R") nulle en dehors de @Q, pour

T & @, on a :
(5.2.10) Ah(x) = / flz—y)h(y)dy.
Q
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En effet, pour ¢ € C5°(Q) on a Ay = T % ¢ et par définition de f = T'|gn\ (0}, la formule
(5.2.10) a bien lieu si h = 9 € C§°(Q). Le membre de droite de (5.2.10) est continu pour la
norme de L' ou L? de h, et par densité, (5.2.10) a bien lieu pour h € L?, nulle en dehors de

Q.
On en déduit que :

(5.2.11) Abj(x) = | flz—y)b;(y)dy = / (f(z —y) = f(z —y;)) bi(y)dy,,
Qj Qj
la derniere égalité r’esultant de ce que fQ]- bj = 0. Pour z ¢ @j, on a pour tout point z du
segment [y;,y] C Q; :
1
2= 21 2 e -y,
et avec (5.2.1) et le théoreme des accroissements finis, on voit que pour x & @j ety € ij on
a:
C6;
|z — gt

[z —y) = f(z—y)| <

Reportant dans (5.2.11) on obtient que pour x ¢ éj :

Csd;

|Abj(z)] < [z —y, T 1611 -

Par ailleurs

0 5.
/ ~]n+1dx§/ ——dr < G,
R\G; 1T — Yjl omy; |58, 1T — Uil

et donc

(5'2-12) ”AijLl(Rn\ﬁ) < ||Abj||L1(Rn\@j) < Cy ||bj”L1 .

Maintenant on remarque que
|mn;s/‘wwwm+mﬂ@m%st;4|wme
7 7
et d’apres (5.2.4) on a :
(5.2.13) 1b;ll ;1 < 2"AmesQ; .

Par (5.2.7), la série > b; converge normalement vers b dans L?(R™); donc la série Y Ab;
converge normalement dans L?(R") vers Ab. Rappelons le lemme suivant d’intégration :

Lemme 5.2.2. — Si u,, est une suite qui converge vers u dans L*(U) et si lunllpry <M
pour tout n, alors |[ul[ 1y < M.

On en déduit alors avec (5.2.12), (5.2.13) et (5.2.3) que l'on a :

14l 11 < 2"ACymes Q@ < 2"Cy [[0]| 1

R"\Q)

c’est-a-dire l'estimation (5.2.9), et le théoreme est démontré. O
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5.3. Les intégrales singulieres dans L?

Soit T' une distribution de type 0, vérifiant (5.2.1) comme au paragraphe précédent.
L’opérateur A est borné de L? dans L?, et si ¢ € L' N L2, A¢ vérifie

(5.3.1) mes{z € R" / |Ap(z)| > \} < C’HfHLl

Autrement dit, A est de type faible (1, 1). D’apres le théoreme de Marcinkiewicz, A est donc
de type fort (p,p) pour tout p €]1,2], et plus précisément pour 1 < p < 2, il existe C), tel
que :

(5.3.2) Vo € LN LP(R™), |4 pogny < Cp lI8ll oy -

(Un lecteur attentif aura remarqué que nous n’avons pas défini A¢g pour ¢ dans L', et nous
n’avons donc pas vraiment établi que A est de type faible (1,1) au sens de la définition du
paragraphe 1. On laisse en exercice la vérification que le théoreme du chapitre 1 admet la
modification suivante : si A est borné de L? dans L? et vérifie (5.3.1) pour ¢ € L' N L?, alors
on a (5.3.2)).

Rappelons maintenant le lemme suivant :

Lemme 5.3.1. — Soit p € [1,2]. Alors la transformée de Fourier applique LP(R™) dans
L' (®R") (1/p+1/p' =1).

Preuve. — La transformation de Fourier est bornée de L' dans L™, et de L? dans L?. Le
résultat suit pas interpolation. O

Revenons a notre distribution 7' de type 0 qui vérifie (5.2.1). Alors, pour ¢ € LP(R"™),
1<p<2, 5 err (R™) d’apres le lemme 5.3.1; puisque T e L>(R™) (chapitre 4), T\a est bien
défini comme une fonction de LP' (R™) et Agp = F~! (fgg) a un sens en tant que distribution
tempérée ; en outre, on a :

Théoréme 5.3.2. — Pour 1 < p < 2, et ¢ € LP(R"), Ap € LP(R"), et il existe une
constante C telle que :

Vo e Lp(Rn)7 ”A¢HLP(R”) < Cp ”‘bHLP(R") :
Preuve. — Définissons, pour N entier :

o(x) silp(z)| <N,
¢N($):{ 0 silo(x)>N.

Alors ¢ € LPN L™ C LP N L% et ¢ converge vers ¢ dans LP(R™).

Appliquant (5.3.2) aux fonctions ¢ — ¢y, on voit que la suite Apy est dans LP, et est de
Cauchy dans LP(R™). Elle converge donc dans LP(R™), vers une limite ¢ € LP(R™), et on a :

(5.3.3) Hw”LP(R") = A}E)noo ”A¢N||LP(Rn) <G H¢||Lp(Rn) :
Puisque ¢ — ¢ dans LP(R"), $N — q/b\ dans LY, et TEN — fq/b\ dans LP'. C’est—a—dire que

Apn — Ag; mais @V — 12 dans L?, puisque Apn — ¢ dans LP. On en déduit que QZ = ;@,
et donc que A¢ = 1, ce qui avec (5.3.3) démontre le théoréme. O
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Il nous reste a étudier le cas p > 2, et pour cela on introduit la distribution S(x) = T'(—x),
définie plus correctement par la formule

(5.3.4) Vi € Cgo(R"), (S,9) =(T,¢),

ot () = p(—x).

Clairement la restriction de S a R"\{0} est f(—z) (si f = T'|gn\(0}) et S est une distribution
de type 0, réguliere d’ordre 1.

Par ailleurs, pour ¢ et ¢ dans C§°(R"™), on a :

(5.3.5) (S*p, ) = (T *1,p).

(Les crochets sont ceux de la dualité D’ x C§°; en fait on sait que S * ¢ et T 1) sont dans
L?, et ces crochets ne désignent rien d’autre que des intégrales).
En effet, par définition de la convolution des distributions, on a :

(Sx @) = (S, @) ; (Tx1h,0) = (T, Pxp).

Par ailleurs :

(% )(—2) = / Pz — y)(y)dy = / (@ + y)0(y)dy

Avec (5.3.4), on obtient alors (5.3.5).
On peut appliquer le théoréme 5.3.2 & la distribution S et & ’exposant conjugué p’ de p, si
2 < p < 00. On obtient alors que, pour ¢ et ¢ dans C5°(R"), on a :

[+ o

Avec (5.3.5) on en déduit que :
[ s vt

Par densité de C5°(R") dans LP' (R™) et utilisant le fait que LP est le dual de L?', on en déduit
que pour ¢ € C°(R"), A
psi =T x1p € LP(R") et :

(5.3.6) [AY] e < Cl1Yll s -

Par densité de C§°(R™) dans L? N LP(R™), cette inégalité se prolonge a tous les ¢ € L2 N LP.
En fait par densité de C§°(R™) dans LP(R"™), on a :

< 1S @l 19l e < Cllell o 10l Lo -

< Clell e 191l -

Théoréeme 5.3.3. — Pour 2 < p < 00, il existe un opérateur ﬁp borné de LP(R™) dans
lui-méme, tel que pour ¢ € L>NLP on ait App = Ad (A est une extension a LP de A opérant
sur L2 N LP).

Remarque. — Pour 2 < p < 0o on ne sait ps tres bien ou se trouve gg lorsque ¢ € LP(R"),
et on ne peut pas définir a priori Ap = F~1 (T\(E), car on sait seulement que T e L>°(R™),

et le produit f$ n’est pas défini sous ces seules hypothese.
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Cependant, et ce sera le cas dans de nombreuses applications, si I’on sait que T e C> (R™)N
L*>°(R™) ainsi que ses dérivées, alors le produit T'¢ est bien défini au sens des distributions et
on a alors Egb =F! (T\QA5>

Les théoremes 5.3.2 et 5.3.3 impliquent le théoreme 5.0.7, nous avons donc atteint le but
fixé au début de ce chapitre.

Insistons pour terminer sur le fait que le résultat est faux pour les indices limites p =1 et
p = o0.






CHAPITRE 6

INTEGRALES SINGULIEBES DANS LES ESPACES DE
HOLDER

Nous continuons a étudier 'action des intégrales singulieres dans les différents espaces
fonctionnels usuels, ici les espaces CH.

6.1. Enoncé du résultat

Dans ce chapitre, nous adopterons les notations suivantes : pour p €]0, 1[, on notera C*(R™)
I’espace des fonctions ¢ continues, bornées sur R” telles que :

_ |6(x) — ¢(y)]
(6] = (Zyy%gw g ST

L’espace C*(R"™) est muni de la norme :

181l cn gy = 1]l oo (rny + (D),

et muni de cette norme, C*(R™) est un espace de Banach ; c’est méme une algebre de Banach.

On notera Cf (R™) ou Clomp(R™) le sous-espace de C*(R™) des fonctions & support compact.
Enfin, Cf!_(R™) désignera l'espace des fonctions ¢ localement héldériennes, c’est-a-dire des
fonctions continues sur R", telles que pour tout compact K C R",

sp 2@ =W
@wekxx |z —yH
Ty
On vérifie (exercice) que ¢ € C} (R™) si et seulement si, pour toute fonction x € C§°(R™),
x¢ € CHR™).
Pour m € Net p €]0, 1, C™H#(R™) (resp. Cf H(R™), C’fgju(R”)) est I'espace des fonctions

de classe C™ sur R", dont les dérivées d’ordre < m sont dans C*(R") (resp. C§f (R™), Cf. .(R™)).
C™*H(R"™) est muni habituellement de la norme :

[Wllcmngn = 3 100l ey + 3 (%61,
la|<m |a|=m

En cohérence avec ces notations, pour m entier CJ7 (R") est 'espace des fonctions de classe
C™ sur R™, C™(R"™) l'espace des fonctionsde classe C™, bornées ainsi que leurs dérivées
d’ordre < m.
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Considérons & nouveau une distribution 7', de type 0 et réguliere d’ordre 1, c’est-a-dire que
f= T\Rn\{o} est de classe C'! et vérifie :

M
(6.1.1) Va, o] <1,z #0, [0°f(2)| £ =
||+l

Fixons # de classe C! sur R, & support dans la boule {|z| < 2}, valant 1 sur la boule unité,
et prenant ses valeurs dans [0, 1]. On a vu au chapitre 4 (proposition 4.2.2) qu'il existe a € C
tel que :

(6.1.2) T =rpfy f+ad.
PourO<pu<letoe C’éﬁ)mp R™), lintégrale

/ F@) (6 — ) — 6(2)0(y)) dy

converge absolument, puisque qu’elle porte sur un ensemble borné en y, et qu’au voisinage de
y=0ona:

M
1f(y) (P(z —y) — ¢(2)0(y))| < P 210l
Par conséquent la convolution
(6.1.3) T+ 0)@) = [ 1) (6l )~ 6(@)0(w) dy + ad(a)
est bien définie, et correspond bien a la convolution 7" * ¢ au sens des distributions si ¢ €

Ci° (R™).
Comme Clomp(R™) C L?(R™), on peut comparer 'opérateur T & 'opérateur A de L? dans
L? défini au chapitre 4. On vérifie (exercice) que pour ¢ € Chomp(R™), on a T * ¢ = A,

Théoréme 6.1.1. — Pour 0 < p < 1, Uopérateur ¢ — T x ¢ opére de Clomp(R™) dans
CH(R™). Si la fonction f vérifie en plus de (6.1.1) la condition :

(6.1.4) [ 1wy < +oc.
ly[>1
alors Uopérateur ¢ — T % ¢ opére de C*(R™) dans C*(R™).

Remarque. — Le résultat est faux pour p =0et = 1.

6.2. Preuve du Théoréme 6.1.1

Au vu de (6.1.3), on peut oublier le terme a¢(z) et supposer que T' = pfy. On a :
(T * ¢)(x) = 1(z) + 2(x), avec :

() = / () (bl —y) — b)) dy.
ly|<1

o) = / F(0) (6(z — y) — (x)8(y)) dy.
ly|>1

(6.2.1) [ ()] < / _ GMIy ™y < M,
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et
2M M
()] < / 2 e dy + / M e )iy,
1<lyl<2 Y] w1>2 Y]
d’ou
(6.2.2) a(@)] < My 8]l oo + Ms 6]l -

Noter que ||¢|| 11 < +o00, puisque ¢ est a support compact.
Ajoutant (6.2.1) et (6.2.2), on voit que T % ¢ € L>°(R™). Lorsque f vérifie (6.1.4), alors on
a:

on(o) <206l [ 1Sy = 22 [0

ly[>1

ce qui montre que T * ¢ est bien défini pour ¢ € C*(R™), sans restriction sur le support, et
que T« ¢ € L=°(R").

Pour évaluer [T * ¢],,, on se donne deux points x et 2’ distincts, et on pose § = |z —z'| > 0.
Nous allons montrer que :

(6.2.3) 7% §(w) — T 5 $(a')| < My 1]l gy 0
ce qui finira de démontrer le théoreme. On a :
Txg(x) —Tx¢(a') =L+ L+ I+ 1y,

avec

L= / (@ — ) (6ly) — d(@)8(x — y)) dy,
|z—y|<26

L= - / @ — ) (By) — d(a)8(’ — ) dy,
|z—y[<26

I — / (Fle—y) — £ — ) (o) — SN0 —y)) dy,
|z—y|>26

h= [ -y (6606 ) - 6@ - v) dy.
lx—y|>28
Pour [z —y| <1,ona:

[6(y) — o(x)0(z — y)| < [z —y|"[¢],,
et pour |x —y| > 1,

[6(y) = ¢(2)0(x — )| < 2[|ll oo < 2]z =y [[Bllcn

donc dans tous les cas :

(6.2.4) [6(y) — p(2)0(x — )| < 2z —y[* [|dll g -

On a alors :
I < / M|z — | |l dy < M2 |l 67
|z—y|<20

Puisque 6 = |x — /|, pour |x — y| < 20 on a |2/ — y| < 3§ et on obtient de méme

12| < / 2Mla’ =y (|l dy < Mg |6l cu 0
|z’ —y| <38
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Par ailleurs, pour |z — y| > 20 et 6 = |z — 2|, tous les points du segment [z,z'] sont & une
distance > |z — y|/2 de y et on a l'estimation suivante (déja utilisée plusieurs fois dans les
chapitres précédents) :

/ Mﬁ‘x - $I|

!f(;r—y)—f(:c _y)‘ < W

Avec (6.2.4) et la majoration |2’ — y| < 2|z — y|, on en déduit :
BI< [ aMeSollon o= oy = M5 6 0
|x—y|>26

Pour estimer Iy on remarque d’abord que si § > 2, pour |z — y| > 26 on a aussi |2/ —y| > §
et donc 0(z’ —y) = 0(x — y) = 0, ce qui implique que I, = 0. Ensuite on écrit que :

|6(a")0(2" —y) — d(a)0(x — y)| < *[¢]u + 0 [8ll oo VO] e
et donc, pour § < 2,

|6(2)0(z" —y) — d(2)0(x —y)| < M76"[g],,.
Sis>1/3,

dy
(6.2.5) TARS / 5 1l L < 5 ]l
1/3<|z—y|<2448 Y|

Si d < 1/3 (le seul cas vraiment important !), on écrit Iy = I} + I}, avec

I = / f(@ ) (6a") — 6(x)) dy,
26<|z—y|<1-48

. / fx— ) (B8 — y) — @)z — ) dy.
1-0<|z—y|<2+4

I}/ se majore exactement comme (6.2.5), et I lui se majore par :

[y
t<|y|<t!

En vertu de la propriété des moyennes bornées (Proposition 4.2.2, (4.2.3)), ce sup est fini.
En conclusion nous avons montré que les intégrales Iy a I vérifient une majoration (6.2.3)
et le théoréme 6.1.1 est démontré.

|13 < 6"[¢]y  sup
0<t<t'<1




CHAPITRE 7

QUELQUES APPLICATIONS

7.1. Le théoréme de Sobolev

Pour k € N et p € [1,00], on définit W*P(R™) comme I’espace des fonctions u € LP(R™)
dont les dérivées d’ordre < k prises au sens des distributions sont aussi dans LP(R"). WkP(R™)
est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme :

1/p

(7.1.1) lullwereny = | D 1050l zn

|la|<k

avec la modification habituelle pour p = co. Pour p = 2, on note habituellement H*(R") & la
place de W*2(R™), et les espaces H*(R") sont des espaces de Hilbert.

On rappelle que pour p < oo, C§°(R™) est dense dans WHP(R™).

Si T est une distribution de type 0, réguliere d’ordre 1, pour ¢ € C§°(R") et « € N”, on a :

(7.1.2) 0T x ) =T % (0%¢),
et les résultats des chapitres 4 et 5 admettent la généralisation suivante :

Théoréme 7.1.1. — Pour 1 < p < +oo et k € N, lVopérateur de convolution ¢ — T *x ¢ se
prolonge en opérateur borné de WHP(R™) dans lui-méme.

Preuve. — D’apres le chapitre 5 on a :
1T &l orny < Cp 9l Lo@ny -
pour 1 < p < 400 et ¢ € Cg°(R™). Il résulte de (7.1.2) et de la définition (7.1.1) que :
1T * dllwew@ny < Cp | 9llwrnmny »

et le théoreme en découle. ]
Nous nous proposons de démontrer le

Théoréme 7.1.2. — Soient p et k tels que 1 < p <n/k, k € N. Alors :

np
WHEP(R") — LYR™), pour q= .
(") = LY®). pourq = "2
Remarque. — Ce résultat est encore vrai quand p = 1, mais la démonstration ci-dessous ne

convient pas dans ce cas-la. (Pour une démonstration, voir E. M. Stein, Singular Integrals,
p. 128-129).
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Nous commengons par établir une formule de représentation d’une fonction a ’aide de ses
dérivées, et d’abord on note le lemme suivant :

Lemme 7.1.3. — La fonction f;(x) = éﬁ est localement intégrable sur R™ et définit une
distribution dont la transformée de Fourier est la fonction localement intégrable :

~ . 9 an/2
i) = wjﬁ »avec wj = ;7;{”/2) .

Preuve. — On sait que la transformée de Fourier de la gaussienne (o/2m)"/ 2¢0le*/2 ggt

e 1€17/20 ot que la transformée de Fourier de sa dérivée par rapport a x; est ifje"f'z/g". On
a donc pour ¢ € Cg°(R") :

(7.1.3) (2‘;)"/ ’ / (—o)e= o2 () = / i€ e g6 de

On multiplie cette relation par =2 et on intégre en o sur [0, cc], en remarquant que :

9) n/2
n/2,-ola?/240 _ (2 n
/0 e o (]a:|2 g (2) ’

00 do 2
/ o leler2e 8T _ 2
0 g [3

ouI'(z) = fooo t*~le~!dt est la fonction I' standard. Avec le théoréme de Fubini, on déduit
donc de (7.1.3) que 'on a :

r(3z) (i)ﬂ/ pbwe = [ o,

ce qui exprime que la transformée de Fourier de

ny (1\"? z; 2 &
r(3)(;) o e

et que

Lemme 7.1.4. — Posant

_1T0(n/2) z;
779 an/2 |IL‘|"

» pour ¢ € C5°(R™) 0na.’¢:ZTj* (iﬁ) ~

J=1

Preuve. — La transformée de Fourier de 0;;¢ est i§j$(£ ), celle de T} est + donc celle de

IE\Z’
2
T * O, ¢ est é—fng({ ). Par conséquent,

ZT Z |§|2¢’ 4,

et le lemme est démontré. ]
Lemme 7.1.5. — Pour 1 < p <n et pour k entier > 1, on a :

Wk,p(Rn) s Wk:—l,q<Rn>’ pour q = np .
n—p
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Preuve. — Les fonctions T} sont homogenes de degré —n+1, et les opérateurs de convolution
par T des intégrales faiblement singulieres. En vertu du chapitre 2, pour 1 < p < n et
1/g=1p—1/n,on a:

HTJ * ¢HLq(Rn) <C HﬁbHLp(R") :
Appliquant cette inégalité a d,,05¢ avec ¢ € C§°(R™), compte tenu du lemme 7.1.4, on
obtient :

n
0
1050 pagrny < C 55,02 ® ;
j=1 Ly LP(R™)

et encore :

(7.1.4) [l oz < C' I9llwnr -

Par densité de C§°(R™) dans W*P(R™), cette inéglité se prolonge & W*P(R™) tout entier, et
le lemme est démontré. O
Démonstration du théoréme 7.1.2. — 11 suffit d’appliquer k fois le lemme 7.1.5. O

7.2. Inégalités de Schauder

Nous nous intéressons maintenant a un opérateur différentiel a coeflicients constants, c’est-
a-dire un polynome :

(7.2.1) P(D,)= Y as.D".

la|<m
On convient ici, comme dans toute la suite du cours, que pour o = (aq,...,q,), D =
D' ...Dg», avec Dj = %%. La raison de l'introduction de ce facteur 1/i est que pour u €

S'(R™), la transformée de Fourier de Dju est exactement Ej\u(é ) = &;u(§), et par conséquent
ona:

(7.2.2) P(Dz)u(§) = p(§u(s),
ou p(§) = Z ao&” est appelé le symbole complet de 'opérateur P.

la|<m
La partie principale de 'opérateur P donné par (7.2.1), d’ordre m, est 'opérateur

Ppn(Dy) = Y aaD”,

|a|=m

et le symbole de Py, pm(§) = Z aoE® est appelé le symbole principal de I'opérateur P.
laj=m
L’opérateur P sera dit homogene de degré m si P = P,,.

Définition 7.2.1. — Un opérateur différentiel P d’ordre m est dit elliptique si son symbole
principal p, (&) ne s’annule pas sur R™\ {0}.

Notons tout de suite que si P est elliptique, alors :
(7.2.3) VE € R", [pm(©)] 2 cle]™, avec e = inf [pn(€)] > 0.

Théoréme 7.2.2. — Soit P(D) un opérateur différentiel a coefficients constants, homogéne
de degré m, et elliptique. Soit a« € N un multi-indice de longueur |a] = m. Alors
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i) pour tout r, 1 < r < +oo, il existe C, tel que pour tout ¢ € C3°(R"™),
D¢l Lr(gny < Cr (PO rgny 3

ii) pour p €]0,1[ et R > 0, il existe Cy, g > 0 tel que pour tout ¢ € Cg°(R™) a support dans
la boule {|x| < R}, on a :

D%l o (ny < Cur (1Pl ooy -

Preuve. — Considérons la fonction g(&) = picgg

R™\ {0} puisque p,, ne s’annule pas sur R™ \ {0}. Les dérivées de g sont donc homogenes et
vérifient :

qui est homogene de degré 0, et C*° sur

~

ve € R\ {0}, [00g(©)| < Colel .

La distribution g € L>*(R") est donc la transformée de Fourier d’une distribution de type 0,
T, infiniment réguliere sur R\ {0} (et homogene de degré —n). En outre, pour ¢ € C§°(R"),
on a:

— ~ ga ~ —
T« P(§) =TPo(E) = pm(§)P(§) = DY¢(),
Pm(§)
c’est-a-dire :
D% =T % P¢.
Le théoreme 7.2.2 résulte alors aussitot des résultats des chapitres 5 et 6. O
Théoréme 7.2.3. — Soit P(D) un opérateur différentiel a coefficients constants, d’ordre

m, et elliptique. Pour 1 < p < +oo et pu €]0,1], il existe des constantes Cp, et C,, telles que
pour ¢ € W™P(R"™) et i) € C"™TH(R™), on ait :

|6 lwmogany < Co (1Pl o) + 16l Logen )

[l om gy < o (1PSllcnny + I9llncan)) -

Preuve. — On remarque d’abord que le symbole complet de P vérifie avec une constante
¢ > 0 convenable :
(7.2.4) VEER™, [p(§)|+1 = (g +1) .

En effet, pour |£| assez grand, disons |{| > R, on a :

> aug®| < Clgm < Slgm
la]<m—1
et avec (7.2.3), on voit que (7.2.4) est vérifiée pour [¢| > R des que ¢ < ¢/2. Pour |{| < R,
(7.2.4) est vraie des que ¢ < 1/(R™ +1).

Il en résulte que pour |a| < 2m, les fonctions g, (&) = ﬁ

sont C'°° sur R™ tout entier
et vérifient des estimations du type :

(7.2.5) 9290(6)| < Cap (Il + 17

Les fonctions g, sont donc les transformées de Fourier de distributions de type 0, T4,
indéfiniment régulieres sur R™ \ {0}. En outre, on a :

PTo(€) = 700 ga(6)
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Pour |B| = n + 1, 8?ga € L' d’apres (7.2.5), et 2°T, € L*®. On obtient donc que les
distributions T,, vérifient aussi : |z|" ™17 € L®°, ce qui implique que

(7.2.6) /||>1 T (@)|dz < +00.

(En fait les distributions T, sont a décroissance rapide, et méme exponentielle & l'infini).
Si u € 8'(R™), en posant v = Pu € §'(R™), on a :

(&) 1

u(l) = ——2—0() + —————u(§),
= por 1O pgr
et Dou(€) = So0(€) + To(€), avec Sa = Y @5 Tasp.
|8]<m
Pour |a| < m, les opérateurs ¢ — Ty * ¢ et ¢ — S, * ¢ sont bornés de LP dans LP pour
1 < p < 400, et aussi de C* dans C* pour p €]0, 1], et le théoreme 7.2.3 en résulte. O
Dans le méme ordre d’idée on peut énoncer :
Théoréme 7.2.4. — Soit P un opérateur elliptique dont le symbole complet ne s’annule

pas sur R™. Alors une distribution tempérée u est dans lespace WFT™P(R™) (k € N, 1 <
p < +00) (resp. CFHM™HH(R™), 0 < u < 1, m € N) si et seulement si Pu est dans l’espace
WHEP(R™) (resp. CFHH(R™)).

Preuve. — On remarque d’abord que l'on a :
Ve e R, [p(§)] = !5\’” 1),

avec ¢’ > 0. Par conséquent, les fonctions ga(f) = @ pour |a|legm sont C*° sur R™ et
vérifient :

Vg € R", |009a(6)] < Cayy 1 +18) 7.

In en résulte que g, est la transformée de Fourier d’une distribution de type 0, Ty, et que
les opérateurs ¢ + T, * ¢ sont bornés de WHP(R") dans lui-méme, et de C*+#(R") dans
lui-méme . (Les T, vérifient aussi (7.2.6)). Autrement dit, opérateur ¢ — F 1 (%&)) = Ag,
qui est bien défini de S’ dans &', envoie WP dans Wht™P et C*+t# dans C’k+m+“
Maintenant, si u € S'(R™), on a Pu(§) = p(&)u(§), et puisque p(§) # 0, u () = P &),
c’est-a-dire u = APu. Si Pu € WHP (vesp. CFH), APu = u € WkKT™P (resp. C’"’+m ) et le
théoreme est démontré. O
82
Exemple. — L’exemple de base pour le théoreme 7.2.2 est 'opérateur —A = — Z W’ de
j=1
symbole |¢|2, et pour le théoreme 7.2.4, I'opérateur —A + 1, de symbole |£]? + 1.

7.3. Noyau de Poisson

Lemme 7.3.1. — Pour t > 0, la transformée de Fourier inverse de la fonction intégrable
¢ — e Ul est la fonction
1
(%) t
q(n+1)/2 (t2 + | | ) (n+1)/2

Pi(x) = P(t,z) =
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Preuve. — On sait que pour p > 0, on a :
51 /+°° ipr AT
er=— e
T ) oo 1472

(Intégrale absolument convergente). Ecrivant que
L _ 1™ ey
1+72 2/ 7
on obtient alors que pour p >0 on a :
1 +00 +oo 5
e P =— dor/ e+ 2g
27 0 —00

Par ailleurs on sait que

+oo
ior —72 2 _ 2
/ ePT T cr/2d7_ — /P /20’

oo o

et 'on aboutit finalement a la formule :

1 too 2 /9, AT
7.3.1 = —f2em /20
( ) e \/%/0 e e \/5

Pour t > 0, la fonction & — e ¢l est évidemment intégrable, et sa transformée de Fourier

inverse est : .
_ i€ —t|¢
Pi(x) = G /neaC e Helge .

Appliquant (7.3.1) avec p = t|£[, on obtient

n+3 +oo
Px) = (1) : / dt / g€ g0 /2g—1e/20 4T
2 Rn 0 \/E

L’intégrale double étant absolument convergente, on peut intégrer d’abord en ¢ ; mais on sait

que
2
/’ df /+OO eix{e_tQIEP/QO_dé_ _ 2ro n/ e_lxlzo_/2t2
reJo t? 7

n+1
1 2 oo g\ /2 2 2 do
_ —0/2 —|z|?c/2t .

Effectuant le changement de variable o — 7 = 10(1 + |z|?/t?), on obtient finalement que

ce qui donne :

n+1
1\ 2 t +oo n=1 _ .
Pi(z) = <7r> @t ) /0 T2 e "dr.
La derniére intégrale vaut (par définition!) I' (241), et le lemme est démontré. O

Oublions un instant la forme exacte de la fonction P(¢,x) et considérons de fagon plus
générale une fonction ¢(t,7), C*™ et homogene de degré —n en (¢,z) sur R\ {0}. On
supposera aussi que cette fonction vérifie une estimation du type :

Colt|

7.3.2 L) S T T
(732 ot )] <
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Notant ¢; la fonction sur R g;(z) = ¢(t, ), on voit alors que pour ¢t > 0, ¢; € L'(R"), et en
fait le changement de variable z — tx et ’homogénéité de ¢ montrent que la norme de ¢; est
indépendante de t :

(7.3.3) 19ell 1 gy = llgall 2 gy = C1 -

De méme on a pour t >0 :

(7.3.4) / qt(z)dx :/ q1(x)dx =: 7.

Il résulte de I'inégalité de Young (chapitre 2) que la convolution ¢ * ¢ est bien définie pour
¢ € LP (1 < p < 400, bornes incluses), et que :

(7.3.5) gt * QZ)HLP(R") < HQtHLl(R") ”d)HLP(IR{”) =0 H¢HLP(RH) :

Proposition 7.3.2. —
i) Pour 0 < pu <1 etpe CHR™), on a pour tout t >0, ¢ *x¢p € CH(R") et

gt * Ol cu(rny < Cr ISl ongny -

it) Pour 0 < u < 1, il existe une constante Cy telle que pour tout ¢ € CH*(R™), toust > 0
et s >0, on ait :

g * ¢ = gs * Pl o < Caft — 51" [Py,
lge % ¢ = ¥l o < Cot? [¢],-
(le nombre v est défini en (7.3.4)).

Démonstration. — Comme cas particulier de (7.3.5) on a :

(7.3.6) g @llpoe < Crl[ll poc -
Pour ¢ € C*(R™) on a :

(g % 0)(z) — (g0 % B)(a') = / () (6(z —y) — d(a' — y)) dy,

et
‘Qt * P(x) — gt * ¢($/)‘ < laellpr = — [ (]
d’ou 'on tire que
lq: * 9] < Cr[@]u,

ce qui, joint & (7.3.6), montre que

g * ¢llen < Crllollen -
A cause de (7.3.4), on a J (@ (y) — gs(y))dy =0 et

G+ B(z) — gu * d() = / (@) — 0:(®)) (B — ) — $(z)) dy.

Notons § = |t — s| et coupons cette derniere intégrale en deux parties suivant que |y| < ¢ ou
ly| > . D’une part on a :

< 0"[0]u (lgell o + llasll ) -

/ (@)~ a0 (9 —9) — ot dy
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D’autre part, %(t, y) est homogene en (t,y) de degré —n — 1 et on a une inégalité du type :

t—s
lg:(y) — qs(y)| < CS'!yI"“| :

Par suite,

< 035[¢]u/ vI” d

y>s [y

‘ /M (@) — 1)) Bz — ) — 8(z)) dy

Puisque 5f|y|>5 ly|#~"~tdy = C46", on a alors,

HQt * P — (s QZ’HLOO < (201 =+ 0304)5M[¢]u-
Enfin, d’apres la définition (7.3.4) de v, on a :

g+ B(z) — () = / () (B — y) — d(z)) dy,
et

gt * 6 — 7éll e < [ / @) Iyl dy

Utilisant la majoration (7.3.2) et I'identié :
tlyl”
—=———dy = CstV,
| w s =
que l'on obtient aisément par le changement de variable y — ty, on aboutit a I'estimation

gt * & — ¥@ll e < CoCst" (@],

et la proposition est démontrée. ]

Avant d’aller plus loin, introduisons une notation : on désignera par erfl (resp. Ri“) le
demi-espace ouvert (resp. fermé) des points (¢,7) € R x R® = R""! tels que ¢ > 0 (resp.
t>0). Pour 0 < p <1, CH (@iﬂ) sera ’espace des fonctions u(t, z) continues et bornées sur
]R’}F'H et telles que :

u(t, z) — u(t’, 2)]
[u], = sup < +00.
b rsozaern (It =]+ ]z — 2|
(t,z)#A(t 2"

Notant wu; la fonction u;(x) = u(t,x), on a alors :

s = || oo < fuluft =21,

et il est alors clair que la limite lim w; = ug existe dans L*°(R"™) (et donc dans l’espace des

t—0t
fonctions continues bornées sur R™). Finalement l'inégalité
(7.3.7) u(t, z) — u(t', 2")| < [ulu(lt = '] + [z — 2",
vraie pour t > 0 et t' > 0, I’est encore par continuité pour ¢ > 0 et ¢’ > 0. En conclusion, u
se prolonge de maniere unique en une fonction continue bornée sur @Trl, qui vérifie (7.3.7)

=n+1
pour (t,x) et (t',2') dans R .

—n+1 .
C’“(IRTr ) est muni de la norme :

HUHCH(@T”) = ||U||L00(Ri+1) + [u]u
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Comme au chapitre 6, pour m € N et 0 < g < 1, on note C’mﬂ‘(@?}rﬂ) I’espace des fonctions

. , —n+1
de classe C"™ sur Rﬁ“ dont toutes les dérivées D*u d’ordre || < m sont dans C’“(RT_ )

On peut alors réécrire la proposition 7.3.2 sous la forme :

Proposition 7.3.3. — Soit q(t,x) comme dans la proposition 7.3.2. Pour ¢ € C*(R"™), on
définit sur ]RZL_+1 la fonction

Qo(t, ) = (g * ¢) ().
Alors Q¢ € C“(RT_l) et th%l+ Qo(t,x) = yo(x).

Revenons maintenant au noyau de Poisson P(t,z) :

Théoréme 7.3.4. — Pour ¢ € CH(R™) (0 < p < 1), on définit la fonction P¢ sur R par
la formule
(Po)(t,z) = (P * ¢)(x).

Alors P est C* sur R’fﬁl et vérifie :

P2 D
(7.3.8) @Jrj:la—x? Pép=0.

En outre, P¢ € C“(ﬁiﬂ) et hm+ Po(t,x) = ¢(x). Enfin, pour k € N, o € N*, k + |a| > 0,
t—0
on a :
thtlelpkpopg e CH®}T), et lim tFHPIDEDYPY = 0.

t—0t

Preuve. — La fonction
t

(t2 + |x|2)(n+1)/2

est O sur R"1\ {0}, et homogene de degré —n en (t,z). Par conséquent les dérivées de
P(t,z) vérifient pour ¢ > 0 des estimations du type :

(7.3.9) ‘afagp(t,x)‘ < Challz] +t) o=k
Pourt>0ona:
Polt.a) = [ P(t.o—y)ol)dy.
Il résulte de (7.3.9) que toutes les dérivations sous le signe somme sont justifiées et on a :

(7.3.10) (DED2PS) (t0) = [ (DEDEP) (ki = oty

lintégrale convergeant absolument. On a donc bien P¢ € COO(]R?FH). En outre un calcul
direct montre que

2 N 02 t
o " 22 | s apmre ) =%
— O] + ||

J]=

0? "L 92
t : t | = — | Pp=0.
et par conséquen BT + ; 83:? 10}
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Il résulte de la définition de P(t,z) et de (7.3.9) que pour k € N, a € N, la fonction
q(t,z) = "1 DEDYP(t, ) est homogene de degré —n en (t,) et vérifie (7.3.2). On peut
donc appliquer la proposition 7.3.3 et avec (7.3.10) on conclut que

thtlel pkpopg e 1R}

Pour calculer les limites quand t — 07, il ne nous reste qu’a évaluer les intégrales

/ o(t, z)dz = G,(0).
Pourt >0on a:
/ e DY P(t,x)dx = £ Py(€) = £%e I,

I'intégrale étant absolument convergente. D’aprés (7.3.9) les dérivations sous le signe somme
sont justifiées et on a donc :

G (&) = t" el Pee el
Il est alors clair que pour k + |o| = 0, ¢:(0) = 1, et que pour k + |a| > 0, ¢:(0) = 0. O

Corollaire 7.3.5. — Soit 0(t) une fonction C* sur R qui vaut 1 pourt <1 et 0 pourt > 2.
Pour ¢ € CHR™) (0 < p < 1), la fonction u(t,z) = 5t%0(t)(P¢)(t,x) est dans C’“+2(@Z—H)
et 11151 u(t,z) = 0.

t—

La fonction v = (g:g +>0 ;;) u est dans C’“(Ezﬂ) et lier v(t,z) = ¢(x).
J t—0

Preuve. — Si S§(t) € C*°(R) est nulle pour ¢t > 2, et si w € C’“(ﬂjL
Sw € C“(@iﬂ). Utilisant cette remarque et le théoreme 7.3.4 avec k + |a] < 2 on voit

—n+1

immédiatement que u € C*™*(R" ). En outre hm P¢ = ¢ et donc hm t20(t)Pp = 0.

), il est clair que

v qui est somme de dérivées d’ordre 2 de u est donc dans C*(R} ) Utilisant (7.3.8) on a
aussi :

v(t,x) = 0 (£20(t)) (0, Po)(t, ) + %af (t20(t)) Po(t, x),

“ lim v(t,x) = hm 2t(0,Po)(t, x) + hm Po(t,z) = ¢(t,x).

t—0+ -
Théoréme 7.3.6. — Pour ¢ € Coah(R™) (m €N, 0 < u < 1), Pp € C’m+“(ﬂ+1).
Démonstration. — Au cours de la démonstration du théoreme 7.3.4, on a déja noté la rela-

tion :
DED3Py =Py, avec ¢ = (ilé])"¢°(€).
(Cette relation est immédiate sur Iécriture de Fourier :Po(t, &) = e 1€l g(€).)

I1 nous suffit donc de montrer que si ¢ € Cf;frllapH“ (R™), alors ¢ € C*(R™). Or on peut

écrire :

1 B
€* = eF Z@ = Z évgfﬁaﬁ,ky

181=k



7.3. NOYAU DE POISSON 57

les coefficients ag; n’ayant pas besoin d’étre explicités.
Si ¢ e C?JA%HH(R”) les fonctions ¢g = DSD%¢ pour |3] = k sont dans Clop(R™) et

puisque w( ) = Za@k%@(f), il suffit de voir que les convolutions par Ty = F ! (é%)

opeérent de Clomp(R™) dans CH(R™). Cela résulte du fait que les Tz sont des distributions
régulieres de type O. O

Notant A Popérateur 2 atQ + > nous sommes maintenant en mesure de démontrer

] 1 8 27
J
une “inégalité de Schauder pour le probléme de Dirichlet” :

Théoreme 7.3.7. — Pour0 < u <1 et R> 0, il existe une constante C' > 0 telle que toute
fonction u(t,z) € C’Q*“(RZH) a support dans la demi-boule {t* + |z|> < R ; t > 0} vérifie :

il gty < © (18Ul g sy + 1000, 2oy + el g gens ) -
Remarque. — On a vu que pour toute fonction u € C“(EiH), la limite u(0, z) = lim+ u(t, x)
t—0

existe et en falt que u(0,-) € CH(R™) (cf (7.3.7)). Si u € CH”(ET_I), par définition on a

d;u € CH(R; i ) et on laisse en exercice la vérification du fait que u(0, -) appartient & C*+#(R™)
et que

De méme, si u € C’mﬂ”(ﬁzﬂ), u(0,-) € C™MTH(R™).
Démonstration du théoréme 7.3.7. — On notera f = Au, ¢ = u(0,-) et ¢ = f(0,-). Posons :
w=Po+ §t29(t)P1/1,

ou 6(t) est une fonction C* sur R, qui vaut 1 pour ¢ <1 et 0 pour ¢ > 2.

Il résulte du théoréme 7.3.6 et du corollaire 7.3.5 que w € C?*T# (Riﬂ) et que :
(7.3.11) il ity < € (10, Mgy + 1 lguggnsr)) -

14 mn+l
Posons v = u—w ; v est un élément de C*™#(R

t (Av)(0,2) = 0. On a aussi

) et d’apres le corollaire 7.3.5 on av(0,z) =0

0? N

v | (0,z) = -~ | v(0,z) =0,
— O3 — Ox5

et par suite (—) v(0,2) = 0.
On définit la fonction ¥ sur R™*! par les formules :

- 319 - v(t,x) sit>0,
(7.3.12) olt,z) = —v(—t,x) sit<O.

Grace aux conditions v(0,z) =0 et i 22(0,2) = 0, on voit que ¥ € C?>TH(R"*1) et que

ot?
Av(t,z) sit>0,

(7.3.13) AT = Avt ) = { —Av(—t,z) sit<O0.
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Pour tout multi-indice o € N**! de longueur |a|leg2, on a :
1Dl o gertry < ID™ 0l guqensy -
D’apres le paragraphe précédent on a :
1DVl g (gnt1y < C (||A5||Cu(w+l) + ||5HCH(R"+1)) -
Compte tenu des formules (7.3.12) et (7.3.13), on a aussi :
sty < € 180l gy g, [Flouqunssy < € Mol -
Avec les relations u = v + w, Av = Au — Aw, compte tenu de (7.3.11), on a alors :
el ety < € (AUl gugrssy + 1000, Mmenny + el gugnsny) -

et le théoreme est démontré.



CHAPITRE 8

PROBLEMES AUX LIMITES D’ORDRE DEUX

Dans ce chapitre nous montrons comment interviennent les inégalités de Schauder dans
I’étude de problemes aux limites.

8.1. Espaces CH*(Q)), C*(00Q)

Q étant un ouvert borné de R™, on notera C*(Q) (0 < p < 1) l'espace des fonctions u
continues et bornées sur €2 et telles que :

[’U,} _ sup |¢(‘/L‘) - ¢(y)| < 400
: ()< |z — yl|~
z#y

CH(Q) est un espace de Banach muni de la norme :
lullougy = 1wl oo ) + (1l -

Comme au chapitre précédent, on montre qu'une fonction u € CH(Q) s’étend en fonction
bornée sur €2 et que l'on a :

u(z) —u(y)| < [ulule —yl",

pour (z,y) € Q x Q. B
Pour m € Net 0 < pu < 1, C™TH#(Q) désigne I'espace des fonctions de classe C™ sur 2 dont

toutes les dérivées d’ordre < m sont dans C*(). C™1#(Q) est muni d’une des deux normes
équivalentes suivantes :
> ID%ulleugey -

jal<m
D D%l gy + D (D,
ja<m jal<m

Lemme 8.1.1. — Soit Q un ouvert borné de R" et soient 0 < p/ < pu < 1. Pour tout € >0
et tout u e C*(Q2) on a :

_u
(8.1.1) [l iy < € ull gy + ( 1+ 2677 ) [Jull poogay -
(@) @ (@)
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Preuve. — 11 suffit de montrer que :

_p
(8.1.2) [ulw < elul, + 264 JJul| oo (g -

1
Or pour |z —y| <er—+" on a:

u(z) = u(y)] —
o < e =yt <efuly,
|z —yl» : 8
1
et pour |z —y| > e+ ona:
u(z) — u(y)| —
- < 2|ullpeyE
@~y Ee @)
ce qui montre que l'inégalité (8.1.2) est satisfaite. O
Corollaire 8.1.2. — Si uy, est une suite bornée de CH(2) qui converge vers 0 dans L>(Q),

alors uy, converge vers O dans cH () pour tout p/ < p.

Preuve. — 11 suffit de montrer que [ug|,, — 0. On sait qu’il existe C' tel que pour tout & on
ait :

[ur]u < C'.
En outre pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout k > N,

/

el o < & 7
Avec l'inégalité (8.1.2) on voit que pour tout € > 0, il existe IV tel que pour tout k > N,
[ug]w < (C+2)e.
O

Lemme 8.1.3. — Soient Q borné et 0 < p/ < p < 1. Si uy est une suite bornée de C*(S),

il existe une sous—suite uy, etu € C*(Q) tels que uy, converge vers u dans C* (Q) pour tout
/

wo< .

Preuve. — Si [lun|loug) < C, il résulte immédiatement du théoréme d’Ascoli qu’il existe
une sous—suite uy, uniformément convergente vers un élément u € C%(€2). Passant a la limite
dans
uny () — un, (Y)| < Clz —yl”,
on obtient
u(z) = u(y)| < Cle —yl",

et u € CH(Q). Appliquant le corollaire précédent & la suite vy, = un, — u, on obtient le
résultat. m

Plus généralement, on a :

Lemme 8.1.4. — Soient Q borné, k et m entiers, 0 < pu/ < 1 et 0 < pu < 1 tels que
k+u <m+p.

Si un est une suite bornée dans C™VH(Q), il existe une sous-suite un, et u € C™TH(Q)
telles que uy, — u dans C*# ().
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Lemme 8.1.5. — Notons B, la boule de centre 0 et de rayon r dans R". Soit a € CH(B,),
telle que a(0) = 0. Alors pour u € C*(B,) nulle sur la sphére {|z| =1}, on a :

“au‘|cu(§r) < 3rt HQHCM(BTO) ”“ch(E) :

Preuve. — Puisque a(0) =0, on a [|a| jo(p,) < 7#[a], et
(8.1.3) law|l oo 5,y < [alu llull poo(,y -
Ecrivant

au(z) — au(y) = a(z) (u(z) —u(y)) + (a(z) — a(y)) u(y) ,
on obtient que :
(8.1.4) laul,, B, < r*lalu[uly,B, +[a]y ”UHLoo(BT) :
Mais puisque u(y) = 0 pour |y| = r, et puisque tout point de B, est a une distance < r de la
sphere {|y| =7}, on a:
[ull oo,y < 7[ulp.B, -
Reportant dans (8.1.4), on obtient :

et avec (8.1.3), le lemme suit. O

On introduit maintenant la notion d’ouvert & bord de classe C™# (m > 1) : Pouvert borné
Q sera dit ouvert a bord de classe C™"H si pour tout point xy du bord topologique 99 de ,
il existe un voisinage U de z, un voisinage U’ de 0 dans R", et une bijection x de U sur U’,
de classe C™*t#_ dont la bijection inverse y ! est aussi de classe C™1# et telle que :

xUNQ)={zelU /x,>0}.
On dit que x est une carte locale de 2 au voisinage de z. Toute bijection 6§ de U’ sur U” de
sorte que 6 et #~! soient de classe C™# et que

0{zeU )z, >0})={zeU" ) z,>0}
fournit, par composition avec y, un changement de carte locale au voisinage du point du bord
considéré.
Par ailleurs, si x est une carte locale, on voit que

x(UNIQ)={zxelU |z, =0},
et la restriction de x a (U N 9Q) fournit une carte locale de U N 9L sur {x € U’ / x,, = 0},
ce qui montre que 9 est une variété de classe C"™*# (au sens des variétés dans R™). Par
conséquent la notion de fonction de classe C¥# sur € a bien un sens pour k+ p/ < m—+p :

on dira qu'une fonction continue ¢ sur 9 est de classe C*TH si pour tout z € 9 et toute
carte locale y d’un voisinage de z sur U’, la fonction :

x’ = ($17"'7xn71) = quOX_l(l'l,...,l‘n,l,O)

est de classe CF T sur {z € U" / 2, = 0} (si x1 = Hox est une autre carte locale au voisinage
de xg, ¢ o Xfl =¢ox tof ! est de classe CFT en méme temps que ¢ o xy~* puisque 6 et
6~! sont de classe C™* ).

Dans tout compact de U’ on a :

1 - _
ozl <lIx @)= x| < Claz -y,
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et on voit que ¢ € CH (99) si et seulement si :

[¢(x) — d(y)| < Clo —y|

pour tout (z,y) € 9Q x 0.

On munit C¥+#'(9Q) d’une norme en procédant de la maniére suivante : utilisant la com-
pacité de 02, on peut recouvrir 9 par une famille finie de voisinages U; (i = 1,...,N) de
sorte que pour tout i, il existe y; bijection de U; sur U/, de classe C™T# ainsi que son inverse,
et telle que :

xi(UiNQ) ={x U/ z,>0}.

Alors on peut trouver des fonctions 6; (i = 1,..., N) telles que :
01' S C(())O(Ul) s
(8.1.5) N
Vo€ o, Y fi(x) =1,
i=1
On voit alors que ¢ € CFT#(99Q) si et seulement si 0;¢p € CFH (9Q) pour tout i = 1,..., N,
et encore si et seulement si ¢; = 6;¢ o Xi_l(:cl, .., Tp—1,0) est de classe CkHH sur V; = {z €

U/ | xp, =0} (¢ est & support compact dans V;).
On définit alors une norme sur C*+#(9Q) en posant :

N
161l e oy = D I ill g 77 -
7j=1

Proposition 8.1.6. — L’application u — ~you, qui a une fonction continue u sur ) associe
sa restriction o 99, est continue et surjective de C*+t# (Q) dans C*1 (9Q).

Preuve. — Introduisons & nouveau un recouvrement de 02 par des ouverts de cartes locales
Ui, avec les cartes locales x; de U; sur U. Introduisons aussi la partition de I'unité 6; (8.1.5).
Pour u € C*+(Q), la fonction u; = (6;u)ox; " est & support compact dans {z € U! / x,, > 0}
et de classe C*+t#'; on définit @;(z) = u;(x) pour & € U/, x, > 0, et U;(x) = 0 pour = ¢ U},
x, > 0.

On voit alors que @; € CFt#(R"™) (avec la notation du chapitre 7, x, jouant ici le role de
la variable notée ¢ dans ce chapitre).

Comme on I’a noté au chapitre 7.3, la fonction

vi(21,. .., Tn1) = Ui(T1,. .., Tp-1,0)

est dans C*+1'(R"~1). Puisque I'on a : 6;(vou) o x; * = v;, on voit donc que you € C*+#(9Q).
Si ’on se donne maintenant ¢ € C*#'(99), la fonction

¢i = (0:;¢) o x; (21, ..., Tp-1,0)
k+p’

est dans I'espace Ceomip(R™™1). Définissant w;(x1,...,7,) = ¢i(z1,...,24_1), il est clair que
u; € CFH(R). Considérons maintenant 6 € C§°(U;) qui vaut 1 sur le support de ;. Alors
la fonction 6 (u; o ;) est & support dans QN U;, et si on la prolonge par 0 dans Q\ U;, elle
est dans CF+1 ().
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Posant u = ZZ]\L 1 0:(ujoxi), on obtient une fonction de CkH1'(Q), et puisque pour z € 9,
ui o xi(z) = ¢i o xi(z) = 0;(x)p(x), et que 0.0; = 0;, on a :

N
You=>» 0i6i¢ =0,
=1

ce qui montre la surjectivité de Papplication u — ~you de CF# (Q) sur CH+ (9. O

8.2. Inégalités de Schauder

Considérons un ouvert borné Q de R™, & bord de classe C?*# (0 < u < 1). D’autre part,
on se donne un opérateur différentiel :

P= ;
Z ek () 630]83%

1<j,k<n

+ > b +e(@),

1<j<n
. . R . = . 2
les fonctions a;x, b; et ¢ étant a valeurs réelles, et de classe C* sur ). Puisque 8:1:8-769% =
J
92 . o o "
dz,0z; OO peut supposer la matrice (am) symétrique, et on la supposera définie positive,

uniformément par rapport & € {0, c’est-a-dire qu’il existe cq > 0 telle que :

(8.2.1) Vo eQ, VEER", > ajn()&& > colé]?

1<jk<n

L’opérateur P définit une application linéaire de C?*t#(Q2) dans C*(€2), et c’est cette applica-
tion que nous étudions maintenant.

Théoreme 8.2.1. — Sous les hypotheses ci-dessus, il existe une constante C' telle que pour
tout u € C**H(Q), on ait :

lull s < € (IPullcugm + ot coruony + lullgrona ) -
Nous allons procéder par étapes. D’abord on montre que :

Lemme 8.2.2. — Soit o un point de €2 ; il existe un voisinage w € § de xo et une constante
C tels que pour toute fonction u € C*TH(Q) & support dans w on ait :

lullga s < € (IPullou + el oreng) )

Preuve du lemme 8.2.2. — Notons Fy 'opérateur :
32
Py = j .
b= 2 amn) g h
1<4,k<n

D’apres le chapitre précédent, puisque 'opérateur Py est elliptique (d’apres (8.2.1)), il existe
une constante Cy telle que pour toute fonction v € C?T#(R™), on ait :

(8:22) [olleineny < C (IPovllonen + IWlerrnn)) -

Il existe 79 > 0 tel que la boule de centre xy et de rayon 7y soit contenue dans ). Notons
C1 = max; i ||aj,k||cu(§)- On a aussi :

lajx(-) = ajk(20) | oumyy < 2C1
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et puisque la fonction a; ;(-)—a; & (z0) s’annule en x = x¢, d’apres le lemme 8.1.5, si w € C*(12)
est & support dans la boule de centre zy de rayon r (r < rg), on a :

a3 () = 3 (0)) ()l gy < 617 0ll ey
Siu € C*#(Q) est a support dans la boule de centre g et de rayon 7, on a donc :
0%u
, _ p _
Z ok Oz ;0xy, Fou _ < 6Gr llulczrn -
1<j,k<n cr(Q)

Par ailleurs, on a évidemment, pour tout u € C?*#(Q) :

ou
Z bjaixj +cu < Cy HU’HCH'M(Q) )

1<j<n

Cr(Q)

et avec (8.2.2), on en déduit que pour u € C?TH(Q) & support dans la boule de centre xq de
rayon r on a :

lullgan sy < Co (I1Pullon) + 6C1™ [l gasngy + (Co+ 1) el grengy ) -

Maintenant si r est assez petit pour que 6CoC17#* < 1/2, on a :

lullgzny < 2Co (I1Pulou + (€2 + 1) [ullorens)) -
et le lemme est démontré. ]

Lemme 8.2.3. — Soit g un point de O). Il existe un voisinage w de xo et une constante
C tels que pour toute fonction u € C*T*(Q) a support dans QN w on ait :

lulloangey < C (1Pull gy + Inoulloasmion + lullorn ) -

Preuve du lemme 8.2.3. — On peut évidemment supposer que w est assez petit pour étre
contenu dans un ouvert de carte locale et quitte a transporter le probleme par la carte locale
x on peut supposer que xg = 0 et qu’il existe un voisinage U de xg tel que :

QONU={z €U [z, >0}

Notons comme tout & ’heure
32
Py = a;p(x .
0 Z j7k( 0)8$jaxk

1<jk<n

Il suffit de montrer que pour v € Czﬂ‘(@?_% a support dans Ei NU, on a :

(82.3) H”ch—u(@i) < Co (HPOUHCM(Ri) + H’YOUHCQW(Rn—l) + HUH01+;L(E1)> :

En effet la fin de la démonstration est tout a fait similaire a celle du lemme 8.2.2, en utilisant
une version du lemme 8.1.5 ayant trait non a des boules mais & des demi-boules.

Dans (8.2.3), yv désigne la fonction yov(z1,...,2p—1) = v(z1,...,2,-1,0), et si Py
était le laplacien (A = 70, g—;), I'inégalité (8.2.3) serait exactement la conclusion du
i

théoreme 7.3.7.
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On acheve donc la démonstration de (8.2.3) et du lemme 8.2.3 en montrant qu’il existe une
application linéaire A de R™ sur R™ telle que

(8.2.4) (Az)p = Apzn (A > 0),
et telle que si l'on pose w(z) = v(Az), on a :
(8.2.5) Aw(z) = (Pov)(Ax) .

En effet, par (8.2.4) lapplication z — Az préserve E, et la transformation v — w est un
isomorphisme sur chacun des espaces Ckﬂ‘(R ). En outre, d’apres (8.2.4), on a :

w(2’,0) = w(xy,...,1p-1,0) = v((Ax)’,0),

et cette transformation est un isomorphisme de C?™#(R""1) sur lui-méme.
Notant a1 les coefficients de la matrice A, on a :

et
0%v
w Z Ak, j AL axkaxl ( x) ’
k.l J
et sil’on désigne par ) la matrice (a;x(20))1<;jk<n, la relation (8.2.5) aura lieu si (et seulement
si)
(8.2.6) AlA =Q.

Finalement, il s’agit de faire une réduction en carrés de la forme quadratique @, et pour que
l'on ait (8.2.4), il suffit que I'un de ces carrés soit de la forme A\2z2. La forme quadratique @Q

étant définie positive ((8.2.1)), une telle réduction est toujours possible. O
Démonstration du théoréeme 8.2.1. — Utilisant la compacité de 92, on recouvre 92 par un
nombre fini d’ouverts w; (j =1,...,N) tels que sur chacun de ces ouverts, la conclusion du

lemme 8.2.3 ait lieu avec une constante Cj.

Notons U = Z;VZI wj,et K ={r € Q /xz ¢U}. K est un compact inclus dans (2, et on peut
le recouvrir par un nombre fini d’ouverts w; (j = N +1,..., M) tels que sur chacun d’eux, la
conclusion du lemme 8.2.2 ait lieu avec une constante C;. On notera C' = max1<j< M Cj.

Introduisons une partition de I'unité subordonnée au recouvrement Z ~ w; de Q:

0; € C%(wj), 0<¢; <1 pour j=1,..., M, et
Zgaj(x)zl pour tout z € Q.

Pour u € C?TH(Q), on a pju € C?*TH(Q) et

M
HU’HC2+u Z |(Pju”02+u
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Appliquant I'inégalité du lemme 8.2.3 si j < N ou du lemme 8.2.2 si j > N, on obtient :

M
(8.2.7) lullczrn < € (IPesulon, + INoeitlloasony + lesullorn) -
j=1
Mais on a :
Pyu = <szu—|—Zbua— + chu,

ou b} ; et ¢, sont de classe C* sur Q et ne dépendent que des ajk, bj et des dérivées de ;.
Par suite on a :

1Pesull ey < € (IPullow + lullora) -
On a aussi
Ivow;ull 2 (an) < C” Noullc2en(aq) -
lejullcrengy < C llullgring, -
(®) (D)

Reportant toutes ces inégalités dans (8.2.7), on obtient (avec une autre constante C)
[ullgasny < € (IPulloug + ol csnon + Iullcrsuey ) -
et le théoreme est démontré. O

Remarque. — Une analyse de la démonstration ci-dessus montre que, une fois choisies les
normes des espaces, la constante C' ne dépend que de la norme C#(£2) des coefficients et de
la constante d’ellipticité ¢y de (8.2.1). C’est-a-dire que si on a une famille d’opérateurs P,
dépendant d’un parametre t,

P = Z ajr(z,t) ijaxk+ Z b :vt + c(x,t),

1<j,k<n

tels que les normes ||a; (-, t)HCM(Q)? 165 (-, t)”ou(g) et [|e(+, ?)[| o (o) sont majorées indépendamment
de t et que l'on a :

Z aj (2, t)€;&, > colé]?,

1<j,k<n

avec ¢g indépendante de z, t, £, alors I'inégalité du théoreme 8.2.1 a lieu pour chaque opérateur
P,, avec une constante C indépendante de t.

8.3. Principe du maximum

On considere un opérateur

3.1 P = ;
(83.1) Z a5k () 8w]8xk

1<5,k<n

+ Y by + (@),

1<j<n

A coefficients réels continus sur  (Q ouvert borné de R™) et on suppose vérifiée la condition
d’ellipticité (8.2.1).
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Théoréme 8.3.1. — Supposons que c(x) < 0. Siu est réelle, continue sur Q, de classe C?
dans 2 et vérifie
u(z) <0 pour z € 0Q,
Pu(xz) >0 pour  x€,

alors u(x) < 0 pour tout x € Q.

Démonstration. — Supposons qu’en un point z € Q on ait u(x) > 0. Alors le maximum de u
est atteint en un point xy € ). Nous allons montrer qu’il existe tout un voisinage de xg sur
lequel u(z) = u(xp). Il en résulte que u est constante sur la composante connexe de o dans
Q); sur le bord de cette composante connexe, u prend donc la valeur u(xg) > 0, ce qui est
impossible.

Soit donc g un point ou w atteint son maximum supposé strictement positif. Soit » > 0
tel que la boule de centre zp et de rayon 2r soit incluse dans €2, et tel que u(x) soit positive
ou nulle dans cette boule. Soit 1 tel que |x1 — z¢| < r. Nous montrons que u(z1) = u(xo).

Si u(zy) < w(wp), il existe p €]0,7] tel que u(x) < wu(zg) pour |z — x| < p et
Max|, g = u(r) = u(xz2) = wu(wg) : il suffit de prendre la borne supérieure des p’ tels
que u(z) < u(xp) pour |z — z1| < p'. On a alors

pi= max u(zr) < u(zg).
|[z—z1|=p/2

La fonction g(z) = e~@lz=#11* — ¢=2r* st nulle pour |z — z1| = p et vérifie :

Pg = 4a* Z ajr(z)(r —z1)j(xr — 21)p + O()
1<j,k<n

et lellipticité (8.2.1) montre qu’'on peut choisir « assez grand pour que Pg(z) > 0 dans la
couronne I' := {p/2 < |z — 21| < p}.
Puisque p < u(zp), on peut trouver ¢ assez petit pour que la fonction v = u + g vérifie :
v(z) < u(xg) pour |z —x1| < p/2,
v(z) = u(z) < u(xg) pour |z —z1| = p,
Py = Pu+¢ecPg>0pour p/2<|z—xi|<p.

Si en un point y de T" on avait v(y) > u(xp), v atteindrait un maximum local > 0 en un point
Z € I'. En ce point on aurait :
Q) 0%
—(2) =0, c(z)v(z) <0 et a;jk(2)m———() <0.
S (@) =0, @) <0 et 3 ()5 (@) <
1<jk<n

La derniere relation résulte du fait qu’en un maximum local, la matrice symétrique B =
(Ojkv(2));k est < 0, et que la matrice A = (a;(2));x est définie positive, ce qui implique,
comme on le voit tout de suite en codiagonalisant A et B, que la trace de AB, qui vaut
Zlgj,kgn aj,k(i‘)ajkv(i), est < 0.

On aurait donc Puv(z) < 0, ce qui est impossible. Par conséquent, on a v(y) < u(zg) en
tout point y de I'. Notant que v(z2) = u(zg), on a alors :

d
v (xg + t(ze — 1)) < v(x2) pour t €] — p/2,0[, et altzov (xg +t(xeg —x1)) > 0.
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Maintenant on remarque que

d —Q
%‘t:og (552+t((132—331)) = —2ae p? <O,
et donc on a
d
%‘tzou (2 +t(xg — 1)) > 0.

Mais z2 est un maximum local de u et J;u(z2) = 0, ce qui établit la contradiction souhaitée,
et montre que sur la boule de centre xg et de rayon 7, on a u(z) = u(xg). O

Théoréme 8.3.2. — i) Si le coefficient c(x) de P est <0, on a pour u € C°(Q) N C?(Q) :

Pu
L@

ii) Si c(z) <0, il existe C € R tel que pour tout u € C°(Q) N C%*(Q), on a :

[[ul| oo () < max <”u|L°°(8Q) ;

[ull ooy < llull pooan) + Cll1Pull ooy -

Démonstration. — On peut supposer u réelle et ||ul| o gy > 0.

i) Le maximum de |u(x)| est atteint en un point & € Q; si 2 € 9Q, I'inégalité est triviale.
Changeant u en —u si nécessaire, on peut supposer que u(2) = ||ul| ;o (g est unmaximal local
de u. On a alors :

ou 9%u
(5 = E (A —— () <D0.
0z (2) =0 et a]’k(x)ﬁxj(?mk (#)<0

On a donc Pu(z) < ¢(Z)u(Z) et puisque ¢(2) < 0, u(z) < Pu(z)/c().
ii) On peut supposer que 2 est contenu dans la bande 0 < x; < d. On pose (avec a > 0 &
choisir) :

On a
Pg = —(a110? + b1a)e™™ et Pg(z) < —(a11(x)a® + bia).

On peut donc choisir a de sorte que Pg(z) < —1 pour tout z € Q. Posons v(z) = [[ul| e (90) +
9() [[Pu]| poo (). On a:

u(z) <wv(x) pour x € 9Q ; Pu(x)> Pv(x).

D’apres le théoreme 8.3.1, on a u — v <0, et
w(w) < [ull oo oy + 191 oo () 1PUll ooy -
De méme, on a —u < v, et le théoréme suit. O

Remarque. — La démonstration du point ii) montre clairement que la constante C' =
llgllze®® ne dépend que de d (~ diametre de Q) et de a, le choix de a ne faisant inter-
venir que le maximum des b; et la constante ¢y de (8.2.1).
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8.4. Problémes aux limites linéaires

On considere & nouveau un ouvert borné Q de classe C?** (0 < p < 1), et un opératuer

différentiel d’ordre deux, a coefficients dans C*(€2),

52 5,
(8.4.1) P= Y aju) axjaxﬁ > bj(x)%j+c(x).

1<j,k<n 1<j<n

On supposera P elliptique, i.e. vérifiant (8.2.1). On admettra (pour le moment) le résultat
suivant, ou I’on note

Théoréme 8.4.1. — Pour tout f € C*(Q), le probléme de Dirichlet
Au=f dans,
{ You =0 sur 0,

posséde une unique solution dans C*TH(().

Remarque. — L’unicité résulte du principe du maximum. On établit aisément ’existence
d’une solution “faible” ou “généralisée” dans 1'espace de Sobolev H}(£2), et le théoréme 8.4.1
est en fait un résultat de régularité qui établit que la solution faible est une solution dans
C?HH(Q).

Théoréme 8.4.2. — Supposons que le coefficient c(x) de lopérateur P (8.4.1) est < 0.
Alors, pour tout f € C(Q), le probléme (de Dirichlet)
Pu=f dansQ,
{ You =0 sur 082,

posséde une unique solution dans C*TH(Q).

Démonstration. — Considérons pour ¢ € [0, 1] 'opérateur
(8.4.2) P, =tP+(1-t)A.

P, ala forme (8.4.1) avec des coefficients a; .+ = taj, + (1 —1)0; , bj; = tb;, c; = tc, dont les

normes dans C*(£2) sont bornées uniformément en ¢. En outre, d’apres (8.2.1) on a :
> k@it > teolé® + (1= DIEP > el
1<jk<n

avec ¢; = min(1, ¢p). Il résulte alors de 'inégalité de Schauder (théoreme 8.2.1, voir aussi la
remarque apres la preuve de ce théoreme) qu’il existe une constante C' telle que pour tout
t € [0,1] et tout u € C?*TH(Q) vérifiant you = 0, on ait :

(8.4.3) lull g2y < € (1Pl cugay + lullorrne) -

Par ailleurs, d’apres le théoreme 8.3.2 (voir la remarque apres la démonstration), il existe C”’
telle que pour tout t € [0,1] et toute fonction u € C?T#(Q) vérifiant you = 0, on ait :

(8.4.4) lull oo ) < € NPl ey -
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En outre (cf lemmes 8.1.1 et 8.1.4), pour tout £ > 0 il existe C. tel que pour tout u € C2+#(Q)
on ait :

lullgreugm < €llullceru + Ce lull Loy -
Choisissant ¢ = 1/(2C) et reportant dans (8.4.3), on obtient, compte tenu de (8.4.4) qu'il
existe une constante C” telle que pour ¢ € [0,1] et v € C?>TH(Q) vérifiant you = 0, on ait :

(8.4.5) lull ey < C" 1 Prullougy -

Notons F I'espace de Banach C*(9) et E I'espace {u € C?**#(Q)/you = 0}, et L; 'application
linéaire continue de E dans F' définie par Lyu = Pu.

Désignons par I ’ensemble des ¢ € [0, 1] tels que opérateur L; soit surjectf de E sur F.
D’apres le théoreme 8.4.1, 0 € I. Pour ¢y € I, 'opérateur Ly, est injectif d’apres (8.4.5), donc
bijectif et d’apres (8.4.5), son inverse Ry, = L;)l est de norme majorée par C”.

On a (L — Lyy)u = (t — to)(Pu — Au) et la norme de L; — Ly, opérant de E dans F, est
majorée par |t — to|C. Par conséquent, pour |t — to| < %(C”C’)_l, la série

o0
R=) Ry ((Li— Liy)Ryy)"
k=0

est normalement convergente et définit un opérateur borné de F' dans E. On vérifie immédia-
tement que LyRf = f pour f € F et que RLyu = u pour v € E. Notant § = %(C’”C’)_l, ceci
montre que si tg € I, intervalle [ty — d, to + 6] N [0, 1] est tout entier dans I, et puisque 0 € I,
on voit alors que I = [0, 1], et le théoréme 8.4.2 est démontré. O
Sans faire d’hypothese sur ¢(x), on a :
Théoreme 8.4.3. — 1l existe une suite au plus dénombrable de nombres complexes Mg,
|Ak| — oo, tels que :
1. Si A € C nlest pas dans la suite (Ag)g, le probléme
Pu—Jdu=f,
8.4.6
( ) { You =0,
posséde pour tout f € CH() une unique solution dans C*T#(Q).
2. Si X est un élément de la suite (\p)g, Uespace des solutions dans C*(Q) de
Pu—Xdu=0,
You =0,
est de dimension finie, et le probléme (8.4.6) posséde des solutions si et seulement si f
est dans un espace de dimension finie.

Démonstration. — Fixons p = |[|c[| (). On peut appliquer le théoréme 8.4.2 & I'opérateur
P — p, et il existe un opérateur R continu de F' = C*(2) dans E = {u € C**#(Q2)/ you = 0}
tel que (P —p)Rf = f pour f € F et R(P — p)u=wu pour u € E.

Le probleme de existence ou de 'unicité des solutions de (8.4.6) est alors équivalent , en
posant u = Rv, au probleme de 'existence ou de 'unicité des solutions de

(8.4.7) v+(p—ANRv=f.

L’opérateur R est borné de F' dans F' (puisque I C F') et est compact puisque la boule unité
de C?T1(Q) est compacte dans F. Par conséquent son spectre est constitué de 0 et d’une suite
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au plus dénombrable de nombres pg # 0, pp — 0 si la suite est infinie. Alors si ’on note A
la suite des A\, = p + 1/uk, pour A € A, le probleme (8.4.7) a une unique solution pour tout
f € CH(Q), et il en est de méme du probleme (8.4.6).

Pour A € A, 'espace des solutions de v+ (p — A)Rv = 0 est de dimension finie et I'image de
Id +(p — AR est de codimension finie. Il en est alors de méme pour le probleme (8.4.6). [

8.5. Un exemple de probleme non linéaire
A titre d’exemple, nous allons étudier dans ce paragraphe une équation de la forme :

9%u ou ou
5.1 Lu = ; _— —...,— | =0.
(551 ’ 1<%:<n %k(x)axjaxk il <x’u’ dxy’ 3%) 0

Les a;j sont supposées de classe C () sur un ouvert Q borné, a bord de classe C?>T#. On
supposera que la condition d’ellipticité (8.2.1) est satisfaite. La fonction f(x,u,p) définie sur
Q x R x R™ sera supposée vérifier les propriétés suivantes :

1. Pour tout R > 0, il existe Cg tel que pour tous (z,2') € Q x Q, (p,p’) € R® x R",
(u,u') € R x R avec |u| < R et |u/| < R, on ait :

(8.5.2) |f(@,u,p) — f(a' W', p)| < Cr(lz ="+ |p— /| + [u—u]) .

2. Les dérivées partielles d’ordre deux en u et p de f existent, sont continues et vérifient
des inégalités semblables a (8.5.2). En outre, %(z,u,p) <0.

3. Il existe M tel que pour tout x € €, tout u € R, |u| > M, on ait uf(x,u,0) < 0.
Exzemple. — L(u) = —u —u® + f(z) + Au.

Théoréeme 8.5.1. — Sous les hypothése précédentes, ’équation
L(u)=0 dans ),
You = 0 sur OS2

posséde au moins une solution C*TH#(Q).

On introduit un parametre ¢ € [0, 1] en considérant le probleme :

9%u ou ou
Li(u) = a',k(x)—i—tf(x,u,,...,)
(8.5.3) ! IS%;Sn / O0x 0z, 0r1 o,

You =0.

=0,

On note I I’ensemble des t € [0, 1] tels que (8.5.3) admette une solution dans C?T#(Q2). Alors
0 € I (u = 0 est solution pour ¢ = 0). On démontre alors le théoréme 8.5.1 en prouvant que
I est ouvert et fermé.

Lemme 8.5.2. — Il existe une constante C telle que pour tout t € [0, 1], toute solution de
(8.5.3) (st elle existe) vérifie :

HuchJru(ﬁ) <C.

Corollaire 8.5.3. — I est fermé.
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Preuve du lemme 8.5.2. — On établit d’abord que toute solution de (8.5.3) vérifie HuHLm@) <
M, ou M est donné a la condition 3.

En effet, si maxu(z) > 0, le maximum de u est atteint en un point & € Q. En ce point,
Oju(z) =0 et Zaj,kajzku(ﬁc) < 0. On a donc :

tf (&, u(t),0) =20,

et puisque u(z) > 0, u(Z)f (&,u(z),0) > 0, ce qui ne peut étre vrai que si u(z) < M, d’apres
la condition 3. De méme, si minu(z) < 0, on montre que minu(z) > —M. On a donc pour
toute solution de (8.5.3),

(8.5.4) ol ey < M
Maintenant, pour |u| < M, on a d’apres (8.5.2) :
[f (2, u,p)| < [f(20,0,0)[ + Cnr (|2 — 2ol + M + |p])
et |[f (z,u(x), V()| oo () < A+ B[Vl (q)
si u € C*HH(Q) vérifie (8.5.4). Utilisant (8.5.2), on voit aussi que :
I (), Vi) lowgy < A+ B lull gy

et, en raison des inégalités de Schauder, on voit que si u est solution de (8.5.3), on a (8.5.4)
et

(8.5.5) HUHCQHL(Q) < Co (A/ + B/) ||U”cl+u(§) :
Utilisant & nouveau les inégalités
lullcrny < € llullcorngy + Cellull L) »

et (8.5.4), le lemme résulte de (8.5.5). O
Preuve du corollaire 8.5.3. — Soit t; une suite de points de I convergeant vers t € [0,1].
On montre que ¢ € I. En effet, il existe u, € CQ:W(Q) solution de (8.5.3) pour t = tg.
D’apres le lemme, la suite uy, est bornée dans C?*#(Q) et, avec le lemme 8.1.4, on déduit qu’il
existe une sous-suite k; telle que ug; converge dans c2H () (0 < g/ < p) vers une fonction

@ € C*TH(Q). Les convergences étant uniformes, il suffit de passer & la limite point par point
dans (8.5.3) pour voir que 4 est solution de (8.5.3) pour ¢ = t. O

Notons E = {u € C**(Q) /you = 0} et F = CH(2). L’application (t,u) — L;(u) est
continue de [0,1] x E dans F et

Lemme 8.5.4. — L’application u — Ly(u) est différentiable en tout point ug € C*TH(Q), et
sa différentielle est un isomorphisme de E sur F.

Démonstration. — On notera pg = u de sorte que p = (u, p1, ..., py) sera la variable de R”il.
Considérons w(z) = (wp, w1, ..., wy) et h(x) = (ho, hi, ..., hy) deux fonctions de classe C*(f2)
a valeurs dans R"*!. On a
f (@, w(@) + h(@) = f(zw(z) =) o (z, w(z)) hj(x)+
j=0 "
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Puisque les dérivées secondes de f vérifient (8.5.2) par hypothese, les intégrales ci-dessus
définissent des fonctions de C*(€2) dont la norme est bornée si celles de w et h le sont. On a
donc :

n 8f
flawh) = fw) = 3 5 (@ w(@) by < C |l -
=0 Con (@)
On en déduit immédiatement que pour v € C*T#(Q),
1Ze(uo + ) = Le(uo) = Peluo) - vl cugmy < C 0l gy »
ou Py(ug) est Popérateur différentiel

g of
P, L= g E -
t(uo) % ], 637 8xk a x UO, VUO) 8$] + 8“ (x? U’O? VU’O) v

1<j,k<n
Puisque a—f < 0, il suffit d’appliquer le théoreme 8.4.2, pour conclure que P:(ug) est un

isomorphisme de F sur F. O
Corollaire 8.5.5. — 1 est ouvert.

Démonstration. — Soit tg € I; il existe ug € E tel que Ly, (ug) = 0. Le lemme 8.5.4 permet
d’appliquer le théoreme des fonctions implicites, et celui-ci implique qu’il existe un voisinage
de to et une application de ce voisinage dans E, t — wuy, telle que L¢(uy) = 0. Ce voisinage de
to est donc tout entier dans I, et le corollaire est démontré, ainsi que le théoreme 8.5.1. [

8.6. Un théoréme de régularité a Pintérieur
Dans ce paragraphe, considérons un opérateur elliptique

(8.6.1) P= > ajnx) 8x]8xk + > by +¢(x),

1<5,k<n 1<5<n

les a;; étant de classe C*# sur un ouvert €, les b;j et c étant de classe C*.
Notons que I’action de P sur un élément de W1P(Q) est parfaitement définie; pour u €
WLr(Q), dju € LP(Q), les produits b;d;u, cu sont définis dans LP(Q) et aj,kaj?ku est défini au

sens des distributions :
0 20 N[00 )
Lka$j8$k7¢ N q Oxg, 8xj Gk P) -

(Noter que 0;(a;rp) est une fonction continue pour ¢ € C§°(€2) puisque a;y est de classe
ch).
On pourra écrire aussi :

0
8.6.2 P = — | a; bi(x) —
8.62) > g (anlo)ge )+ 3 He)ge +clo),

1<j,k<n 1<j<n

avec b; = b; — > Ogajr € CH(Q).
Théoréme 8.6.1. — i) Si u € W'P(Q) est tel que Pu € LP(Q) (1 < p < +00), alors
u € Wl (9.
i) Siu € CYHH(Q) est tel que Pue CH(Q) (0 < ' < ), alors u € CZ ().

loc
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Démonstration. — Le résultat étant purement local, on va montrer que pour tout zg € (2,
il existe un voisinage w de z et une fonction ¢ € C5°(w), valant 1 autour de z, tels que
ou € WP (ou C*+H'),

Par ailleurs on fera la démonstration pour les espaces W*P la démonstration dans les
espaces C* étant completement analogue et laissée en exercice.

Le point zp étant fixé (on supposera xog = 0), on introduit les opérateurs :

P = Y o) g
= ajp(r0) =——— — = .
" BRA0 Oxj0xy 12
(r parametre réel, 0 < r < 1). Le symbole de P, est :
1
PO =~ (Lot + 3 )

et comme on l’a vu (voir la preuve du Théoréme 7.2.4), Dellipticité de P implique que les
fonctions £%/p,(§) (Ja| < 2) vérifient :

% ()

Notant E, la distribution de type 0, transformée de Fourier inverse de 1/p, (), on voit alors
qu’il existe une constante Cj telle que pour tout r €]0, 1] et tout u € LP, on ait pour |a| < 2:

< Cﬁr2—\o¢| (’€|2 + 1)*‘ﬁ| )

(8.6.3) rlol=2 |0 By % UHLp(Rn) <Co HUHLP(R") .

On notera que les opérateurs de convolution u +— E,. x u = F~1(U(&)/p.(£)) sont définis de
S'(R™) dans S’(R™).
Puisque E * 0ju = 0;(E * u), on a aussi, pour u € LP(R"), r <1let |a| <1:

0
(8.6.4) rlel =1l go g, « 22 < Collull powny -
O Lr(R)
On munit W*P(R") des normes suivantes :
(8.6.5) lally gy = D P 1Dl oy
|a|<k

et alors, (8.6.3) et (8.6.4) se réécrivent :

| * ung,p(Rn) < Co |lull o(mny »

(8.6.6) HE L ou

o, < Collull oo (mny -

WP (Rm)
A partir de (8.6.4), on écrit :
P—P =Q+R,,
0 0
avec Q= jz; £ (a1 () — aj k(o)) o,

0 1
et Rr:Zb;-(az)a—:EjJchrr—Q.
j
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Pour u € Wehp(), on a (par Fourier) u = E, « Pau, d’ott I'on tire que :
(8.6.7) u+E,.*Qu=FE,*x Pu—FE,.xR.u.

(Les convolutions sont bien définies puisque Pu, Qu et R,u sont des distributions & support
compact).

Les coefficients a; () —ajx(2o) étant de classe C' et nuls en xg, on vérifie immédiatement
que :

(8.6.8) (@) = a3 (20)) 0l gy < Cor 0]l gy

si v € LP(R™) est a support dans la boule w, de centre z( et de rayon r.

Introduisons maintenant une fonction ¢ € C§°(R™) a support dans la boule de centre 0 et
de rayon 1, valant 1 sur la boule de rayon 1/2. Pour r < 1, on pose alors ¢,(z) = ¢ (””_T,i)
Tout 'intérét de l'introduction des normes (8.6.5) est qu’il existe Co indépendante de r telle

que pour k=0,1, 2 :

(8.6.9) HSDTUHWT’W(Rn) < Cy HUHWT’f’P(Rn) .

Avec (8.6.8) et (8.6.6), on obtient alors :

(8.6.10) | * QgpruHer,p(Rn) < n?CoC,Cyr ||uHWr1,p(Rn) .

Ecrivant Q = Y (a;x(x) — ajx(z0)) ﬁzxk + > ag;: . %, on a aussi : en notant C5 =
8aj’k

max; Dz, Loo(wl)’

HQ‘PTUHLP(R") < n*CiCyr HuHW??»P(]R{n) +n°CsCy Huuwjap([@n) .

Grace & la définition (8.6.5), on a [[ul| ;10 < 7[Jul| 20, et par conséquent on a les estimations
T s
suivantes :

(8.6.11) ”Er * QSDTUHWEJD(R") < n2C002(01 + 03)7‘ HUHWTQ’P(Rn) .

Maintenant on fixe r = %(nQCOCQ(Cl + Cg))fl, et on note A opérateur v — Au = E, x
Qpru. A est borné de W P(R™) dans WP(R") (k = 1 ou 2) et de norme < 1/2, d’apres
o0

(8.6.10) et (8.6.11). Par conséquent l'opérateur I+ A est inversible, son inverse B = Z(—A)j
§=0
est borné (de norme < 2) de W/*P(R™) dans lui-méme (k = 1 ou 2).
Considérons maintenant une fonction u € WHP(Q) telle que f = Pu € LP(Q). Pour 1 €
C°(wr/2), on a @1 = 1b; appliquant (8.6.7) a la fonction tu, on obtient :
Yu+ AYyu = E. x PYyu— E. x Reyu=g.

On a PyYu = Y Pu + [P,¢Y]u € LP(R™) puisque Pu € LP(R™), que [P,1] est un opérateur
différentiel d’ordre 1 et que u € WHP(2). De méme la forme de R, montre que R,pu € LP. Tl
en résulte, avec (8.6.6), que g = E, * (PYu — Rypu) € W2P(R™).

Mais, puisque Yu € WHP(R™) et que (I + A)pu = g, on a u = Bg, et puisque B est aussi
borné de W2? dans WP, on a thu € W2P(R™), et le théoreme 8.6.1 est démontré. O
Lemme 8.6.2. — i) Sip <n, WHP(R") — WH4(R") pour % = % -1
i) W2™(R™) < W,SU(R™) pour tout ¢ < +o0.

iii) Sip > n, W2P(R") — C’I{)JCF“(R”) pour p<1—72.



76 CHAPITRE 8. PROBLEMES AUX LIMITES D’0ORDRE DEUX

Démonstration. — Le premier point a été démontré dans le lemme 7.1.5, en écrivant que
n
ou
U = T; + —,
Z J 85[,‘]'
7j=1

ol les T sont de la forme c - III"'

Pour montrer i), il faut montrer que pour u € W2m et p € C°(R"), on a pu € WH4 pour
tout ¢ < +o00. Or gou € Wfoﬁlp — u € Wcomp pour tout p < n. Appliquant 7), on obtient

que pu € WhH4 pour 5 = % — =, pour tout p < n, c’est-a-dire pour tout ¢ < +oo.
Pour montrer i), il suffit de montrer que pour u € Lmp(R™) (p > n), on a Tjxu €

Cfgc( "). Puisque T} € Lloc pour ¢ < -~ et que p’, Pexposant conjugué de p, vérifie p’ < T

pour p > n, on voit que T} x u € Ly . Ensulte on écrit que :

1 1
M
’S |l’ X | <|x|n—1+,u + |x/|n—l+u> ’
d’ou 'on déduit que :

‘(Tj*u)(x)—(Tj*u)( )|<|51c a'|k (/ |z — |n 1+u /|x ‘n 1+u )

Pour p < 1 — Ll e

P o=

z
lz|™ [ |

loc €t ces dernieres intégrales sont, pour u € L¥omp, bornées

uniformément en x et x’, pourvu que z et z’ restent dans un compact. [

Revenant a l'opérateur (8.6.1), P, on a le résultat suivant :

Théoréme 8.6.3. — Soit u € T/Vli () 1 <p < +4o0) tel que Pu € Cf (). Alors u €
CET(Q).

loc

. . , s PR 2,
Démonstration. — Supposons d’abord que p < n. D’apres le théoreme 8.6.1, u € VVlof(Q) et

d’apres le lemme 8.6.2, u € VVli)f(Q) pour é = %—% si p < n, et g fini quelconque si p = n. Par
1_1

récurrence sur k < n/p, on voit alors que u € VVl(l)Cq(Q) pour ;= — % si k < n/p, et pour ¢

fini quelconque si k = n/p. Finalement il existe toujours ¢ > n tel que u € VVIO’Cq (©2). Mais alors

u € I/Vlz’q(Q) et d’apres le lemme 8.6.2, u € C'H” (Q) avec 0 < p/ < 12. Si /' < p, puisque
PueCl_ C C’loc, u € C . 2’ g apres le théoreme 8.6.1, et a fortiori u € C’lloJcr”. Sip > p,ona
aussi u € C) 1w . Puisque Pu € Cloc, appliquant une derniere fois le théoreme 8.6.1, on conclut

queuEC+“. O

loc



CHAPITRE 9

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

9.1. Symboles

Soit €2 un ouvert de R". On note S7;(Q2) (m € R, 0 < p <1, 0 < § < 1) lespace des
fonctions p(x, &) C° sur  x R” telles que : pour tout compact K C €, tous multiindices «
et € N il existe C telle que pour (z,§) € K x R™, on ait :

(9.1.1)

020 p(,€)| < Creap (1 + Je) 10101

Un élément de SZ’%(Q) est appelé un symbole (sur ) de degré m et de type (p,d). Dans la
suite du cours, on n’utilisera guere que des symboles de types (1,0) ou (1,1).

Exemple. — On a déja vu intervenir au chapitre 7 des symboles indépendants de x (de type
(1,0)). Ils étaient de la forme m, p étant un polynome elliptique.

Exemple. — Si p(§) est une fonction C*° sur R™ \ {0}, homogene de degré m, et si ¢ €
C3°(R™) vaut 1 autour de 0, (1 — ¢(&))p(€) est un symbole de degré m (type (1,0)).

Exemple. — Si p est la transformée de Fourier d’une distribution réguliere, de type 0, alors
p vérifie (cf Théoreme 4.4.4) :

|0p()| < Calél™,

et ¢(§) = (1 —p(&))p(§) est un symbole de degré 0, si ¢ € C§°(R™) vaut 1 autour de 0 comme
dans ’exemple précédent.

9.2. Opérateurs

Soit p € ;?5(9). On cherche & définir un opérateur par la formule :

(271T)" / e ep(x, £)u(€)de .

Siu e C°(R™), u € S(R") et 'intégrale (9.2.1) est absolument convergente. En outre, les
dérivées 99 (e Sp(x, £)u(£)) sont toutes intégrables (grace a (9.1.1) et a la décroissance rapide
de @). On peut donc dériver sous le signe somme et on a :

(9.2.1) Pu(z) =

Lemme 9.2.1. — La formule (9.2.1) définit un opérateur linéaire continu de C§°(R™) dans
C>(Q).
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Remarque. — Si P(x,D,) = Z aq(z)DY est unopérateur différentiel a coefficients a, €

la|<m

C*(92), alors le “symbole”

p(@,§) = Y an()¢”

la|<m

est un symbole de ST (£2) et on a bien :

Pa Dojula) = 3 aala) (D) () = o [ € pla, e

laj<m
pour u € C§°(R™).
Théoréme 9.2.2. — Soit p € S;%(Q), avec 6 < 1. Alors il existe un (unique) opérateur

P, continu de E'(R™) dans D'(R™) tel que Pu soit donné par la formule (9.2.1) lorsque u €
Ce(R™).

Démonstration. — L’unicité résulte de la continuité de P, et de la densité de C§°(R™) dans
E'(R™).

On rappelle que si u € &'(R™), alors il existe N € N (I'ordre de u) tel que :
(92.2) @@l < c@+gh™

Prenons u € C§°(R") et ¢ € C§° (Q) Nous allons transformer ’expression :

(9.2.3) (Pu, @) e Ep(x, €)u(€)p(z)dxde .

(Noter que l'intégrale converge absolument On écrit que :

(1= 20) (67F) = (1+[gf?) e

i =(1-4) <1i|512> |

On reporte dans I'expression (9.2.3) et on intégre par parties, ce qui est justifié puisque toutes
les intégrales convergent absolument. On trouve :

e (- ) (e, pta) o

Itérant 'opération, on voit que siu € Cg°(R™), p € C3°(Q), la fonction Pu définie par (9.2.1)
vérifie, pour tout entier &

(9.24)  (Pu,y) / [ e c (1= A (p(a, €)p(a)) darde

(1+ |£|
Soit u € &'(R™) d’ordre N (Verlﬁant (9.2.2)). On choisit k£ > (m+N+n-+1)/2(1—4). D’apres
les inégalités (9.1.1), on a :

(925) (1= 80 (@, (@) < €W+ 1E)™ el caney

la constante C ne dépendant que de k et du support de ¢. On remarque alors que 'intégrale

[ g

et donc que :

(Pu, p)
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converge (compte tenu de (9.2.2)) pour k > (m+ N +n+1)/2(1 —§). On peut alors définir
la distribution Pu par la formule (9.2.4), I'intégrale étant absolument convergente, et Pu est
bien une distribution puisque d’apres (9.2.5), on a :

[(Pu, )| < Cligllczr)

la constante ne dépendant que du support de . O

9.3. Noyaux distributions

Soient Q; et Qy deux ouverts. A toute distribution 4 € D’ (1 x Q2), on fait correspondre
un opérateur continu de C§°(€2) dans D'(€2) : pour ¢ € C°(Q2), Ap est la distribution sur
Q1 qui est définie par la formule :

(9.3.1) Vip € Ci*($h),  (Ap,¥) = (A4 © @)

ol ¥ ® ¢ désigne la fonction de C5°(2; x Q) définie par (¢ ® ¢)(z,y) = ¥ (x)p(y).
Inversement, le théoréme des noyaux de L. Schwartz affirme que tout opérateur de C§5°(£22)
dans D'(£2) est associé a une (unique) distribution sur Q7 x s, qu’on appelle le noyau de
I'opérateur.
Tres abusivement on notera parfois A(x,y) un noyau sur €1 x Q9 (une distribution sur
0y x Q9) et trés symboliquement on écrira :

(9.3.2) / Az, y)e

la distribution dont la définition correcte est (9.3.1). Bien entendu, quand le noyau A est dans
L} .(Q1,92), les définitions (9.5.1) et (9.3.2) sont identiques.

Lemme 9.3.1. — Soit p € S7'5(Q2), avec m < —n. Alors le noyau distribution de P est la
fonction

1 i(z—y)£
(9.3.3) Alw.y) = oy [ €470l e

En outre, sim +k < —n (k € N), le noyau A est de classe CF.

Remarque. — Puisque m < —n et que |p(x,&)| < (1 + |£])™, Vintégrale de (9.3.3) converge
absolument et définit bien une fonction continue.

Démonstration. — Pour ¢ € C3°(R™), on a :
5O = [ "oy,
et reportant dans (9.2.1) on voit que :

(Qi)n / / T p(x, &) p(y)dyde

Iintégrale double étant absolument convergente puisque m < —n. Au sens des intégrales
convergentes, on a bien :
/Awy y)dy,

et A est le noyau de P. Avec (9.1.1), on voit que I'on peut dériver k fois sous le signe somme,
sim+ k < —n et alors A est une fonction de classe C*. O

Py(x) =
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Lorsque m > n, on peut donner un sens symbolique & Uintgrale (9.3.3), essentiellement
comme une transformée de Fourier : pour tout z € Q, la fonction £ — p(x,§) est C™ et
a croissance lente; on peut donc définir sa transformée inverse de Fourier dans S'(R™). On
obtient donc une application (C*) z + F~!p(z,-) & valeurs dans S’(R"), et F~'p apparait
aussi comme une distribution sur  x R™ :

(Flppwv) = [ F bl 2)pla)v)duds = [ pla, o) F o) dude
(La premiére intégrale a un sens symbolique, la seconde est bien convergente.)
On définit alors A(z,y) = F 'p(x,z — y), c’est-a-dire :
(A p @) = (Flp(x, 2), p(x)y(z = 2))
et puisque F 1y(z — 2) = (27)™" fei(x—z)'%(g)dg, on voit bien que
(Ao @9) = (PY,¢) ,
c’est-a-dire que A est le noyau distribution de P.

Théoréme 9.3.2. — Sip>0etsipe Sg?(;(Q), le noyau A(z,y) de P est C*° pour x # y.

Démonstration. — Il revient au méme de dire que la distribution B(z,z) = F, 'p(z, 2) est

C* pour z # 0. Nous allons montrer que la distribution z®B(z, z) est de classe C¥ si |a| >
(m+k+n+1)/p.
En fait, on a z*B(x, z) = (—1)‘°‘|.7-"*1Dg‘p, et avec (9.1.1) on voit que

198 Dgp(a,€)| < C (1 + |g|ymAlelthiHal

ce qui montre que f”@fD?p est intégrable si || > (m + |B| + |y| + n + 1)/p, et donc que
DZDQ 2*B(z,y) est alors une fonction continue. O

Corollaire 9.3.3. — Sip >0, <1 et siu € E'(R™) est C® sur un ouvert w C 2, alors
Pu est aussi C*° sur w.

Démonstration. — Soit g € w; il suffit de montrer que Pu est C°° autour de xg. Soit
Y € C§°(w) qui vaut 1 autour de zq (disons pour |z — x| < 7). Alors :
Pu=Pou+ P(1—p)u.

ou € C(R"), et Ppu € C*°(Q). Il nous reste & montrer que P(1 — ¢)u est C*° pour
|z — xo| < r/2. Pour ¢ a support dans la boule de centre z( et de rayon r/2, on a :

(9-3.4) (P(1 = @)u, ) = (A(z,y), P (2)(1 = p)u(y)) -

Mais pour |z — zg| < 7/2 et y dans le support de (1 — p)u, on a |z —y| > r/2, et A(x,y) est
une fonction C* de (z,y). Il en résulte que :

v(x) = (A(z,y), (1 = @)u(y)) goo mny e (mn)

est bien définie et C*° pour |z — x| < r/2.
Mais (9.3.4) montre que v = P(1 — ¢)u sur la boule |x —xg| < 7/2, et P(1—¢)u y est donc
C. O

Notons aussi :
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Proposition 9.3.4. — Désignons par SIN(R") l’espace des distribution a support compact,
d’ordre N (vérifiant (9.2.2)). Soit p € S775(Q) avec m+k < —n (k € N). Alors P s’étend en

opérateur continu de E*(R™) dans CO(Q), et envoie EN(R™) dans C*N(Q) pour N < k.

Démonstration. — D’apres le lemme 9.3.1, le noyau A(z,y) est de classe C*. On peut aussi
revenir a la définition (9.2.1) et vérifier directement que si u vérifie (9.2.2), la formule (9.2.1)
définit une fonction de classe C*~ sur Q, pour N < k et my, < —n. O

9.4. Composition

Soient 1 € Q, p € 575(), q € 527:5/(91) et ¢ € C§°(2) valant 1 sur Q. L'opérateur
R = Q(z, Dy)pP(z, Dy) est bien défini de C5°(R™) dans C*°(£y).
Notons p1(z,n) = ¢(z)p(x,n) et p1(£,n) sa transformée de Fourier en x :

pi(&m) = /e_ixfpl(xan)dx'
p1(&,7m) est C* en (§,n), et d’apres (9.1.1), on a :
(9.4.1) E200P1(€,m)| < Cag (1 -+ )70

Pour u € C§°(R"™), on déduit de (9.2.1) que l'on a :

— 1
P =—— [ (- u(n)dn.
pPu(§) G /pl(f n,m)u(n)dn
(Intégrale absolument convergente ) On a donc
(9.4.2) (Ru)(z 27r — // e q(x, ©)Pr(€ — 1, n)a(n)dndé .

(Intégrale toujours absolument convergente.) On introduit donc la fonction :

1 < N
(943) . = e [ el + ).
de sorte que R est 'opérateur de symbole 7 :
_ 1 ix-§
Ruls) = G [ .ot de.

Théoréme 9.4.1. — Sip' >0, § <1, le symbole (9.4.3) est dans la classe S;’,‘,'STI (1) avec
p" =min(p, p’) et & = max(4,d’).

Nous ne démontrerons ce théoréme que lorsque § < p’. On a alors :

Théoréme 9.4.2. — Sid < p' <1, le symbole (9.4.3) est dans la classe S",‘,'S,, (1) et pour
tout entier N,

(6~ Y el DI 8)
la|<N

est un symbole dans la classe S;?,;TI_N(’)/_J) ().
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Lemme 9.4.3. — Pourtous 3 € N" et k € N, il existe C telle que pour tous (n,§) € R™xR™,
on a :

(9.4.4) 0251 01,6)| < C (1 In)~* (1 + [y POk
Démonstration. — 11 suffit d’écrire :
(14 P) 00 ©) = [ e (1= A (o, )
et de remarquer que p; vérifie des estimations (9.1.1). O

Lemme 9.4.4. — Soit ¢ € CF(R™) qui vaut 1 pour |{| < 1 et 0 pour |{| > 2. Alors les
symboles

D(x,8) = p(&)r(z,8),
r®(z,¢) = (271r)" /ei’”'”q(:c,f +mp1(n,€) (1 — (&) (1 - ¢ (Jﬂ)) dn

sont dans S;/X;/,(Ql) pour tout entier N.

Démonstration. — D’apres le lemme 9.4.3 et les estimations (9.1.1) sur g, il est clair que r
est une fonction C* sur Q1 x R, & support dans la boule |£| < 2. Par suite, 7)) € S i 5,,(91)
pour tout entier N.

Pour 7(?, la preuve est un peu plus subtile : notons p2(n, &) la fonction

.6 = (1906 (19 (41 ) ) B

Elle est & support dans la région |n| > 1, [n| > i|§|. En outre, on a :

(oo )| o i

(Puisque sur le support de Vi : i|£| <Inl < %\ﬂ)
On en déduit que py satisfait les mémes estimations (9.4.4) que p;. On a alors :
(9.4.5)

020, r®(x,€) = Z(i)(é)(%r)# (i)~ 08" 97 q(x, & + )9 pa(n, €)de

5/56

Puisque ¢ € Sg,"‘:lg,, on a :

’ / VIV I v
s 3?61(937§+77)‘ < C (L€ +ql)™ P
Avec les estimations (9.4.4), on a aussi :
—a’ 5B8—f' —k —plB—p'|+6(ja—a |+k
10 pa(n, €)] < € (14 Inl)~* (14 gy APl

Pour k£ > n, on a des inégalités du type :

/ (L4 1€+ ) L+ o)~ dy < C (1 + [+
[n|>1¢|
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avec Ay = max(A,0). On voit alors que le terme général de (9.4.5) se majore en
(1+[¢)y ==k,
avec pp = (m' — p'|B'| + 0'|o/]), + m+n—p|3— |+ 6|a — /|. Finalement, puisque 1 —4§ > 0,
on voit en prenant k assez grand que pour tout NV, on a :
o20¢r® () 5 (1+1g) .
Notons

ps(n.€) = (1 - 9(©))¢ (4@) Pi(n.€).

Il nous reste a étudier le symbole :

s(x,§) = (QW)_”/e“'"Q(w,éJrn)m(n,&)dn-

Donnons-nous un entier N (assez grand) et écrivons le développement de Taylor de g :

1
g(w,E+m) = Y —08q(x,En" + bz, &),
laj<N
avec
77“ ! N—-1a«a
o) = 3 T [0 0N agat g+ .
|a|=N * /0

Utilisant les estimations (9.1.1) pour ¢, on voit que pour |n| < %|§|, on a:

(9.4.6)

62‘8?5(%5777)‘ < g (1 4 g™ e (BN ol

Reportant le développement de Taylor dans ’expression de s, on obtient

sae,€) = oale )@m ™ [ (. .
s(z, &) = Z Sa(z,€) +a(z,§), avec ' ‘
N a€) = (2" [ . &npaln, ).

Lemme 9.4.5. — Le symbole a est dans la classe S;n,/;icllf(plfa)NJré(nH)(Ql).

Preuve du lemme 9.4.5. — La fonction ps vérifie les estimations (9.4.4), et est & support dans
la région [£] > 1, n] < 5|¢]. On a:

o @ g —n iz ya—a qa’ of -B
oroaa.) =Y (7)) ( ﬁ,> (2m) / e (i)~ 0% 0 b(w, &,m)0, " pa(n, §)ds

555
Compte tenu de (9.4.4) et (9.4.6) (et du fait que p3 = 0 pour |n| > 1[¢[), on majore les

intégrales du membre de droite par :

(1+ e])" / (L4 o)~V d,

avec p=m' — p'(|8'| + N)+ ||+ m —p|B — 5| + (N +n+ 1+ |a —d'|), et le lemme en
résulte en remarquant que p < m+m’' — (p' —0)N +do(n+ 1) — p"|B| + " |«|. O
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Lemme 9.4.6. — Posons
ha(z,§) = (27r)_”/6”'”77°‘p2(77,€)d17 P ka(,§) = if)?Q(w,é)ha(x,é)-

Alors les fonctions he, et ko sont dans S/;,%,, (1) pour tout k € N.

Preuwve du lemme 9.4.6. — 1l résulte immédiatement de (9.4.4) que
00 ha(e, &) S WHIEDM™ [ (1 lal)Fan,
Inl> €|

avec A = m — p|B| + §(|y| + |a]). On obtient I'assertion du lemme pour h, en majorant
I'intégrale par C(1+|£|)7%+", et en choisissant k aussi grand que nécessaire. L’assertion pour
les k, en résulte aussi grace a (9.1.1) par la formule de Leibniz. O

Lemme 9.4.7. — Notons
1
ro(,§) = aagQ(x7£)Dgpl(l‘a€) .
m+m’—(p'—8)N
Alors o, € Sp,,j:;,, (r'=9) (Q1).

Preuve du lemme 9.4.7. — On écrit que :

828? (a?Q(fﬂ,f))) S (14 |§\)m’*p”\ﬁ|+5”|y|7p/|a| ’

et que

o m—p" 8" Sla
0207 (Depa(w,€))| S (1+ gm0 1P kel
Le lemme en résulte par la formule de Leibniz. ]

On remarque maintenant que

(27T)_n/eix.n77aﬁ1(?7,§)d77 = Dgpi(z,§).
On a donc montré que :
r(2,8) =rW+r®@ 4+ 3" (1= p(&)ra — ko) +a.
la|<N
Puisque ¢(§)rq est a support compact en &, on a donc montré que :
(9.4.7) r(@,8) = Y ra(z,8) +an(x,8),
lo| <N
avec ay € SFTZ‘ZTI—(P/—5)N+5(TL+1)(Ql).
Le théoréeme 9.4.2 en résulte aussitot : étant donné N, on choisit N > N de sorte que

N'(p)=6) > N(p'—6)+d(n+1). On applique alors (9.4.7) & Pordre N, et avec le lemme 9.4.7,
on conclut que :

~ m+m/—(p'—8)N
r— Z Ta = Z To + an’ € Sp//75// ( ) (Ql) .
|a| <N N<|a|<N’
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9.5. Théoréme de Calder6n—Vaillancourt
Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 9.5.1. — Soit p € Sgyp(Q), avec 0 < p < 1. Alors lopérateur P se prolonge en
opérateur continu de L*(R™) dans L2 ().

Remarque. — Le résultat est faux pour p = 1. Nous commencons la preuve par le cas ou
p=0.

Pour s € R, on note H*(R™) 'espace de Sobolev : {f eS'(R™) / (1+ ¢ )8/2 f(§) € L2(R”)}.

Lemme 9.5.2. — Soit s un réel > n/2. 1l existe une constante C' telle que pour toute famille
{fv}vezn de fonctions de H*(R™), on a :
2
. )
piva < CZHf,,HHS(Rn)
L2(R™) v

Preuve du lemme 9.5.2. — Dans l'espace (?(Z", H®) des suites de H*(R") indexées par Z"
et dont le carré des normes est sommable, notons £y ’espace des suites a support fini.

Pour {f,} € £y, notons f =>_ f,e?*. Alors :

191 =@ [ |7 de = m [ ‘Zﬁ(&—m

2

Par ailleurs :
> fule-v)

Puisque s > n/2, la série 0(¢) = Z (1 + 1€ — u|2)7s converge et sa somme est majorée

<ny,, E=v)P(A+[E—vP) x Y (1+E—vf)

v

14
uniformément par une constante C. On a donc :

113 < C(2m)~ Z/m 0 (1l ) de < C@n ™ S ol

Ceci montre que l'application {f,} — >_ f,e%® est continue de I’espace de /o, muni de la
norme (2(Z", H®), dans L?(R"). Il en résulte de pour {f,} € (*(Z", H®), la série > f,e"® est

convergente dans L?(R") et par passage & la limite, 'inégalité du lemme subsiste. O

Lemme 9.5.3. — Il existe une fonction ¢ € CSO(R”) telle que pour tout & € R™, on ait :

> PE-v)=1.

vEL™
Preuve du lemme 9.5.3. — Soit ¢ € C§°(R™) qui vaut 1 sur le cube || < 1/2,j=1,...,n

Alors la fonction
hE) = > PE—v)

veL™
est C* sur R™ et bornée puisque sur tout compact, il n’y a qu’un nombre fini, uniformément
borné, d’indices v tels que ¥({ — v) # 0. En outre, h(xi) > 1 puisque pour tout &, il existe un
v e Z" tel que |{; —vj| <1/2pour j =1,...,n, et alors ¥)(§ —v) = 1. Enfin par construction,
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on a h(é+ p) = h(€), Yu € Z", € € R™. La fonction h(£)~1/2 est C* sur R™, est il suffit alors

¥(§)

de poser p(§) = ——=. O
h(§)

Lemme 9.5.4. — Soit q(x,§) une fonction C*° sur R™ x R™, a4 support dans le domaine

€] < R, et vérifiant :
‘ q(z,¢) ’

pour tous x,§ et B, |B] < [5] + 1. Alors Uopérateur Q de symbole q se prolonge en opérateur
borné de LQ(R”) dans lui-méme, dont la norme n’excéde pas CM, la constante C' ne dépendant
que de la dimension n et de R.

Preuve du lemme 9.5.4. — L’opérateur () est clairement associé au noyau

Qla,y) = (21) " / g0 €)de |

I'intégrale convergeant absolument puisque le symbole ¢ est a support compact. En outre on
a:

(- 1)°Q(z,y) = (2m) " / £/e=U)€ (_Dgv) g, €)de |

d’ou il résulte que pour |o| < [n/2] + 1,
/‘zm‘ 1Q(z, 2 — 2)|*dz < CM?,
et enfin que, en posant s = [n/2] + 1,

/ (1412137 |1Q(x, x — 2)[2dz < CM?.

Pour f € S(R™), on a Qf(x /Q:Uy y)dy, et

9 2
QF ()]’ s/(1+Ix—yl2)le<x’y>|2dy/Mdyﬁcw/%dy

Mais puisque s > n/2, / (1 + |z — y|2)_s dx < 400, et en intégrant on obtient :

1QfII72 < C"M* | £IIZ- -

Proposition 9.5.5. — Soit p(x,&) une fonction C* sur R™ x R™ qui vérifie :

020;pla,€)| < M

pour tous x, &, a et B tels que |a| < [n/2]+1, |B] < [n/2]+1. Alors lopérateur P de symbole
p s’étend en opérateur borné de L?>(R™) dans lui-méme, et sa norme n’excéde pas CM, ou C
est une constant qui ne déoend que de n.
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Preuve de la proposition 9.5.5. — On introduit la fonction ¢ du lemme 9.5.3, et on pose
pu(z, &) = pla, £+ v)p(€). Notons Sy I'espace des fonction u € S(R™)) dont la transformée de
Fourier est a support compact. Pour v € Sy, on a :

=Y 0, (E —v)a€) =D pu(x,& — V)€ —v),

avec i, (€) = ()€ + ).

Notons P, I'opérateur de symbole p, . Il suffit d’appliquer le lemme 9.5.4 pour voir que P, est
borné de L? dans L?, de norme majorée par C M. Mais aussi, pour |a| < s = [n/2]+ 1, 0%P,,
qui est de symbole (9, + &)* p,(z, &), est borné de L? dans L?, toujours grace au lemme 9.5.4.
On voit donc qu’il existe une constante C', qui ne dépend que de la dimension n et du choix
de ¢, telle que P, soit borné de L?(R") dans H*(R"), de norme < CM.

Maintenant, on écrit pour u € Sy que

= / ey (2, & — V)i, (§ —v)dE =D ™" (Puy) (x).
14 14
D’apres le lemme 9.5.2, on a :
1Pull7e <Y 1Pl < C2M* Y fluy|f7a -

Il ne reste plus qu’a remarquer que :

>l = 3 em- / 8, (6|2 de = (27) / SR 6~ e = s

Pour étudier le cas p > 0, nous aurons besoin d’une variante de la proposition 9.5.5 :
Proposition 9.5.6. — Soit p(x,§) une fonction C* sur R™ x R™ qui vérifie :

x gp($’€)‘ <M

pour tous (x,§) € R" xR", |af <[]+ 1, [B| < [n/2] 4+ 1. On suppose en outre que pour tout
¢ € R", la transformée de Fourier de x — p(x,&), p(n,€) = [ e @p(x,&)dx, est a support
dans la région |n| > X. Alors pour tout s tel que n/2 < s < [§] + 1, il existe C(n,s) ne
dépendant que de s et n, telle que lopérateur P soit de norme d’opérateur de L*(R™) dans
lui-méme, inférieure ou égale ¢ C(n,s)MN*~1z171,

Preuve de la proposition 9.5.6. — On reprend la démonstration précédente, en supposant
A > 1. Notons P, l'opérateur de symbole p,(z,£) = p(x,& + v)p(€). On a vu que les P,
sont bornés de L? dans HY (R") avec N = [2] + 1, et que

1P f Nl v gy < C(R)M || f] p2 ey
Mais on a :

B f(n) = / Bln— 6.6+ 1)p(©)FlE)de .
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et puisque p(n — &, £ +v) est a support dans |n —&| > X et que p est a support dans |£] < Ao,

S—

on voit que P, f est a support dans |n| > XA — Ag. Il est alors clair que 'on a :

ol — 2
1P f e ey :/||>A . (1+[nl?) ny(n)‘ dn
NZA=A0

< Clu sV [ (14 )Y [P an.

Il en résulte que :
-N
HPI/f”HS(R") <C(n,s)\" "M HfHL?(Rn) :
La fin de la démonstration est alors identique a celle de la proposition 9.5.5 : d’apres le
lemme 9.5.2, puisque s > n/2, on a, pour u € S :

I1PullZa@ny < C D I1Psusllrsey < CNCTIM Y w72 gy < CAZENM [lu]72gr) -

O
Le lemme suivant sera d’un usage constant par la suite :

Lemme 9.5.7. — Il existe deux fonctions xo et x, C° sur R™, a support respectivement
dans la boule {|¢| < 1} et dans la couronne {1/3 < |£| < 3} et telles que :

VEER™, xo(&)+ DX <2§j> =1
§=0

Preuve du lemme 9.5.7. — Ce lemme est essentiellement similaire au lemme 9.5.3. On choisit
Y € C°(R™) a valeurs dans [0, 1], supportée dans la couronne {1/3 < |£| < 3}, et valant

+oo
1 pour 1/2 < |£] < 2. La fonction h(§) = Z X <§]) est C sur R™ \ {0}, est > 1
j=—00

et vérifie h(£/27) = h(&) pour tout ¢ et tout j. On pose x = ¥/h, et alors la fonction

+o0
xo(§) =1— ZX (2%) est C™° et a support dans la boule {|¢]| < 1}. O
§=0

Lemme 9.5.8. — Soit p(x,&) un symbole et q(x,§) = p(5, AS). Alors si l'un des opérateurs
P et Q, de symbole p et q, est borné de L?> dans L?, lautre Uest aussi, et ils ont alors méme
norme.

Preuve. — Llopérateur u — Hu(z) = A/?u(\z) est une isométrie de L? sur lui-méme, et
envoie § dans S. On a :

Hu(¢) = A"?4 <§> et (PHu)(z) = (HQu) (z).
Le lemme en résulte immédiatement. O
Proposition 9.5.9. — Soit p une fonction C*° sur R™ x R" qui vérifie :

0207 p(w, )] < M (1 + g1

pour tous (x,§), |a| < [5]+1, |B] < [§]+ 1.
Alors si p € [0,1], il existe une constante C(n,p) telle que l'opérateur P de symbole p se
prolonge en opérateur borné de L*(R™) dans lui-méme, de norme < C(n, p)M.
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Preuve. — Suivant la décomposition du lemme 9.5.7, on écrit :

) =pl 00©) . e =l (57)

L’opérateur R de symbole r releve immédiatemement du lemme 9.5.4 et est borné de L? dans
L?. 11 suffit donc d’étudier I'opérateur de symbole :

(9.5.1) Pla, &) = pi(.9).
7=0

On introduit encore une fonction h € C§°(R™) a support dans la boule [£| < 1/12, valant 1
pour [£| > 1/20. Pour j > 0, on pose h;(§) =h <2j> et on note ¢; la transformée de Fourier
inverse de h;. Si @ = h, on a alors ¢;(z) = 2™ p(27z). On pose enfin :

95.2) 5.8 = [ oo =iy et 5.0 =i €) ~ 4:(.).
Lemme 9.5.10. — 1l existe C(n) telle que l'on ait :
(953)  |920¢q;(x,€)| < Cln)M2P D 1980 s; (0, €)| < C(m) M2,

pour tous (x,§), j >0, |a| < [5]+1 et |B] <[5 ]—I—l
En outre, les transformées de Fourier en x, qj(n,€) et 55(n,&), sont a support, respective-
ment dans {|n| < 27/12} et {|n| > 27/20}.

Preuve du lemme 9.5.10. — Notant x;(§) = x (251) on a

‘3?@(5)\ < 027 18li < cg=rIBli

Utilisant le fait que %2j < |¢] < 3-29 sur le support de y;, on en déduit que :

33?3?]9].(56’5)‘ < Cy M 2rillel=18])
gii&;ir)laf;;i J:remarque que ¢; € S(R") et que Hcpj||L1(Rn) = [l¢llf1(gn)- En outre, si p €
(@) < M’ powr af < [5]+1,
on voit que ¢; * p € C°(R") et que
107 (@5 * p) (@) = [0 (@) < [l@jll 2 17PN Lo < Ml - M

Les estimations (9.5.3) en résultent aussitot.

Enfinona:q;(n,&) = hij(n)p;(n, &) et 55(n, &) = (1 — hj(n)) p;(n,§) ; les affirmations concer-
nant les supports des g; et 5; résultent alors du choix de la fonction h. O

Lemme 9.5.11. — Il existe € > 0 et C, tels que les opérateurs Q; et S; de symbole q; et s;
soient bornés de L? dans L?, et de norme majorée respectivement par CM et CM2757 .

Prewve du lemme 9.5.11. — Notons ¢;(x,&) = q; (55,27¢) et 5;(x,8) = sj(55,27¢). 1
résulte immédiatement de (9.5.3) que l'on a :

ofie. ) <o

02005 (x, g)] <COM,
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pour tout j, tous (z,&), tous |a| < [§] +1, |B] < [§] + 1.

La proposition 9.5.5 montre que @; est borné dans L?, de norme < CM, et d’apres le
lemme 9.5.8, il en est de méme de Q);.

La transformée de Fourier en x de s; est %(n, €) = 2mPI5;(2PIn, 2°I€), et est donc & support
dans {|n| > %2(1*/’”}. Choisissant s €]5, [§] + 1[, on déduit de la proposition 9.5.6 que S
est borné de L? dans L? de norme < CM2-Pi(s=[51-1), D’apres le lemme 9.5.8, il en est de
méme pour S et le lemme suit avec e = (1 — p) (s — [3] — 1) > 0. O

Nous terminons maintenant la preuve de la proposition 9.5.9.
D’apres (9.5.1) et (9.5.2), on a p(x,&) = q(z,§) + s(z,§) avec ¢ = > gj et s = > s;. 1
résulte immédiatement du lemme 9.5.11 que pour u € Sy, on a :

1Sull 2 <> 1Sjull . < CM Y 27 |lul s
J J

et donc S s’étend en opérateur borné de L? dans L2.

En outre, pour u € Sy, on peut écrire QuA = Zj Qju, la somme étant finie. Puisque g;(z, &)
est a support dans la couronne I'; = {%2] < €] < 3-27}, on a Qju = Qju; si 'on note
u; € L*(R") la fonction dont la transformée de Fourier est la restriction a I'; de .

Chaque point § étant dans au plus quatre couronnes I';, on a :

D (9 < 4fu@©)f,
et par conséquent
(9.5.4) S s gy < 4l -
Par ailleurs on a :
Qyutn) = [ a0 - €. (€.
Puisq/u\e qj(n — & €) est a support dans {|n — & < 27} N {327 < [¢] < 327}, on voit alors

que Qju est a support dans la couronne F;- = {%2]' <In| <4-27}.
Chaque point 1 étant dans au plus quatre couronnes F;-, on a pour u € S :

S Qutn| <43 [@ut)

|Qullze <43 lIQjullzs =4 1Qsu;lz:
Utilisant le lemme 9.5.11 et (9.5.4), on conclut alors que
1Qull > < C"M [lul| 2

et il en résulte que @ se prolonge en opérateur borné dans L2.
L’opérateur P s’écrit R + @ + S, et nous venons de montrer que chaque terme est borné
dans L?, ce qui termine la démonstration de la proposition 9.5.9. O

2
I

et donc
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OPERATEURS DE TYPE (1,1)

10.1. Décompostion en couronnes dyadiques

Commengons par quelques résultats préliminaires, utiles pour la suite.

Lemme 10.1.1. — Soit a € L>®(R"™) dont la transformée de Fourier est a support dans la
boule {|§| < A}. Alors a est C*°, et pour tout o € N", il existe C(n,a) (ne dépendant que de
n et ) telle que :

102 all Lo gy < C(n, )Nl oo geny -

Démonstration. — Soit ¢ € C§°(R™) a support dans la boule {|¢| < 2}, valant 1 pour [¢] <1,
et soit (&) = ¢ <§> Notons 1) la transformée inverse de Fourier de ¢); on a ¢y(z) =

A"p(Ax), 1 étant la transformée inverse de . Puisque pya = a, on a :
a=1v\xa € C®R"),
et 0% = (0%y) * a. Mais 0%y = NN (92)(Ax) et
|’ag¢/\“L1(R") = Al ‘|a§wHL1(R")
On a alors |09 al| o gny < 1059Al 11 () llall ooy < CA* | e (- -

Lemme 10.1.2. — Soient 0 < m < N deux entiers, soit u €]0,1[. Il existe C telle que pour
tout f € C™TH(R™), on a :

k=0
avec
i) lgllen@ny < C I llgmn-
it) || frll oo (mmy < C 27K £l comt -

En outre, g est a support dans la boule {|¢| < 1}, et ﬁC a support dans la couronne {%2’C <
€ <32}

Remarque. — Avec le lemme 10.1.1, on a aussi :

102 fill oo < CoC2BUl=m=m) | £l
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Démonstration. — On reprend la décomposition du lemme 9.5.7 :

(10.1.1) BO+3 X (fj) —1,
=0

Y étant a support dans {|¢| < 1}, et x dans {% < [€| < 3}. En outre, ¢ et x sont C*°. On
pose alors :
=0+ fi=x(5)7
Notons ¢_1 la transformée de Fourier inverse de v et ¢y celle de x(-/2¥). On a alors
g=w1xf 5 fe=wpxf.

Puisque p_1 € L'(R"), on a ||g][;« < C||f|l;, et avec le lemme 10.1.1, I'estimation sur les
dérivées de g suit.
Maintenant on utilise le fait que pour f € C™"#, on a

(10.1.2) flz) =Y é(aﬁf) W)@ —y)*| < Cle —y[™ || fllgmen

la<m

comme on le voit tout de suite en utilisant la formule de Taylor avec reste inégral. On a :

oula) =20 () (b2 0) e [ x%k@)dm:(—Dg)ax(;) =0

Par conséquent,

fk(fc)Z/«pk(wy) (f(y) > ;(yw)aaﬁf(fﬂ)>dy, et

laf<m

1@ £ Clfllgmen [ lonto = )] o =yl dy.
Mais on a :
[1oxta =)l 1z = sy =274 [ o),
la derniere intégrale étant finie puisque ¢g € S(R™). On a donc bien :
vl < €274 |l
et lemme est démontré. O
Inversement, on a :
Lemme 10.1.3. — Soit f une suite de fonctions de CN(R™) qui vérifient
108 il e < M2HIE=m=)  pouy o] < N
m étant un entier < N, et u €0, 1].

oo
Alors f = Z fr € C™TH(R™) et il existe C ne dépendant que de n,m, N et p telle que :
k=0

[ llgmtn(ny < CM-.
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Démonstration. — Par sommation, on obtient directement que f € C™(R") et que :
102l ey < CM pour [a] < m.
Maintenant, pour |a| = m, on écrit que
102 fi(w) — 05 fu(y)| < M2M |z —y|
pour tous k,z et . On a :
00 f(x) — 0 f(y) = D (05 fr(x) — O felw)) + D 05 frlx) — > 0% fuly
k<ko k>ko k>ko
oll ko est Pentier tel que 2F0 < | 7 < 2ko+1 (on suppose que 0 < |z —y| < 1). On a :
D105 fr(@) = 05 fe(y)] < Mz —y| Y 2M070 < 2Ma — y[2RU ) < 2Me -yl
k<ko k<ko
D’autre part :
S 108 fel@) < MY 27 <M < AMx -yl
k>ko k>ko
On voit donc que pour || =m et |zt —y| <1, on a
|07 f(z) = 07 f(y)| < CM |z —y|*,
et il en résulte que f € C™H(R™), avec I'estimation annoncée. O

Pour les espaces de Sobolev H*(R™), la situation est encore plus facile :

Lemme 10.1.4. — Soit f € H*(R™), s > 0. Notons fi la fonction dont la transformée de
Fourier fk(g) vaut f(f) pour 28 < |€] < 2FFL et 0 pour & a Uextérieur de cette couronne.

Notons g la fonction dont la transformée de Fourier (&) vaut f({) pour |£| < 1, et 0 pour
€l > 1.

Alors f =g+ Y fr et Y 22| fullF2mn) < I Il (n-

k=0 k=0

Démonstration. — Par définition on a :
[e.9]
9 R ~
11y = [ (|g<e>|2 S \fk<§>|2> (14 [¢2)" de,
k=0
puisque les supports de g et ﬁ sont disjoints. Sur le support de ﬁ;, on a (1 + |£|2)S > 22ks e

le lemme suit. O

Lemme 10.1.5. — Soit (fi)r>0 une suite de fonctions de H*°(R") telle que, pour un 0 <
s < 80,

00 S
Z 22$k ka”iQ(]R") <M : Z 22(8—80)k ka”?{“o([kn) <M.
k=0 k=0

Alors f =5 fr € H*(R") et
117y < C - M,

ot C ne dépend que de n, s et sg.
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Démonstration. — Puisque s > 0, la série > fi converge dans L?(R") et f: > fk Ona:

<0(6) D22 (1427208 (14 ¢)™) | ful©)

k=0

9

’ 2

avec

9(5) _ 2272314: (1 + 272sok: (1 + ’§|2)80>—1
k=0

Notant kg D’entier tel que 2F0 < (1+ |£|2)1/2 < 2kot+1 on majore :
0(5) < Z 22(8078)]{? (1 + ‘£|2)—50 + Z 9—2sk
k<ko k>ko
S Cf (1 + |£|2) —S0 22(k0+1)50—k08 + C . 2—25k0 S C (1 _|_ |£’2)—S 7

et on obtient :

S| 7 2 = s —92s S N 2
L+ 1) [F@] < 0> 25 (1427200 (14 )™ | Fuc©)|
k=0
Intégrant en &, on voit alors que HfH?_Is(Rn) <2C- M. O

10.2. Opérateurs de type (1,1)
Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant, da a E. Stein :

Théoréme 10.2.1. — Soit p(x,§) un symbole de degré 0 et de type (1,1) sur R™, c’est-a-dire
une fonction C* sur R" x R" telle que pour tous a, 3 € N", il existe Cpp telle que :

020 pl,€)| < Cap (1+ [

Alors Uopérateur P de symbole p est borné de H*(R™) dans H*(R™) pour tout s > 0, et de
C™TE(R™) dans C™TH(R™) pour tous m € N, p €]0,1].

V(z,€) € R x R"

Démonstration. — Nous commencons par les espaces de Holder :

Lemme 10.2.2. — Soit q(x,¢) une fonction C° en x, et OV, N = (5] +1 en&, a support
dans la boule {|¢| < 3} et telle que :

3, |8l < N, ¥(z,€) € R" x R", ]afq(x,g)‘ <M.
Alors lopérateur @ de symbole q est borné de L*™° dans L, de norme magjorée par C(n)M.

Preuve du lemme 10.2.2. — Comme pour le lemme 9.5.4, on remarque que @ est associé au
noyau Q(x,y) = (21) ™" [ @V Eq(x, £)d€, qui vérifie

[ @l = uPY) @) Py < o02.
Par Cauchy—Schwarz, puisque [ (14 |z — yPN)_l dy < 400, on voit que :

/www@de.

Il est alors clair que @ est borné de L* dans L* et que sa norme n’excéde pas C'M. O
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Théoréme 10.2.3. — Soit p(x,&) une fonction sur R™ x R™ qui vérifie :

0207 p(w,€)| < Mag (1 + ¢y 1117

(m étant un nombre réel) pour tout o € N" et tout || < [5] + 1.
Alors pour tout r > 0 non entier, tel que r — m soit > 0 non entier, ['opérateur P de
symbole p est borné de C"(R™) dans C"~"™(R"™).

Preuve du théoréme 10.2.3. — Suivant le lemme 10.1.2, on écrit :

f=Fa+) fx, ave

k=0
(10.2.1) 1 fell oo (gny < C Nl fller 2757,

~ ~ 1
suppf_1 C {|¢{] <1}, suppfi C {32k <[] < 3-2’“} pour k> 0.

Comme au lemme 9.5.7, on introduit une partition de I'unité :
- £
1=w©+ 3 x (5)
k=0

qui permet de décomposer :

p(x,ﬁ) = p_1(13,§) + Zpk(‘rvg) )
k=0

poa(@,€) = p, (&) ; pr(w,8) = p(x,E)x (i)

Le théoreme 10.2.3 résulte alors du lemme 10.1.3 et du résultat suivant, ou l’on note P
I'opérateur de symbole py, :

Lemme 10.2.4. — Pour tout k > —1, Py envoie C"(R"™) dans C*°(R™). En outre, pour tout
a € N" il existe Cy, telle que pour tout k et tout f € C"(R™), on ait :

102 Pef | oo ey < Ca Il fll gy 25774100

Preuve du lemme 10.2.4. — L’opérateur 0Py est associé au symbole g¢x(z,&) = (i +
0z2)%pr(x,£). On a donc :
(10.2.2) 02a-1(2.6)] < M,

pour |B] < [§] 4+ 1 puisque g1 est a support dans {|{| < 1}, et pour k¥ >0, on a :
(10.2.3) ’8?‘1’“(”3”5)‘ < M 2kmrHlal=18)

puisque le support de g, est dans la couronne {%2"3 < €] < 3- 2"3}.
L’affirmation du lemme 10.2.4 concernant P résulte donc immédiatement de (10.2.2) et
du lemme 10.2.2.

Le symbole gi(z,§) = q ( .

o 2’“5) est a support dans {|{| < 3} et vérifie :

|05 (z, )| < M2k(mHaD
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Par conséquent, @k est borné de L> dans L et de norme majorée par M nok(m+lel) Main-
tenant Qy se déduit de Qy, par le changement de variable z — 2% (voir lemme 9.5.8), et Q,
est donc borné de L dans L*°, de méme norme que ;. On a donc montré que :

(10.2.4) 105 Pefll oo < MEUHD | £ o
On remarque alors que f; = 0 sur le support de py, si |j — k| > 4. Par conséquent on a :
Pif= > Pufy.
li—k|<3

Utilisant (10.2.4) et (10.2.1), on obtient que :
102 Pedll e < CaZ5 ) | £l gy
et le lemme est démontré. O
On en déduit le théoreme 10.2.3, qui implique la partie Holder du théoreme 10.2.1. ]

Proposition 10.2.5. — Soit p(x, &) une fonction sur R™ x R™ qui vérifie :

0207 p(w, &) < M (1 -+ g eI+

pour tout o, tout |3 < [§] + 1, tout (z,§) € R™ x R™.
Alors pour s > 0, s > m, lopérateur P de symbole p est borné de H® dans H*™™.

Preuve de la proposition 10.2.5. — Elle est exactement similaire a celle de la proposition
précédente, en remplacant les lemmes 10.1.2 et 10.1.3 par les lemmes 10.1.4 et 10.1.5, et
le lemme 10.2.2 par le lemme 9.5.4. O

Ceci acheve la preuve du théoreme 10.2.1. O

10.3. Opérateurs paradifférentiels

Les opérateurs de type (1,1) n’opérent pas de L? dans L? (bien qu'opérant de H® dans H®
pour s > 0). Nous allons introduire une sous-classe de ces opérateurs qui sont bornés de L?
dans L?. On peut résumer ce résultat sous la forme :

Théoréme 10.3.1. — Soit p(x, &) une fonction sur R™ x R™ qui vérifie :

p(, &) < M (1+ 1)

pour tout |3| < N = 5]+ 1 et tous (x,£). On suppose en outre que pour tout &, le support de
la transformée de Fourier en x, p(n,§), est inclus dans la boule {|n| < ¢|{|}, € étant un réel
< 1.

Alors lopérateur P de symbole p est borné de L? dans L?.

Remarque 10.3.2. — Par le lemme 10.1.1, on voit que p est C'™ en x et que

00 p(w,€)| < Ca (=le]) (1 + Jg) 7,

et donc p est bien un symbole de type (1,1) (et de degré 0).
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Démonstration. — Elle est essentiellement la méme que celle de la proposition 9.5.9. On écrit,
avec la partition de 'unité (10.1.1),

p(a.€) = plz. V() + 3 pla, )x (2’5]) |
j=1

L’opérateur de symbole p(x, )1 (€) releve immédiatement du lemme 9.5.4, et est borné de L?

dans L2 Comme pour le lemme 9.5.10, on voit que le symbole p;(x, &) = p(z,£)x (%) vérifie

5§85pj($,f)‘ < O M2i(lel=18D)

pour |of < N, |B| < N. '
Le symbole ¢;(z,&) = p; (2%, 27¢) vérifie donc

0207 4;(w,6)| < CM,

pour |a] < N, |B| < N, et la proposition 9.5.5 montre que @Q; est borné de L? dans L?, de
norme C’M. Par le lemme 9.5.8, il en est de méme de Pj. On a donc :

(10.3.1) 1 Pyull gy < C'M lull gy -

Maintenant on écrit que :
Frutn) = [ ot 6.0 5 ) atepas.

Notant uj la fonction de L?(R") telle que @;(€) = @(€) si € est dans la couronne Fj/:\ {&/ % <
€] <327}, et uj(§) =0si & €T, on voit que Pju = Pjuj, et que le support de Pju est dans
la couronne élargie :
(1—¢)_. ;
= {n/3 2 <yl <3(1+2)27 b .

En effet, si [n] < 15527 et p(n—¢&,€) # 0, on a [n—&| < elg], et |zi] < t1o|n| < 327; de meme,
si ] > 3(1+¢€)20 et Bl —€,€) 0, ona ¢ > 2L > 3. 27,

On remarque alors que chaque point 7 est dans un nombre fini (< 21In <1i_6> /In2) cou-
ronnes I';. On a donc

2 2 2
> Putn| <@ |Pum) -
J J

2 —
e [ =0 x|
J J
Puisque P — ju = Pjuj, ondéduit de (10.3.1) et de la relation
2 2
Z [ujllze < 4lull7
J

(cf (9.5.4)), que l'on a :
|Pul7> < C(e)(C")* M4 |[ul3-
et le théoréme 10.3.1 suit. O






CHAPITRE 11

OPERATEUR PARADIFFERENTIELS

11.1. Introduction

Rappelons que pour m réel, ST désigne l'espace des fonctions o, C* sur R" x R" et telles
que pour tout (o, B) € N x N" il existe C, g pour laquelle :

(11.1.1) V(x, &) € R" x R,

02000 (2,6)| < Cayp (14 Jgl)™F1o1171

L’opérateur o(z, D) est défini par la formule :
(11.1.2) o(x, Dy)y(x) = (27T)_"/6”'50(36,5)@(5)(15,

qui a bien un sens si o(z,)u(-) € L'(R").

En particulier, si v € S(R™), les dérivations sous le signe somme et les intégrations par
parties en £ sont justifiées et on voit que o(z, D, )u € S(R™). L’opérateur o(x, D,) opeére donc
de S(R™) dans lui-méme.

Maintenant, si v € S’'(R™) est tel que u soit & support compact, on peut encore définir
o(x,Dy)u par la formule (11.1.2), & condition de donner a l'intégrale la signification d’une
dualité C§°(RE) x E'(RE).

Au chapitre précédent nous avons montré :

Théoréme 11.1.1. — Si r est un réel > 0 non entier, tel que r — m soit aussi > 0 non
entier, l'opérateur o(x, D;), associé au symbole o € Sﬁ, se prolonge en opérateur borné de
C"(R™) dans C™~™(R™).

Si u € C"(R™), lécriture (11.1.2) prend alors une signification tout & fait conventionnelle,
qui coincide avec la signification indiquée précédemment si u € S(R™) ou si u est & support
compact.

Nous introduisons maintenant des sous-classes de S{’?l :

Définition 11.1.2. — X' désignera Uespace des fonctions o(x,§) telles qu’il existe e < 1 de
sorte que la transformée de Fourier en x de o, 0(n,&), soit a support dans le cone {|n| < €|¢|},
et telles que, pour tout 3 € N", il existe Cg pour laquelle :

(11.1.3) V(2,6 R xR",  |0fo(z,) < Cp(1+1g)™
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On a déja vu que (voir lemme 10.1.1 et remarque 10.3.2) que la condition de support et
(11.1.3) impliquent (11.1.1), si bien que X" C STY.

Maintenant, pour r > 0 (non entier) on introduit X" 'espace des fonctions o(z, &) dont la
transformée de Fourier o (7, ) est a support dans un cone {|n| < ¢[£|}, pour un certain ¢ < 1,
et telles que pour tout 8 € N”, il existe Cg pour laquelle :

Ve € R", Haf H < Ca (Lt leh” -l
Lemme 11.1.3. — Pourr > 0, m € R, p > 0, on a les inclusions X" C X" C ST et
_l’_
N Vi
Démonstration. — L’inclusion X" C X résulte de la définition et l'inclusion X" C ST a

déja été signalée.
L’inclusion X" C E:fpp résulte de 'inégalité suivante (lemme 10.1.1) :
[ullgrip < CN uller

si u est a support dans la boule {|n| < A}. O

11.2. Un exemple : le paraproduit

Lemme 11.2.1. — Soient 0 < g1 < e < 1 et R > 0. Il existe des fonctions ¥ (n, &), C* sur
R™ x R™, nulles pour |n| > e2||, valant 1 pour |n| < e1|&] et |£| > R, et telles que pour tout
(a, B) € N* x N", il existe Co g pour laquelle :

(11.2.1) ¥(n,€) €ER" xR™, |50 (n,€)| < Cap (1+1¢)) 14717

Démonstration. — 11 existe x(n, &) homogene de degré 0 sur R” x R™\ {(0,0)} et C*° pour
(n,€) # (0,0), telle que x vaille 1 pour |n| < e1|€| et 0 pour |n| > e2/¢].

Pour éliminer la singularité a 'origine, on introduit ¢ € C*°(R"™) qui vaut 1 pour |{| > R
et 0 pour [¢| < %, et on pose (1, &) = x(n,&)p(§). La fonction 6,?‘8?)( est homogene de degré
—|a| — |58] et continue sur R™ x R™ \ {(0,0)}. Par conséquent x (et donc v) vérifie (11.2.1)
pour |£] > 1. Pour [£] <1, ¥ est C°°, et (11.2.1) suit. O

Lemme 11.2.2. — Soit ¢(n,§) une fonction C™ sur R™ x R", a support dans {|n| < C[¢|},
et vérifiant (11.2.1). Alors la transformée inverse de Fourier :

Glu.&) = 2m) " [ i, €)an
vérifie : pour tout 3 € N", il existe Cg tel que :

veer", [l o <cp+leh

L1(R™)

Démonstration. — 11 suffit d’écrire :
yo‘afG(y,f)‘ = / NP (1, ) e
et, en sommant pour tous les |a| <n+1:

o6y < Cs

—lel-1Bl
( ) ‘ <Oaﬁ(1+|§‘)

"

i)™ (1+1en~"",
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ce qui implique le lemme. O

Proposition 11.2.3. — Soit ¢ comme au lemme 11.2.1 et soit a € L>°(R"™) (resp. C"(R"),
r > 0 non entier). Alors le symbole :

(11.2:2) 7a(e.8) = (2)" [ Mo, atndn
appartient a X9 (resp. X).

Démonstration. — On a 74(n,&) = 1¥(n,&)a(n), si bien que la condition sur le support de 7,
est satisfaite puisque 1 est & support dans {|n| < e2|¢|}.

Dans (11.2.2), I'intégrale a une signification symbolique, puisque @ n’est pas forcément une
fonction. (C’est une dualité S x S’, puisque n — e%h(n, &) € S et que @ € S'.) En fait,
revenant par Fourier, on peut aussi écrire :

(11.2.3) 0ulz,€) = / Gy, £)alx — y)dy,

et compte tenu du lemme 11.2.2, I'intégrale a maintenant un sens. On a aussi :
0oula€) = [ /Gy S)al ~ )y,

et on conlcut en utilisant le lemme 11.2.2 et le fait que la convolution par une fonction de L!
est un opérateur borné de L*° dans L™ et de C" dans C". 0

Proposition 11.2.4. — Soit x(n, &) une fonction C*° sur R™ xR™, vérifiant des estimations
(11.2.1), et a support dans la réunion d’une boule {|£|? + |n|?> < R?} et d’un cone {e1]¢] <
In| <ealé|} (R>0,0<e; <eg étant donnés). Alors, si a € C"(R™), le symbole

r(@.8) = (m) " [ ST, €atndn
est dans la classe Sl_{

Remarque 11.2.5. — Cett proposition montre que si I’on change de fonction ¢ (satisfaisant
les conclusions du lemme 11.2.1) pour définir le symbole (11.2.2), on modifie ce symbole o,
par un terme de S; ] (en fait de X3"), pourvu que a € C"(R").

[e.e]
Démonstration. — On utilise une décomposition dyadique de a, a = a_1 + E aj, avec
J=0

(11.2.4) lajll e <C 2777,

~ - 1. .
suppa—1 C {|¢{| <1}, suppa; C {323 < €] < 3.23} .
On voit alors que
Ofr(e.&) = (20) " [ €=100x(0.€) 3 a(n)n,
jedJ
ol J est I'ensemble des indices j tels que 21 |¢| < 20 < 3e,(¢] si [¢] > (é + R), et 'ensemble
{~1,0,...,jo} avec 20T > 322 si [¢| < L + R.
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Introduisant la fonction

H(y.€) = (2n)" / eV (1, €)dn,
on a :

857(55’5) = Z/afﬂ(y,f)aj(sv —y)dy,
jeJ

et avec le lemme 11.2.2 on obtient que :

(11.25) 9¢r(. )] < G (116D D llagl o

jedJ

Pour [¢| > é + R, on a d’apres (11.2.4) :

Slajlle <C > 2T,

i€ L1¢]<29 <3ea¢]
et on en déduit donc que

B / —1Bl=r
(11.2.6) 98 (@,6)| < C (1 + )
pour |¢] > é + R. Pour [{| < é + R, on tire tout simplement de (11.2.5) que :
2r(z.0)| < 5.

et (11.2.6) est donc vraie (peut-étre avec d’autres constantes Cz) pour tout § € R™ et tout
x € R™

Par ailleurs, 7(n, &) = x(n,£)a(n) est a support dans la boule {|n| < R} si || < R, et dans
la boule {|n| < e2f|} si €] > R. Utilisant le lemme 10.1.1, on voit alors que :

020 r(w,6)] < Ca (14161

7, 8)| < Capt+lgh o,
et la proposition est démontrée. ]

Définition 11.2.6. — Pour a € L* et w € C* (u > 0 non entier), on note w(a,u) le
paraproduit de a et u, défini par : w(a,u) = o4(x, D)u.

Remarquons que puisque o, € 5(1),17 lopérateur o,(z, D) opere de C* dans C*, et le para-
produit est donc bien défini. En outre, on peut écrire :

(11.2.7) 17 (@, Wl gu@ny < Cllall oo ullcn -

Il faut cependant remarquer que ce paraproduit dépend du choix de la fonction 1 utilisée pour
définir (11.2.2). Pour le monent, on va indiquer cette dépendance en notant 7y, le paraproduit
défini a ’aide de la fonction .

Lemme 11.2.7. — Si 1) et 11 sont deux fonctions comme au lemme 11.2.1, si a € C"(R"),
u € CHR™) et sir+ pu n'est pas un entier, alors

Ty (a, u) — my, (a,u) € CTHH(R™) .
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Preuve. — En effet, si ¢ (resp. 1) satisfait aux conclusions du lemme 11.2.1 avec les pa-
rametres €], €5, R’ (resp. €Y, €, R"), alors x = 1 — 11 satisfait aux hypotheses de la propo-
sition 11.2.4 avec €1 = min(g},£Y), e2 = max(g),£4) et R = max(R/, R").

Par conséquent, le symbole 7 associé a y et et a a comme & la proposition 11.2.4 est dans
S71; d’apres le théoreme 11.1.1, l'opérateur 7(z, D) est borné de C* dans C™H et le lemme
en découle puisque :

my(a,u) — my, (a,u) = 7(x, D).
O

Nous allons donner maintenant une autre définition du paraproduit : introduisons une
fonction ¢ € C§°(R™) qui vaut 1 pour [£| < 3 et 0 pour [¢] > 1. On notera Sy, 'opérateur de
S’ dans &’ défini par :

(11.2.8) Sku(€) = ¢ (;) u(g)

et Ay lopérateur Siy1 — Sk :

(11.2.9) 89 = (v (551) ¢ () ) 1.

On notera pr(§) = ¢ <2%), et 0, = Y1 — ¢k ; de méme on notera Py, et 0, les transformées
inverses de Fourier de ¢ et 0. Comme d’habitude, on a :

pr() = 2"%¢(2%) 5 gkl = 11¢lw
de sorte que :

(11.2.10) [Skull oo < N2l L1 luell poo -

Le lemme suivant est une variante des lemmes 10.1.2 et 10.1.3 :

Lemme 11.2.8. — Une fonction u € L>®(R™) appartient a l’espace CH(R™) (u > 0 non
entier) si et seulement si il existe C > 0 telle que

VEeN, [ Apu poogny < C27%.

Ce lemme et (11.2.10) permettent de définir le “paraproduit” :

o0
(11.2.11) m(a,u) =Y Sp_a(a)Ag(u)

k=2
pour a € L2(R") et u € CH*(R™) (1 > 0 non entier), la série convergeant géométriquement.
Lemme 11.2.9. — Avec les notations ci-dessus, définissons la fonction :

oo
(11.2.12) b6 =3 or 2 (mO(E).

k=2
Alors cette fonction satisfait aux conclusions du lemme 11.2.1 avec

1 1
&1 X E9 = — N R=4.

~ 16 9



104 CHAPITRE 11. OPERATEUR PARADIFFERENTIELS

Démonstration. — Pour chaque (7, ), la série (11.2.12) ne comporte au plus que trois termes
non nuls, correspondant a des indices k tels que
(11.2.13) | <282, 2kl < g < 2R L,

Pour |n| > 1[¢|, tous les termes sont nuls, et ¢(n, &) = 0. Pour |n| < (€], on a ¢p_a(n) =1
si 0;(§) # 0, et alors :

$(,6) = 0k(€) =1 —pa(8),
k=2

si bien que (n,€) = 1 51 || < le] et J¢] > 4.

En outre, dériver en 1 ou en ¢ fait apparaitre un facteur 27%, c’est-a-dire, compte tenu de
(11.2.13), un facteur (1+ |¢])~1. On en déduit que la fonction v satisfait bien les estimations
(11.2.1). O

Proposition 11.2.10. — Si ¢ est la fonction (11.2.12), le paraproduit 7'(a,w), défini par
(11.2.11), coincide avec le paraproduit 7w(a,w).

Démonstration. — Par densité de S(R™) dans C*(R™) et continuité des paraproduits, il suffit
de prouver 1'égalité ’(a,u) = my(a, u) pour a € L°(R") et u € S(R™). On a alors :

Spa(z) = / ou@—alydy 5 Agule) = (20)" / e, (E)A(E)dE |
si bien que
Spsalgu(z) = (2m) " / ¢ o (o, €)(E) e

o (2, £) = / ra(z — )0k(©aly)dy.

Pour tout &, la série ¥(n, &) = > vr—2(n)0k(§) ne comporte au plus que trois termes non nuls;
il en est de méme de la série :

(11.2.14) o(0,6) =S on(a €)= / G(x — . Ealy)dy.
k=2

Gly,&) = (2m)™" [ 00, €)dn = Y or-0)6u(€).
k=2

En outre,
ok (2, )| < 2[|@ll 1 lepll oo lall oo
et par le theoreme de la convergence dominée, on voit que :

() = (2m)" / ¢, €)(E) dE .

La proposition suit, puisque d’apres les formules (11.2.3) et (11.2.14), 0 = g,. O

Plutot que la formule (11.2.11), on aurait pu poser :

(11.2.15) w(a,u) = S(a)Ag(u) .
k=0
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Lemme 11.2.11. — Pour a € C"(R"), u € C*(R™) (r,u et r + p non entiers), on a :
7' (a,u) — 7" (a,u) € C"TH(R™).

Démonstration. — La fonction 11(n,§) = ngk ) est C°°, vérifie (11.2.1), est a sup-

port dans {|n| < 2[¢|}, et vaut 1 pour |n| < £ |§] On peut donc appliquer la proposition 11.2.4
a la fonction ¥ — 11, et le lemme suit, puisque 7’(a,u) — 7”(a,u) = 7(x, D)u (7 associé a
1) — 91 par la proposition 11.2.4). O

Remarque. — La fonction 1 ci-dessus n’est pas a support dans un cone {|n| < £2/¢|} avec
g2 < 1. Le symbole a1(z,£) = [ €%y (n,&)a(n)dn n’appartient donc pas & X9, bien qu'il
soit toujours dans 5171 En fait la condition 9 < 1 imposée a ¢ au lemme 11.2.1 n’apparait
d’aucune utilité dans ce paragraphe; elle ne sera utilisée qu’a partir du paragraphe 11.4.

11.3. Paralinéarisation

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 11.3.1. — Soit F' une fonction C* de R dans R. Soit w € C*(R"™) (u >0, non
demi-entier). Alors :

(11.3.1) F(u) — 7 (F'(u),u) € C**(R").

Avant de passer & la démonstration, faisons quelques remarques : d’abord, puisque u €
CH(R"), F(u) € C*{R"), et de méme F'(u) € CH(R™). Par conséquent, compte tenu des
résultats du paragraphe précédent, on peut utiliser n’importe quel paraproduit pour établir
(11.3.1); grace au lemme 11.2.11, on utilisera en fait 7 défini en (11.2.15).

Pour simplifier les notations, on posera uy = Siu, vp = Apu = upy1 — ug. D’apres le
lemme 11.2.8 et le lemme 10.1.1, on a :

(11.3.2) 1080k || oo < Cp2UeI=1k .
[o.¢]

Ecrivant que v = ug + Z vg, on voit alors que pour |a| < p,
l=k

(11.3.3) 10 (u — ug) || oo < Co2eI=ME,

De méme, les ug sont C'™ et
(11.3.4) [0 || oo < Co2laI=H+k

en notant comme d’habitude (|a| — p)4+ = max(0, |a| — p).
Puisque uy — u dans L™, on a F(uy) — F(u) dans L™ et

(11.3.5) F(u) = F(ug) + Z (upt1) = F(up))
série convergente dans L°°. La formule de Taylor :

1
Fu)—F) = (u—u)F(u)+ (u— u’)2/0 F" (u' +t(u—")) (1 —t)dt
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permet d’écrire :
(11.3.6) F(ups1) — F(ug) = F'(ug)vg +mpv}
avec

1
my(z) = /0 F" (ug(x) + tog(z)) (1 — t)dt .

Lemme 11.3.2. — i) Les fonctions my sont C* et vérifient :
105 ]| e < Ca2Me.
ii) Les fonctions mkvg sont C'*° et vérifient :

102 (myd)|| o < Ca2lel=200.

e.¢]

iii) La série kavi converge eet définit une fonction de C**(R™).
k=0

Démonstration. — Les fonctions wy = uy + tvy, vérifient

05w g < Ca2l

En particulier, ||wg||p~ < Cp. Utilisant le fait que F” est C*° sur [—Cj, Cy] et des majorants
pour les normes L de ses dérivées, on voit que F” (wy) est C° et vérifie :

|05 F" (wp)[| oo < Ca2M,

uniformément pour ¢t € [0, 1]. Intégrant en ¢, on obtient i).
Pour obtenir ii), il suffit d’écrire 8% (myv?) comme une somme de termes de la forme

Ym0 v, 0% vy, avec |a| = |o/| + || 4+ ||, et d’utiliser les estimations i) et (11.3.2).
Enfin, iii) est une conséquence immédiate de ii) (lemme 10.1.3) puisque 24 est supposé non
entier. O

Lemme 11.3.3. — Si G est une application C*> de R dans R, si u € C*(R™) (> 0 non
entier), alors G(u) est dans C*(R™). En outre, pour tout o € N", il existe C,, telle que

Vi, 0% (SkG(u) — G(Sku))|| e < Co2klel=1)
Démonstration. — u étant de classe CI¥ & dérivées dans < [p] bornées sur R”, il est clair

qu’il en est de méme de G(u). On écrit alors 09G(u) comme une somme de termes de la
forme :

(11.3.7) GP (w)d* u ... H%u,

avec p > 1, |ai| + |ag| + ... + |ap| = |a|. On écrit que
GW (u(z)) = GW (u(y))| < lu(z) — u(y)],

et il est alors clair que chaque terme de %G (u) est de classe C#~ si bien que G(u) € CH(R™).
Les Spu étant uniformément bornés, on a :

|G (Sku(x)) = G (u(@))| < [Sku(z) —u(@)]
et avec (11.3.3) on voit que

IG(Spu) = Glu)l| e < 271

~
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Plus généralement, pour 0 < |a| < p, on écrit 0YG(Spu) — 0SG(u) comme une somme de
termes de la forme :

GP) (Spu) 91 Spu ... 8% Spu — GP) (u) 9% u. .. 8%
Utilisant (11.3.3) et (11.3.4) et les majorations
H(;(p)(gku) — G(p)(u)HL < gk

on obtient finalement que pour |a| < g on a :

(11.3.8) 102G (Spte) — B G (w)|| o < 2501=0)
Appliquant (11.3.3) a la fonction G(u), on a aussi, pour |a| < p :
(11.3.9) 105 5kG () — 02 G ()] oo < 2011

Ajoutant (11.3.8) et (11.3.9), on obtient l’estimation souhaitée pour les |a| < p.
Maintenant, si |a| > p, appliquant (11.3.4) a la fonction G(u), on voit que

(11.3.10) 1098k G (u)]| oo < 2Kd=1)
Alors que la formule (11.3.7), appliquée a Siu, fournit grace aux estimations (11.3.4) :
(11.3.11) 109G (Sgu)|| oo < 2FU=H)

(On utilise I'inégalité : > (Ja;| — p), < (O |eyl) — p) )
Ajoutant (11.3.10) et (11.3.11), on obtient alors I'inégalité annoncée dans le lemme, pour
les || > p. O

Démonstration du théoréme 11.3.1. — Notons r = F’'(uy) — SiF’'(u). D’aprés les formules
(11.3.5) et (11.3.6), et avec la définition (11.2.15), on a :

o o
F(u) = F(uo) + «" (F'(u),u) + Z TEUK + Z s .
k=0 k=0

up est C°° & dérivées bornées et il en est de méme de F'(up. D’apres le lemme 11.3.2; il nous

o
suffit de montrer que Z?”k’l)k € C*(R").

k=0
D’apres le lemme 11.3.3, on a :

10271 | oo < Cou2lel=1)
et avec (11.3.3) et la formule de Leibniz, on voit que :
109 (rvp) [ oo < Ca2F(I01=20)

Le lemme 10.1.3 implique alors que dis Yy o Tk € C?M(R™), et le théoréme est démontré.
O

Théoréme 11.8.4. — Soit F(x,y) une fonction C>® sur R™ x RN, bornée ainsi que toutes
ses dérivées sur tout ensemble R™ x K, K compact de RY. Soient uq,...,un des fonctions
de CH(R™) (1> 0 non § entier). Alors :

N /oF

F(z,ui(2),...,un(z) = Y m (a (z,uy(2), ..., un(z)) ,uj(x)> € C2H(RM).

=1 Yi
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La démonstration, complétement similaire a celle du théoreme 11.3.1, sera omise. Notons
toutefois que 'extension aux fonctions F'(x,y), C* sur R" x R, est pratiquement immédiate.
Ensuite, rien n’empéche de considérer u comme une fonction & valeurs vectorielles (RY), &
condition de modifier en consequence ’écriture de la formule de Taylor avec reste intégral.

Nous allons donner maintenant une application directe du théoreme 11.3.4 a la “para-
linéarisation” d’équations aux dérivées partielles : on se donne un entier m > 0, et on notera
A T'ensemble des multiindices a € N” de longueur |a| < m. Notons N le cardinal de A, et
considérons I'espace RY dont la variable générique y aura des composantes y, indexées par
A. On considere alors I’équation :

(11.3.12) F (2,0%(z)) =0,

04u désignant la fonction & valeurs dans R dont les composantes sont 0%u, a € A.
Dans (11.3.12), F(z,y) est supposée étre une fonction C™ sur R x RY, bornée ainsi que
toutes ses dérivées sur tout ensemble R x K, K compact de RV.

Théoréme 11.3.5. — Soit u € C™H(R™) (> 0 non 3 entier) une solution de (11.3.12).
Pour tout a € A, désignons par cq(x) la fonction gTIZ (1‘, 8Au(ac)). Alors il existe un opérateur

paradifférentiel de symbole o € X1 tel que

o(x,Dy)u = Z 7 (Ca, 0%u) € C?*(R™).

acA
Démonstration. — 1l résulte immédiatement du théoreme 11.3.4 que
> (e, 0%u) =v € CH(R").

a€cA

Revenant a la définition 11.2.6 (ou utilisant la proposition 11.2.10), et utilisant la proposi-
tion 11.2.3, on voit que 'opérateur :

fre > m(ca,0°F)
acA
est un opérateur paradifférentiel de symbole :
(11.3.13)  o(z,8) = Y oal(z, (i), avec oa(z,&) = (277)_n/eiy%(mﬁ)%(n)dn-
a€cA

Puisque ¢, € CH*(R"), o, est dans 'espace 22 d’apres la proposition 11.2.3, et il est alors
clair que le symbole (11.3.13) est dans I'espace X}". O

11.4. Composition des opérateurs paradifférentiels

Les opérateurs de type (1,1) se composent mal; cependant, on peut les composer avec des
paradifférentiels.

Théoréme 11.4.1. — Soilt T € S{’f{ et soit 0 € ¥ (r > 0 non entier). Alors le symbole

lot]
e = ¥ (7)) aler@otelso

la|<r
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m-+m/

S{rffrm/. En outre, il existe p € ST " tel que

appartient a
(11.4.1) 7(x,D)oo(x,D) = (t40)(x, D) + p(x, D).

Les opérateurs a symboles dans ST opérent de S(R™) dans lui-méme. La formule (11.4.1)
est a prendre au sens de la composition d’opérateurs de S dans S. On ’étendra ensuite par
densité-continuité dans tous les espaces ou la composition aura un sens.

Démonstration. — On a :

628?3?7(96,5)‘ < Copy (14 [g])PI181lodtm”

0L 02 (,€)| < Cagsy (14 g0
Par la formule de Leibniz, il est alors clair que 780 € ST !

Notons N —1 la partie entiere de r (0 < N —1 <r < N) et € €]0, 1] un réel tel que o soit a
support dans le cone {|n| < ¢|£|}. Utilisant le lemme 11.2.1, on peut construire une fonction
¥(n,€), & support dans la réunion du cone {|n| < &’|¢]} et de la boule {|n|? + |¢|*> < 1}, qui
vaut 1 sur la réunion du cone {|n| < ”|¢|} et de la boule {|n|*> + [£[> < 1}, et qui vérifie des
estimations (11.2.1) (on choisit &’ et €” tels que e < &’ <&’ < 1).

On écrira le développement de Taylor :

1
(11.4.2) (2.6 4n) = Y OO0 + D pale. &,
la|<N la|=N
avec
N 1
(11.4.3) pal(z, €M) = a!/o (1-— t)N_lag‘T(x,{ + tn)dt.

Sur le support de 9 on a (pour ¢ € [0,1]) :

%(1+|g|)§1+|£+tn|§0(1+I£|),

et alors on en déduit les estimations :
’777”8,7/826?8?7(3:,5 + tﬁ)‘ < Co i (1+ ‘§|)m’+|7|+|"/”|—\al—lﬂ\—lv’l )
Reportant dans (11.4.3), utilisant (11.2.1) et la formule de Leibniz, on obtient que :
’nv”ag/alag(paw)’ < (14 |y T I=lal=1B8=1
On introduit enfin les fonctions
(11.4.4) Gal, ) = (2m)" [ (i€, W)l i
Les estimations sur p,y impliquent alors que :

470 0200 Galw, . )| S (1+ gy R IR

Utilisant ces estimations pour |y/| < n + 1, on en tire, comme au lemme 11.2.2 :

" 0P G, <01 m/ i+ ~lal— 6] (1+Eh" ,
Py 22t 0] 2 06 1+ el
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et finalement que :

(11.4.5) ‘

0,0 0 Gala.,€)|

< m/+y|+ v =]l
s+ .

La fin du théoréme 11.4.1 résultera alors des deux lemmes suivants :

Lemme 11.4.2. — L’opérateur 7(x, D) o o(x, D) est associé au symbole
P8 =rio@ &)+ Y [ Galoia—5.6)D20(y.€)dy.
|a|=N
Lemme 11.4.3. — Pour |a| >7r eto € X", on a :

En effet, il résulte immédiatement des estimations (11.4.5) et du lemme 11.4.3 que
[ Galz,x — y,&)D%o(y, §)dy définit un symbole de degré m + m' — r et de type (1,1). Le

lemme 11.4.2 nous dit qu’alors p — o € Sﬁll-i-m'—r.

0{D20(,€)| < Calt +lglymHel=r=1A1,

Démonstration du lemme 11.4.2. — C’est la formule de composition “usuelle” (cf Cha-
pitre 9), mais nous la justifions avec soin en précisant bien la signification des intégrales.

Introduisons une fonction xy € S(R™) dont la transformée de Fourier X est a support dans
la boule {|n| < 1}, et telle que x(0) = 1.

Pour ¢ €]0, 1], notons xs(z) = x(dz), de sorte que Xs(n) = d~ "X (‘%‘1) est & support dans
la boule {|n| < d}.

Posons o5(x,&) = xs(x)o(x,€). Alors a5(n,&) = X5 * 0(+,&) est a support dans la région
{In| <¢elé|+¢}. En outre, o5 est C™ en (n, &) sur R” x R", et puisque ||x5]|,1 < CO~™, on a :

(11.4.6) los( )l < Co (L +[EN™ , et [a5(n, )] < Co" (1+[E)™ .
Pour u € S(R™), on a :

—

o5(, D)u(n) = (2m) " / G5l — €, O)U(E)de, et

r(, D) o o5(z, DYu(z) = (27) 2" / 7 (2, )35 (n — €,€)A(E)dn

les intégrales étant absolument convergentes, grace aux estimations sur 7 et gy, au fait que o
soit & support dans {|n| < || + 1}, et grace a la décroissance rapide de u(§).
Par le théoreme de Fubini, on peut alors écrire :

(11.4.7) T(z, D) o o5(x, D)u(x) = (277)_”/eiz'gp(;(m,ﬁ)ﬂ(ﬁ)dg,
(11.458) o, €) = (2m) " [ e, st )dn,

les intégrales étant toujours absolument convergentes.

C’est maintenant qu’on utilise la formule de Taylor (11.4.2) : puisque n“cs = D%0s, on
obtient que ps = THos + ¢s, avec

a(x,8) = Y (27T)”/em’pa(x,&77)770‘35(77,5)6177-

la|=N
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Pour § assez petit, ¥(n,&) vaut 1 sur le support de 5. Introduisant cette fonction ¢ dans
I'intégrale, et transformant de Fourier, on obtient (les intégrales étant toutes absolument
convergentes) :

w09 = Y [ Galeso = 9. DEos(y. )y
la]=N
C’est-a-dire que le lemme 11.4.2 est démontré pour les symboles o5 (6 > 0). Lorsque § —
0, les fonctions D%os(-, &) sont uniformément bornées par C - (1 + |£])™Hel et convergent

(uniformément sur tout compact) vers D%o (-, £). On voit donc que les Tfos sont uniformément
bornés et convergent vers THo. De méme, par le théoreme de la convergence dominée, les g5

sont uniformément bornés et convergent vers g(z,§) = Z /Ga(x, x—y,§)DSo(y,&)dy.
la|=N
On voit donc que les ps sont uniformément bornés en C - (14 |£])™F™ | et convergent pour
tout (x,§) vers p = 7o + q.
Le théoréeme de Lebesgue affirme alors que pour v € S(R™), on a pour tout x € R”,

(ps(2, D)u) (z) - (p(z, D)u) (2) -

Par ailleurs o(z, D)u € S(R"), et o5(z, D)u = xso(x,D)u — o(z,D)u dans S(R™). On a
donc
7(x, D) oos(x, D)u 5—6’7'(1', D)oo(x,D)u,

et passant a la limite dans (11.4.7), on obtient que
7(z,D)oo(x,D)u = p(x,D)u,
et le lemme est démontré. O

Démonstration du lemme 11.4.3. — Si u est une fonction de classe C" dont la transformée
de Fourier est a support dans la boule {|n| < A}, la décomposition dyadique de u s’écrit :

U = Z OrU .

2k—1<)
Puisque [|09Agul|; < Cq |ullor 2°0¢1=7) ) on obtient que pour |a| > r,
(11.4.9) 105 ull oo < Ci lluller AT
Le lemme 11.4.3 s’obtient en appliquant la formule (11.4.9) aux fonctions 8?0(-, B).

Ceci conclut la preuve du théoreme 11.4.1.

11.5. Calcul symbolique

Nous introduisons pour m réel et r > 0 non entier, l’espace I']" des fonctions p(z,§), C™
en &, de classe C" en z, telles que pour tout 3 € N, il existe Cz pour lequel

(11:5.1) |ogrc)] < cs+ienm

Ce sont des symboles d’opérateurs pseudodifférentiels irréguliers en x (plutot réguliers d’ordre
r, mais pas C'°).
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1 étant une fonction comme au lemme 11.2.1 (par exemple celle donnée au lemme 11.2.9),
on associe a p € I']"" le symbole

(1152) 7o, €) = (2m) " [ (. 5. ).
On a aussi g,(n, &) = ¥(n,§)p(n, £), ou encore :

(11.5.2bis) op(,§) —/G(%f)p(aﬁ—y,ﬁ)dy,

la fonction G étant associée a ¢ comme indiqué au lemme 11.2.2. Comme pour la proposi-
tion 11.2.3, on a :

Lemme 11.5.1. — Sip € I')", alors o, € ¥, En outre, si l'on change la fonction ¢ dans

la définition (11.5.2), on modifie o, par un symbole de ST ".
Un ingrédient essentiel est le lemme suivant :
Lemme 11.5.2. — Soientpe I et q € an”/. Alors pq € F;”*m/ et

(11.5.3) Opg — Opoq € ST

Démonstration. — L’appartenance de pq a FTJ””, résulte immédiatement du fait que le pro-
duit de deux fonctions de C"(R") est dans C"(R"), et de la formule de Leibniz.

En outre si on modifie la fonction 1, on perturbe o4, 0, et o, par des termes situés

respectivement dans Si"f mLT, ST et S’ﬁ/*r, et la formule (11.5.3) est indépendante du

choix de 7 (on pourrait méme faire des choix différents pour 0,4, o, et o). Nous utiliserons
la fonction ¢ du lemme 11.2.9, et les notations correspondantes.
En particulier, on notera 0 = w11 — @i pour k > 0, et 0_1 = ¢ ; on a alors

V(0,6 = era(mOk(€) =Y 05-1(n) (1 - ¢j12(6)) -
k=2 Jj=0
Posant ﬁ](ﬁ? g) = 9]71(77)1/9\(777 5)7 on a:

p($,€) :ij(ﬂf,g) ; O'p([L‘,§) :ij(x,ﬁ) (1_90j+2(§)) :
=0

=0

On déduit de (11.5.1) (et du lemme 11.2.8) que

(11.5.4) ’

333?193.(.75)”Lw < Cop(1+ ‘ﬂ)m—lﬂ\ olaf=r)j
Notant 7;(z,§) = pj(z,£) (1 — ¢j12(£)), on voit alors que

(11.5.5) ‘agaij(.,g)HLm < Clg (14 €]y 191 el

(On remarquera que 9/ p;12(§) = 2-MG+2) (97) (%), et que sur le support des dérivées de
Remarquons enfin que 7; = p; si |{| > 2772 et que 7; = 0 si || < 2771, De méme on écrit
q= 3 qr 0q = 371 avec gi(n, &) = Op—1(1)7(n, §) et 77, = qi (1 — Pr+2(§))-
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On a donc pq = Y pjqx et opoy = > 7574, les séries convergeant géométriquement. En fait,
on tire de (11.5.4) que :
(11.5.6) 02 (psar)(@,€)| < Cp (1+ g™+ Pl oG+,
et de (11.5.5) que :

agaf(m,;)(x,g)‘ < Cyp (14 [¢]ymtm =18l glal max(zk)=r(j+k)

En fait comme |¢| > 2m2x0GR)+1 gur le support de TjTL, ON & aussi :

(11.5.7)

Comme au paragraphe 11.2; notons S; 'opérateur de convolution (en x) par F_j¢,. Comme
on l'a déja noté, 0%'Sy est un opérateur borné de L> dans L™, de norme majorée par C, 2L
Notant

aji(z,§) = ZSe (Pjar) (, §)0e+2(8)

£=0
et remarquant que |£| = 2¢ sur le support de 0p12, on tire de (11.5.6) que 'on a des estimations
de la forme :

(11.5.8) agag%k(x,g)‘ < Cog (1 + [y —18+ ol gr(ih)

Le support de p; est inclus dans la boule {|n| < 27} et celui de g dans la boule {|n| < 2¥}.
Par suite celui de p;qy est situé dans {|n| < 27 + 2%}, Des que 2¢ > 2771 4 28+ ) vaut 1 sur
le support de p;gy et Se(pjar) = pjqe- Pour | > 24 4 ok+d, et £ tel que fp12(§) # 0, on a
€] < 263 et 26 > 27F1 1 2R+ ot il ressort que, pour €] > 27F4 4 284 on a

o0
k= Digr Y Oes2(8) = ik -
=0

Maintenant on écrit que S¢(pq) Z Se( p] qi) (série convergente) et que :
7.k

Opg(,€) = Y Se(pjar)0e+2(€ Za]k z,€).
7,k
Il en résulte que :

’_.
P = 0Opg — Op0gq = ZO‘j,k - T = E :ﬂj,k'
i,k N

On remarque alors que pour |&] > 202X0R)+5 on g €] > 2012 |¢] > 252 et €] > 27+ 4 2kH+4,
de sorte que 7; = pj, T, = qi, ok = Pjq et donc que [ = 0.

En outre, d’apres (11.5.7) et (11.5.8), les ;) vérifient aussi des estimations (11.5.8). On
en déduit que :

3§3?P(95,§)‘ < g (1+ |yt oI+l Z o—T(j+k)

2max(j,k:)+52‘§|

Cette derniere somme s’estime en (14 |£|)™", ce qui montre que p € Sm+m " et le lemme est
démontré. 0
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Lemme 11.5.3. — Soit p € G*. Alors pour tout § € N", Ggp € F;n—\ﬁl et Toy G?Up €
¢
S?qﬁﬁk*'

En outre pour |a| <r, 0%p € FT_M et ogap = Oy 0p.

m

o et F,mf‘ﬁl résulte aussitot des

Démonstration. — L’appartenance de 09p et 8? pal
définitions.

En outre la formule (11.5.2bis) montre que o,(-,&) = G(+,€) * p(-,§), et les dérivations en
x commutent avec la convolution par G.

La formule (11.5.2) montre aussi que :

opy — 0oy = (m" [ 0,00, ).

3
On remarque alors que O¢ ;9 est a support dans la réunion du cone {e1[¢§| < |n| < e2/¢]} et de
la boule {|n|? + |¢|* < 16}, et que

030006, (n. )| < O (1 + 1) 7ML

Une variante de la proposition 11.2.4 (laissée en exercice) montre alors que og, , — O¢;0p €
‘gm—l—r 7

IR

Itérant ce processus, on obtient que Uafp — 8? op € Sﬁ*lﬁl*r (remarquer que 85\ envoie I'7"

dans T~ et ST dans Sf‘f)‘). O

On introduit maintenant f,’,” I’espace des sommes formelles p = Z pj avec p; € I‘;n:jj A
j<r
une telle somme, on associe le symbole

(11.5.9) p(a,&) =Y pj(@,8).

j<r

On identifiera plus ou moins la somme formelle ) p; et le symbole (11.5.9), bien que la
décomposition d’un symbole p en une somme (11.5.9), si elle existe, ne soit pas absolument
pas unique (sauf, par exemple, si on impose des conditions d’homogénéité).

Théoréme 11.5.4. — i) Sip= ij € f,’,", alors o, = ZUPJ‘ e xr.

j<r j<r
ii) Sip= ij el et siqg= quinl“;”,, alors
j<r k<r
1 =~ /
pla= Y —OEpi(w, &) Dige(w,§) € T
J+k+al<r

En outre, opyq — opliog € S?ffm/—r, la composition opfio, étant définie au théoréme 11.4.1.
Démonstration. — i) Par les lemmes 11.5.1 et 11.1.3, on a 0y, € E;n:jj C X,
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1
ii) Pour ¢ < r, notons ay = Z aagpj($,§)DSQk($,f)-
JHk+lel=t

Pour j+k+ o =0<r, onaﬁg‘pjefm I ‘alCI‘:,n/ o et Dog € T |CFm P

r— k |oc
en résulte que ay € Fm+m =,
Notons o; = 0y, et Ty = 0g,,. D’apres le lemme 11.5.3, on a :

mala\T

092, — Ogop; € 54 et opag, — Doy, € Sm —ker

d’ou il résulte que :

—0—
(11.5.10) Oy = Y a.af oDy, € ST
j+k+]al=¢
Par ailleurs, d’apres la définition donnée au théoreme 11.4.1, on a :
1
opliog = Z aangDng.
j<r

k<r
|| <

Avec (11.5.10), on voit alors que :

Optg — Oplog + Z (95 oDy, € Sm+m -

A étant 'ensemble des (j,k, ) tels que j < r, k <r, |a] <retj+k+|al >r. Mais pour
(j,k,a) € A, on a :
O¢o; Do, € Syl o gt

et le théoréme suit. O

Définition 11.5.5. — i) On dira qu’un symbole p € T est elliptique sur R™ (resp. au point
xo € R™) sl existe R >0 et C > 0 tels que :

Ve e R", V|| > R, |p(z,§)|>C1+ )™

11.5.11
( ) (resp. V[E| > R, |p(zo,€)| > C(1L+[€))™).

i1) On dira que p = ij € f;” est elliptique si py ’est.

I<r
Théoréme 11.5.6. — Soit p € I'™ elliptique sur R™ (resp. en xq). Alors il existe h(¢) €
C>(R™) walant 1 pour || > R (resp. il existe h(§) et x(x) € CG°(R™) valant 1 sur un voisinage
de x0), et il existe q1 et g € '™ tels que piqr = qofip = h(€) (resp. phar = qofp = h(§)x(z)).

Démonstration. — Supposons d’abord que p soit elliptique sur R”, et construisons ¢ tel que
gfip = h(&). On cherche ¢ sous la forme Z qr avec qp € I‘;f;c_k.
k<r
Par définition on a ¢fip = Z ay avec :
<r

1
a =qpo ; Ge=qpot+ Y 1964 Dz
Jtk+|a|=L
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R étant tel que 'on ait (11.5.11), on choisit h € C*°(R™) valant 1 pour |{| > R+ 1 et valant
0 pour || < R. On pose alors

h(§)
pO(x7§)

le quotient étant parfaitement défini, puisque pg # 0 sur le support de h. En outre on vérifie
que grace a 'ellipticité (11.5.11), on a gp € I',;"™.

(]0(1'75) =

)

Supposons construits qo, ..., g, a support dans {|{| > R}, tels que ¢; € F;_rnj*j et ap =
co.=ap=0.Sil+1<r,ona pour j+k+|a=~0+Tetj<l+1:
9 qj € Fr_fzj_j_‘al ,» Dipr € Fﬁ_k:a\ ;
y s 1 —(+1)
d’ou bpyr = Z aag(Zngpk €l )
Jt+k+|al=0+1
En outre byy; est a support dans {|¢{| > R}. On peut donc définir

bet1
q+1(z,8) = —————>
p0($a 6)
N TR T . —m—(4+1)
et grace a lellipticité (11.5.11), on voit que gp11 € Fr—(z-s—l)
Finalement on construit ¢ = Z qx € f; ™ tel que gfip = Z ay avec :
k<r l<r
ap="h() ; a =0 pourl</l<r.

La construction d’'un ¢’ tel que pfqg’ = h est similaire et laissée en exercice.
Si p est elliptique en xp, puisque py € I']" et que r > 0, il existe un voisinage V' de z tel
que

SRS

[po(2,€) — po(z0, §)| < 5 (L + €)™

d’ou il résulte que :

po(z, €)1 = o (L+ D™

pour tout || > R et tout = dans V.
Prenant x € C§°(V) qui vaut 1 au voisinage de xg, on modifie la construction précédente
en posant :

po|Q

_ x(@)h(§)
po(,§)

La démonstration se poursuit de maniere identique : les b1 sont dans

QO('%" é)

I’f(eﬂ)) et & support

r—({+1
b —m—
dans V' x {|¢|] > R}. Le quotient gp+1 = — %1 ost alors bien défini et appartient & Frf& ﬁ;rl)
Po
Finalement on a gffp = Zae avec ag = x(z)h(§) et ag =0 pour 1 </ <. O

{<r
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11.6. Application a la régularité d’EDP non linéaires

Considérons comme en 11.3, une équation de la forme :

(11.6.1) F (2,0%(z)) =0,
oil F est une fonction O sur R x RY, N =card 4, A = {a € N" / |a| < m}.
Notons ¢, (z) = 59712 (z,04u(z)), et formons le symbole :
(11.6.2) pl,€) = ) calx)(i&)”.
|a|<m

C’est un polynome en &, de degré m et la partie de plus haut degré sera appelée symbole
principal :

(11.6.3) po(z,§) = Y cala)(if)*.
|a|=m

Tout cela est bien défini si u € C"™#(R™) (1 > 0 non entier), car alors ¢, € C*(R™)). Il faut
bien noter, cependant, que les ¢, et donc p et pg, dépendent de u.

Théoréme 11.6.1. — Soit u € C™TH(R™) (u > 0, 2u non entier) solution de l’équation
(11.6.1). Supposons que le symbole py défini en (11.6.3) soit elliptique sur R™. Alors u €
C™H2(R™) et en fait u € C°(R™).

m . il est elliptique puisque py lest.

Démonstration. — Le symbole (11.6.2) appartient a I')7;

D’autre part, le symoble o), associé a p est :
Up(xag) = Z Jca(x,f)(if)a,
la]<m
ou 0., est le symbole de l'opérateur de paraproduit par c,. Autrement dit, on a exactement :
op(z,D)v = Z 7 (Co, OMV) .
lor|<m
En vertu du théoreme 11.3.5, u apparalt comme une solution d’une équation :

(11.6.4) op(x, D)u = f € C**(R").

Par le théoreme 11.5.6, il existe ¢ € f;m tel que ¢fip = h(&). Le symbole 7 = o, appartient
a Si 1" d’autre part le symbole o}, associé a h est h lui-méme, et d’apres le théoreme 11.5.4,
on a alors :
Thog=h=1+4+(h—1).
h — 1 est C*° a support compact, et est donc un symbole dans Si i
Par conséquent le théoreme 11.4.1 implique que 7(z, D) o op(x, D) = Id+p(x, D), avec
p € Sy} Compte tenu de (11.6.4), on a alors

w=r(z,D)f - plz, D)u.
Puisque f € C?*, et que T € S11", d’apres le théoréme 11.1.1 on a 7(z, D) f € C™+2¢ Enfin,

ue CMmH et pe Sﬁ‘ impliquent par le théoreme 11.1.1 que p(z, D)u € C™+2#,
On a donc bien u € C™*2# et en itérant le procédé on trouve que u € C. O
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Théoréme 11.6.2. — Soitu € C{gj”(@) (1> 0, 2u non entier) solution sur ) de l’équation
(11.6.1). Supposons que le symbole py défini en (11.6.3) soit elliptique en un point xy € ).
Alors u est de classe C™ 21 (et C°) sur un voisinage de xg.

Démonstration. — Soient x1 et x2 dans C5°(£2) telles que x2 = 1 sur le support de x1. Posons
v = xou € C™TH(R"), et Fy(x,y) = x1(x)F(z,y). Alors v est solution sur R" de

Fi (z, aAv(x)) =0.

Le symbole p; associé a cette équation et & v coincide avec p la oli x1 vaut 1. On peut toujours
supposer que x1 vaut 1 au voisinage de xg, et utilisant alors une paramétrix locale de p;, on
voit qu'il existe x € C3°(€2) valant 1 au voisinage de xg, h(§) € C*°(R™) valant 1 pour [¢|
grand, T € S;1" et p € S;f tels que

Ox(z)h(€) (IL’, D) = T(JJ, D) O Op, (a:, D) + p(m’, D) .
D’apres le théoreme 11.3.5, oy, (x, D)v € C?*(R™), et on en déduit que

oxn(z, D)v € C™F2H(R™)

On termine la démonstration en utilisant le lemme suivant :

Lemme 11.6.3. — Soient x et h comme ci-dessus, et soit v € L*®(R"™). Si oy,(x,D)v €
C™TE(R™), alors, au voisinage de xq, v est de classe C™H,

Démonstration. — On écrit
l=or,+(1—nh) :Uxh-l-d(l_x)h-‘r(l—h),
et donc
v = oyp(z, D)o+ oq_yn(z, D)v+ (1 = k(D)) v.
1 — h(§) est a support compact donc (1 —h(D))v est C*°, et il suffit de vérifier que
o(1—x)h(x, D)v est C* autour de zg. Mais (cf (11.5.2bis))

1-0n(@€) = [ Gla = 3.9 (1= x(w) h(©)dy.
avec
G(u.&) = 2n) ™ [ rmuin.€yan,
Comme au lemme 11.2.2, on a les estimations :

?/aafG(y,ﬁ)‘ < Cop (14 [l

d’ou il résulte que sur tout compact K C R"™\ {0} et pour tous M et 3 on a :
-M
sup [9G(y,€)| < Caro (1+ 1)
yeK

Il en résulte que si w est un ouvert tel que sur @, x(y) = 1, le symbole o(;_,y,(7,§) est a
décroissance rapide en £, ainsi que ses dérivées pour z € w. Il est alors clair que o _y), (7, D)v
est C™° sur w et le lemme est démontré.

Le lemme conclut la preuve du théoreme 11.6.2. O



CHAPITRE 12

MICROLOCALISATION

12.1. Définitions

On a vu aux chapitres précédents comment la régularité C* se caractérise par la transfor-
mation de Fourier (découpage et couronnes dyadiques). Maintenant on va découper aussi en
secteurs pour “microlocaliser” la régularité.

On appellera cone de R™ un cone ouwvert. Si I'1 et I's sont deux cones, on note I'y € I'y
pour dire que la base de T'y (I'; NS™1) est relativement compacte dans la base de I's.

On dira qu'une fonction p(&) (respectivement p(x,&)) est a décroissance rapide dans un
cone I' (resp. dans Q x I') si pour tout entier N (resp. pour tout N, tout a € N™), il existe
Cn (resp. Cn,q) telle que :

VEeT, [p(6)] <On(+E)™Y (resp. VEET, Vo e Q, [0%p(z,6)| < Cna (1+E)7N).

Définition 12.1.1. — Soit v € D'(). On dit que le point (xg,&) € 2 x (R™\ {0}) n’est
pas dans le front d’onde C* de u (noté WF,(u)) s’il existe une fonction p € C§°(2) valant
1 au voisinage de xg, un cone I' € R™ \ {0} contenant &y, une fonction v € CH(R™) et une
distribution w € E'(Q) tels que :

i) pu=v+w;

i1) W est a décroissance rapide dans T

Remarque 12.1.2. — Il résulte de la définition que W F),(u) est fermé dans Q x (R™\ {0}),
et que si u est de classe C* au voisinage de zo, alors ({zo} x (R™\ {0})) N WE,(u) = 0
(prendre ¢ tel que pu € CH(R"), v = pu et w =0!).

Lemme 12.1.3. — Soit p(x,§,n) une fonction C*° sur R x R™ x R™, a4 support compact en
x, telle que : il existe M, et pour tout a € N, C,, pour lesquels

(12.1.1) V(w,&m) € R" x R x R™,  |09p(x,&m)] < Co (14 [n)™ (1+ 1)

On suppose que p est a décroissance rapide en £ dans le cone I, c’est-a-dire que pour tout
N, il existe Cy telle que :

(12.1.2) V(x,&n) €R" x T xR, [09p(x,&,n)| < Co (1+[n)™ (141" .
Alors pour tout come I € T, la fonction

1(n) = / ¢ EM (i, €, ) dude

est a décroissance rapide dans I".
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Remarque. — Grace a (12.1.1), 'intégrale I(n) est absolument convergente.

Démonstration. — 1l existe e > 0 tel que pour tout n € I, tout point £ tel que [€ —n| < g|n|
appartienne nécessairement a I'. On écrit alors I = I} + Is, I; étant U'intégrale portant sur
{I€ = n| < e|n|} et I Vintégrale sur {|€ —n| > ¢|n|}. Grace a (12.1.2), on majore I; par

L) < Cx (L+ )™ (1 + )™ (pour N > n).
Pour majorer I, on remarque que :
(1416 =n?) & EM = (1= Ay)etE,

et en intégrant par parties on obtient :

: 1— AN
Ix(n) = / em'(g_")< ) p(a;, 51\7777) dxd¢
lg—n|=eln| (L+1&=nl*)
et grace a la minoration [£ — n| > ¢|n|, on conclut que Iz(n) est aussi & décroissance rapide
ennel. O

Dans le méme ordre d’idées, on a :
Lemme 12.1.4. — Soit f(&) une fonction qui vérifie pour M et pour C' convenables :

VEER", [f(OI< O+ .

Soit x € S(R™). Alors si f est a décroissance rapide dans un cone I, x * f est a décroissance
rapide dans tout cone IV € I.

Démonstration. — On écrit :

(x* 1)) = / X — &) F(€)de + / X1 — ) f(€)de .
|€—n|<eln| 13

—n|>eln|

nel’
= ¢el.
1€ —nl <elnl

La premiere intégrale est & décroissance rapide en n € IV puisque f 1’est dans I, alors que la
seconde est a décroissance rapide grace a la majoration de f, et aux estimations :

Ix(n =8| <On@+[e—n) V.

£ étant assez petit pour que

Corollaire 12.1.5. — Soit u € D'(Q2) et x € C°(Q). Alors WE,(xu) C WEF,(u).

Démonstration. — On montre que si (xq,&) € WE,(u), alors (z9,&) € WF,(xu). En effet,
si (zo,&0) € WE,(u), on écrit ou = v + w comme dans la définition. On a alors :

pXuU = XU+ xxiw,
ot x1 € C§°(R™) vaut 1 sur un voisinage du support de w. Alors yv € CH(R") et Xx1w =

XX1 * W est & décroissance rapide dans tout cone IV @ I' d’apres le lemme 12.1.4. O
Corollaire 12.1.6. — Si uy et us sont deux distributions, alors

WF#(ul + UQ) C WFH(ul) U WFH(UQ) .
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Démonstration. — Par le lemme 12.1.4, on voit comme ci-dessus que 'on peut utiliser la
méme fonction ¢ pour écrire
pup =01 +wy, Puz =v2+wsz,

et le corollaire suit aussitot. O

Définition 12.1.7. — Sip(x,§) est une fonction C* sur R™ xR™, on définit le cone-support
de p de la maniére suivante :

Un point (x0,&p) n’est pas dans cone supp(p) s’il existe un voisinage w de xo et un cone I'
contenant & tels que p soit a décroissance rapide dans w X I.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer ’action des opérateurs pseudodifférentiels

sur le WF,(u).

Théoréme 12.1.8. — Soit p € STH(Q) et soit u € E'(QQ). Alors si i et m + p sont > 0 et
non entiers, WF,(Pu) C WE,4,(u) N cone supp(p).

Démonstration. — Rappelons d’abord (cf chapitre 9.2) que Pu est défini par la formule :

w = emg& — Fp(x x))dz
Pu,v) = [ e (L A 0w e

pour ¢ € C3°(Q2) et k assez grand pour que l'intégrale soit absolument convergente (2k >
n+1+ko+msi|w(€)| < 1+ [€])ko). A
En particulier, choisissant ¥ de la forme ¢ (z)e™ """, on obtient :

bPw(n) = eifo&) — F(p(x x)e M) de
Pum - | e (L B0 (o e ™) de.

qui se met sous la forme :

(12.1.3) JPw(n) = / ¢ E g, € m)D(E)darde

la fonction p(x,&,n) = q(x, &, n)w(§) vérifiant alors les estimations (12.1.1) du lemme 12.1.3.
On obtient le théoreme 12.1.8 en réunissant les deux implications :
(12.1.4) (w0, 80) & WEnip(u) = (w0,80) & WE,(Pu),
(12.1.5) (x0,&0) & cone supp(p) = (x0,&0) € WF,(Pu).
Démonstration de (12.1.4). Si (x0,&0) € W Fp4u(u), on écrit d’apres la définition
pu=v+w,
avec v € C™TH(R™), w € £'(N), @ a décroissance rapide dans un cone I'. On a alors :
YPu=vYP(1—¢)u+1pPv+pPw,

ol 1 est choisie a support dans un voisinage w de xg telle que ¢ vaille 1 sur un voisinage de
w. Le noyau de P étant C*° en dehors de la diagonale (théoréme 9.3.2 et corollaire 9.3.3),
YP(1 — ¢)u € C§°(R™). Puisque v € C™#(R"), Pv € Cf. () (théoréme 10.2.3), et ¢)Pv €
CH(R™). Enfin pyPw € £'(Q) et d’aprés (12.1.3) et le lemme 12.1.3, @ étant & décroissance
rapide dans T, 1@) est & décroissance rapide dans tout cone IV € I'.

Démonstration de (12.1.5). Si (xo,&o) & cone supp(p), alors il existe ¢ € C5°(§2) valant 1 au
voisinage de xg et il existe un cone I', contenant &, tel que ¥ (z)p(z,§) soit & décroissance
rapide dans R™ x I'. On utilise la formule (12.1.3) pour w = u, et la fonction ¢(x, &, n)w(§)
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est alors & décroissance rapide dans R™ x I' x R™ (c’est-a-dire vérifie les estimations (12.1.2)

du lemme 12.1.3). On conclut alors par le lemme 12.1.3 que w/P\w est a décroissance rapide
dans tout cone IV € I et (xg,&n) € W Fpypu(u). O

Proposition 12.1.9. — Soit u € D'(Q). Alors u est de classe C* au voisinage de xq si et
seulement si {xo} x (R™\ {0}) N WF,(u) = 0.

Démonstration. — La condition est nécessaire comme déja indiqué a la remarque 12.1.2.
Montrons qu’elle est aussi suffisante : par compacité de S*~!, on peut recouvrir R \ {0} par
des cones I';, trouver des fonctions ¢;, v; et des distributions w; € £'(Q) telles que :

pju=v;+w;; v; € C*R"), w; a décroissance rapide dans I'; .

Fixons x € C§°(£2), valant 1 au voisinage de xg et telle que xp; = x pour tous les j. Utilisant
le lemme 12.1.4, on peut alors écrire :

0 /
u=v;+uw;,

avec v; € CH, W} a décroissance rapide dans I'}, les I'; € T'; recouvrant encore R™ \ {0}.
On peut maintenant introduire une partition de I'unité :

1= ho() + Y hi(&),
j=1

ho étant C*° & support compact, et les h;(§) étant a support dans F}.
Alors hj(&)w;(€) est a décroissance rapide, et h;(D)w; € C*; en outre, puisque v; € C*
et que hj € S?jo, on a h;j(D)v; € C*. Enfin, puisque ho(D)xu € C*°, on voit que :

xu = ho(D)xu+ Y hj(Dyv; + > hi(D)w; € C*.
=1 i=1

12.2. Ellipticité microlocale

Définition 12.2.1. — Un symbole p € S;”(; sera dit elliptique en (xo,&p) s’il existe un voi-
sinage w de xg, un cone ouvert I' contenant &y, et des constantes C et R tels que :

V(@,§) ewx T, (2R, I|p(x, &) =C(1+[E)™ .
Théoréme 12.2.2. — Soit p € S7,(Q) elliptique en (z9,%0). 1l existe p € C5°(Q) valant 1
au voisinage de xg, il existe h(§) € C*°(R") 05?70, valant 1 pour €| > R, & dans un voisinage

conique de &, et il existe des symboles ¢V) € S10'(82) tels que :
pour toute fonction p1 € C5°(2), valant 1 sur un voisinage de suppy, lopérateur

q(N) (‘737 Dx)cplp(xa Da:) - (p(:l))h(D)

est associé a un symbole r¥ € Sf’évfm(Q).
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Démonstration. — Elle est similaire a celle du théoreme 11.5.6, en utilisant cette fois la

formule de composition du théoreme 9.4.2 : on part de gy = (() g), en choisissant convena-

blement ¢ et h grace a Dellipticité de p. On vérifie que go € Sy 0" (€2), et on pose ensuite

=40 Z .ag q(z, &) Dgp(, ) -

Ia\+€—3

On vérifie que g; € 57, 0 —J (Q), et posant ¢V = Z gj, le théoréme 9.4.2 implique précisément
J<N
que rV € Siévfm(ﬂ). O

Théoréme 12.2.3. — Soit p € ST,(Q) elliptique en (z9,&o). Alors siu € E'(Q) est tel que
(x0,&) & WE,(Pu), (z0,80) n'est pas non plus dans W Fy, 1, (u), pourve que p et m +
sotent > 0 et non entiers.

Démonstration. — On écrit :
(@)h(D)u = ¢™(z, D)1 Pz, Dyu — RN (2, Dyu

Puisque u € £'(Q), u est d’ordre fini, et pour N assez grand, R™) (z, D)u € C*R") (R
est d’ordre —N — m, aussi petit qu’on veut). Puisque (zo,&y) ¢ WF,(Pu), on en déduit avec
le corollaire 12.1.5 et le théoreme 12.1.8 que (z0,&0) € W Fmiu(ph(D)u).

Par ailleurs, (zg,&)) n’est pas dans le cone-support de ¢(z) (1 —h(£)), et par le
théoreme 12.1.8,

(%0,80) & W Fnypu (9 (1 = h(D)) u) .

Il en résulte que (x,&) &€ WFniu(pu), et puisque ¢ vaut 1 au voisinage de xg, on voit
d’apres la définition de WE que (xo,&0) € W Fyppu(u). O

12.3. Régularité microlocale pour des EDP non linéaires

Nous allons donner dans ce paragraphe la version microlocale des théoremes 11.6.1 et 11.6.2.
On considere a nouveau une équation d’ordre m :

(12.3.1) F (2,0%(z)) =0,
et & la solution u € C™*#(Q), on associe le symbole p(z,§) € T},
e OF
(12.3.2) P, €)= Y ca(@)(i)™ i calr) = e (2,0%u(x)) .

la|<m

Définition 12.3.1. — p(z,§) est elliptique en (xo,&p) st Z ca(x0)(i&)°.
|a|=m
Théoréme 12.8.2. — Siu est solution de (12.3.1), u € C™H(Q), et si p(x, ) est elliptique
en (zo,%0), alors (z0,&0) & W Fpt2u(u).
Démonstration. — Soient x; et x2 dans C§°(2) telles que x2 = 1 sur le support de x;. Posons
v =xou € C"H(R") et Fi(w,y) = x1(x)F(z,y).
Alors v est solution sur R™ de Fj (x, 6A v(z ) = 0, et le symbole p; associé est elliptique en

(w0, o).
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On remarque que si py est elliptique en (xg,&p), il existe un voisinage w de xy et un cone
I" contenant &, tels que

> cal@)(i&)] = Clg™  pour (z,§) €wxT.

|a|=m

Adaptant le théoreme 11.5.6, on voit qu’il existe x € C§°(R™) valant 1 au voisinage de xo,
h(§) € C(R™) a support dans I', et valant 1 pour £ dans un cone IV € T, [£| > 1, et qu'il

existe ¢ € I',™ tels que :
qip1 = x(2)h(§)
Passant aux opérateurs paradifférentiels (théoréemes 11.5.4 et 11.4.1), on a :

oxn(x, D)v = o4(x, D) o oy, (z, D)v + p(x, D)v,
avec p € 5y I'. Par le théoréme de paralinéarisation, on a o, (z, D)v € C**, et on en déduit :
oxn(z, D)v € C™T2H(R™).

D’apres le lemme 11.6.3, on peut alors affirmer que h(D)v est C™2# au voisinage de zg.
Maintenant h(§) € S’RO est elliptique en &, et cela implique par le théoréme 12.2.3 que
(20,&0) € W Finyou(v). Le théoreme 12.3.2 est alors démontré. O
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