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Contexte physique

Objectif : Simuler et optimiser la nage des poissons

Modèle de poisson

Couplage fluide-structure incompressible
Partie rigide −→ Méthode de pénalisation
Partie élastique −→ Elasticité eulérienne



Structure élastique

Equations de l’élasticité incompressible en description lagrangienne

X(ξ, t) : position du marqueur ξ

E(X) =
∫

Ω0
W(∇ξX(ξ, t)) dξ :

énergie élastique

T (X) = W ′(∇ξX(ξ, t)) : 1er
tenseur de Piola Kirchhoff











ρ∂
2X
∂t2 − divξ(T (X)) = f sur Ω0

det(∇X) = 1.



Fluide

Equations de Navier-Stokes incompressible en description eulérienne.

u(x,t) : champ de vitesse

p(x, t) : pression

σ(x, t) = −p I + µ([∇xu] + [∇xu]T ) :
tenseur des contraintes

{

ρ(ut + (u · ∇)u) − div(σ) = f , sur Ωt

div(u) = 0.



Couplage fluide-structure

Couplage des modèles à l’interface

Continuité de la vitesse

Continuité du tenseur des contraintes

Difficultés

Couplage de modèles écrits dans des
formulations différentes

Traitement de la frontière libre du fluide

Interpolations à l’interface

Fluide

Solide elastique

Vitesse du fluide

Vitesse de la structure



Méthode de frontière immergée de Peskin (1977)

Idée : traiter l’élasticité (incompressible) comme un terme source

X(ξ, t) : position du marqueur lagrangien ξ au temps t
F(X(ξ, t)) : force élastique calculée de manière lagrangienne























ρ(ut + (u · ∇)u) − µ∆u + ∇p = F(X),
∂X
∂t = u(X , t),

div(u) = 0.



Lien Eulérien/Lagrangien

x = X(ξ, t)

Ωt

Ω0

ξ = Y(x, t)

T (ξ, t)

σ(x, t)

ξ = Y(X(ξ, t), t)

Caractéristiques directes X Caractéristiques rétrogrades Y

{

∂X
∂t (ξ, t) = u(X(ξ, t), t)
X(ξ, 0) = ξ.

{

Yt(x, t) + u(x, t) · ∇xY(x, t) = 0
Y(x, 0) = x.



Lien Eulérien/Lagrangien

x = X(ξ, t)

Ωt

Ω0

ξ = Y(x, t)

T (ξ, t)

σ(x, t)

ξ = Y(X(ξ, t), t)

Caractéristiques directes X Caractéristiques rétrogrades Y

{

∂X
∂t (ξ, t) = u(X(ξ, t), t)
X(ξ, 0) = ξ.

{

Yt(x, t) + u(x, t) · ∇xY(x, t) = 0
Y(x, 0) = x.

−→ X et Y contiennent l’information sur la distance entre les points



Elasticité Eulérienne

Un milieu est dit élastique si sa loi de comportement dépend de ∇ξX .

B(ξ, t) = ∇ξX∇ξXT : Tenseur de Cauchy-Green à droite



Elasticité Eulérienne

Un milieu est dit élastique si sa loi de comportement dépend de ∇ξX .

B(ξ, t) = ∇ξX∇ξXT : Tenseur de Cauchy-Green à droite

Théorème (Rivlin-Ericksen)

Si un milieu élastique est isotrope et satisfait l’AIM alors σ = σ̃(B(ξ, t)) et

σ̃(B) = γ0(ιB)I + γ1(ιB)B + γ2(ιB)B2

−→ Inutilisable tel quel car B(ξ, t) est définit sur le domaine lagrangien

En dérivant Y(X(ξ, t), t) = ξ

[∇ξX ](ξ, t) = [∇xY ]−1(x, t) B = [∇xY ]−1[∇xY ]−T



Elasticité Eulérienne linéarisée

On introduit

Y(x, t) = x + Ỹ(x, t)

Hypothèse de petites déformations

”∇Ỹ << I”

on néglige (u · ∇)u

Modèle eulérien linéarisé































ρut + λ∆Ỹ + µ∇(div Ỹ) + ∇p = f ,
div(u) = 0,

Ỹt + u · ∇Ỹ = −u
u|∂Ω = 0

avec λ et µ les coefficents de Lamé



Illustration numérique



Modèle fluide/structure incompressible

{Ψ(·, t) = 0}

ΩS(t)

ΩF (t)

Ω = ΩF ∩ ΩS































ρ(Ψ)Du
Dt − div(σ(u,Y)) + ∇p = f ,

div(u) = 0,
Yt + u · ∇Y = 0

u|∂Ω = 0

σ(u,Y) = H(Ψ)σS(Y) + (1 − H(Ψ))σF(u)

L’interface est calculée avec

Ψ(x, t) = Ψ0(Y(x, t))
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	Modèle eulérien de membrane sans flexion

