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C. Donati-Martin

LPMA-UPMC

avec M. Capitaine et D. Féral
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Décrire le comportement asymptotique des valeurs propres extrémales
dans des modèles matriciels classiques (Wigner, Wishart) perturbés.



Matrices de covariance empirique

SN =
1

p(N)
Σ1/2YNY ∗

NΣ1/2

YN = (X1, . . . , Xp(N)), Xi vecteurs de CN iid centrés à coefficients
indépendants, de variance 1.

Σ = diag(θ1, θ2, . . . , θm, 1, . . . , 1)

où θ1 ≥ . . . θm > 1. p(N)/N −→λ ≥ 1.

Johnstone (2001)
Baik-Ben Arous-Péché (2005): cas Gaussien complexe

- Convergence de la mesure spectrale µSN
vers la loi de Marchenko-

Pastur µλ à support dans [aλ, bλ].

- Convergence de λmax: transition de phase selon la valeur de θ1

λmax(SN ) −→
N −→∞

{
bλ si θ1 ≤ 1 + 1/

√
λ

ρθ1
si θ1 > 1 + 1/

√
λ



où ρθ1
:= θ1(1 + 1

λ(θ1−1) ) (≥ bλ).

TCL pour λmax: θ1 de multiplicité k

1) si 1 ≤ θ1 < 1 + 1/
√

λ,

N2/3Cλ (λmax(SN )− bλ)
L−→ F2 := FTW

2) siθ1 = 1 + 1/
√

λ ,

N2/3Cλ (λmax(SN )− bλ)
L−→ Fk+2

3) si θ1 > 1 + 1/
√

λ ,

N1/2Cλ,θ1
(λmax(SN )− ρθ1

)
L−→ Gk

où Gk est la loi de la plus grande valeur propre de GUE(k× k) (G1

est une loi gaussienne).



Perturbation additive d’une matrice de Wigner

MN = XN + AN :=
1√
N

WN + AN

où WN est une matrice de Wigner de taille N : (WN )ii,
√

2Re((WN )ij)i<j ,√
2Im((WN)ij)i<j sont iid de loi µ centrée, de variance σ2.

AN est une perturbation déterministe de rang r fixé.

Exemple: µ = N(0; σ2), XN ∼ GUE(N, σ2

N ).

Quelques résultats classiques dans le cas non déformé (AN = 0)

• Convergence de la mesure spectrale µXn
:= 1

N

∑

i δλi(XN ) vers la

loi semicirculaire µsc = 1
2πσ2

√
4σ2 − x21[−2σ,2σ].

• Convergence p.s. de λmax(XN ) vers 2σ (le bord droit du support
de la loi limite)

• Fluctuations (Tracy-Widom, Soshnikov)

σ−1N2/3 (λmax(XN )− 2σ)
L−→ T-W distribution F2



La déformation AN Hermitienne de rang r (independant de N) de
valeurs propres θi de multiplicité ki; θ1 > θ2 > . . . > θJ .
Convergence de la mesure spectrale de MN vers la loi semicirculaire µsc

de variance σ2.

Comportement des valeurs propres extremales?

1) Le cas gaussien (Péché)

Ex: θ1 de multiplicité 1.

1) si 0 ≤ θ1 < σ, σ−1N2/3 (λmax(MN )− 2σ)
L−→ F2

2) si θ1 = σ, σ−1N2/3 (λmax(MN )− 2σ)
L−→ F3

3) si θ1 > σ, N1/2 (λmax(MN )− ρθ1
)

L−→ N (0, σ2
θ1

) où

ρθ1
= θ1 + σ2

θ1
> 2σ.



2) Le cas non gaussien pour AN particulier (Féral-Péché)

AN est définie par (AN )ij = θ
N . r = 1 et θ1 = θ.

Même TCL que dans le cas gaussien, universalité des fluctuations (inde-
pendant de µ, la loi des coefficients).

approche de Soshnikov (calculs de traces E(Tr(MN )2sN )).

Füredi-Komlòs (1981)
Mäıda (2007) : GD pour GOE + matrice de rang 1



Convergence des valeurs propres extremales de MN

Théorème 1 (Hypothèses de moments sur µ, µ symétrique) Soit J+σ

(resp. J−σ) le nombre de j’s tel que θj > σ (resp. θj < −σ).

(a) ∀1 ≤ j ≤ J+σ, ∀1 ≤ i ≤ kj ,

λk1+···+kj−1+i(MN ) −→ ρθj
= θj +

σ2

θj
p.s.,

(b) λk1+···+kJ+σ
+1(MN ) −→ 2σ p.s.,

(c) λk1+···+kJ−J
−σ

(MN ) −→ −2σ p.s.,

(d) ∀j ≥ J − J−σ + 1, ∀1 ≤ i ≤ kj ,

λk1+···+kj−1+i(MN ) −→ ρθj
p.s.



FLUCTUATIONS:

1) AN = diag(θ, 0, · · · , 0) avec θ > σ. Alors,

(1− σ2

θ2
)−1
√

N
(

λmax(MN )− ρθ

)
L−→

{

µ ∗ N (0, vθ)
}

.

où

vθ =
1

2

(m4 − 3σ4

θ2

)

+
σ4

θ2 − σ2
; m4 :=

∫

x4dµ(x).

2) D’après Féral-Péché, pour AN =





. . .
θ
N
. . .



,

√
N

(

λmax(MN )− ρθ

)
L−→ N (0, σ2

θ)



a) AN = diag(θ, 0, · · · , 0) −→ Xθ =








1
0
...
0








b) AN =





. . .
θ
N
. . .



 −→ Xθ = 1√
N








1
1
...
1










Influence des vecteurs propres de AN

a) Les k1 vecteurs propres normalisés ui associés à θ1 sont localisés :
ui ∈ Vect(ej , j ≤ n1) , n1 et Un1×k1

= (u1, . . . , uk1
) sont indépendants

de N .

cθ1

√
N(λmax(MN )− ρθ1

)

converge en loi vers la v.p. maximale de Vk1
de taille k1:

Vk1
= U∗

n1×k1
(Wn1

+ Hn1
)Un1×k1

.

Wn1
matrice de Wigner de taille n1 associée à µ

Hn1
: matrice hermitienne gaussienne centrée de taille n1

Hn1
et Wn1

sont indépendants



b) Les vecteurs propres normalisés vi, 1 ≤ i ≤ k1 de AN associés à θ1

sont dans Vect(e1, . . . , en1
) où n1 = n1(N) → ∞ quand N → ∞ et les

coordonnées satisfont :

∀i ≤ k1, ∀l ≤ n1, |(vi, el)| → 0 as N →∞.

Alors,
cθ1

√
N(λmax(MN )− ρθj

)

converge en loi vers la v.p. maximale de

GUE(k1 × k1,
θ2
1σ

2

θ2
1 − σ2

).



Eléments de Preuve du Théorème 1: Montrer que

Spect(MN) ⊂ Kσ(θ1, . . . θJ) + [−ǫ, +ǫ] (1)

pour N grand, où Kσ(θ1, · · · , θJ) :=

{

ρθJ
; · · · ; ρθJ−J

−σ+1

}

∪ [−2σ; 2σ] ∪
{

ρθJ+σ
; · · · ; ρθ1

}

.

Outil : La transformation de Stieltjes: pour z ∈ C\R,

gN (z) =

∫
1

z − x
dµMN

(x); hN (z) = E[gN (z)].

hσ(z) =

∫
1

z − x
dµsc(x).

But : Obtenir une estimation

hσ(z)− hN (z) +
1

N
Lσ(z) = O(

1

N2
) (2)



où Lσ est la transformée de Stieltjes d’une distribution η à support dans
Kσ.
A l’aide de la transformée de Stieltjes inverse,

E[trN (ϕ(MN ))] =

∫

ϕ(x)dµsc(x) +
1

N

∫

ϕ(x)dη(x) + O(
1

N2
),

pour ϕ régulière à support compact;
et des contrôles de variance, on déduit de (2)

trN 1cKε
σ(θ1,··· ,θJ )(MN ) = O(1/N

4
3 ) a.s.

et donc l’inclusion du spectre (1).

Preuve de (2):

1) Le cas gaussien:

• La formule d’intégration par parties gaussienne



XN ∼ GUE(N, σ2

N ), Φ : HN (C)→ C,

∀H ∈ HN (C),
N

σ2
E[Tr(XNH)Φ(XN )] = E[Φ′(XN ) ·H]

Prenons Φ(XN ) = [(zIN − XN − AN )−1]kl = GN (z)kl et H = Ekl;
puis en sommant en k and l:

→ σ2
E[g2

N (z)]− zE[gN (z)] + 1 +
1

N
E[Tr(GN (z)AN )] = 0

→ σ2h2
N (z)− zhN (z) + 1 +

1

N
E[Tr(GN (z)AN )] = O(

1

N2
)

Rappelons que hσ est solution de σ2h2
σ(z)− zhσ(z) + 1 = 0.



Calcul de E[Tr(GN (z)AN )]:

AN = U∗ΛU où Λ est une matrice diagonale de coefficients λi 6= 0 pour
i ≤ r, λi = 0, i > r. On peut montrer, en utilisant

• La formule d’intégration par parties gaussienne

• Des estimations de variance

• hN (z) = hσ(z) + O( 1
N )

la formule

E[Tr(GN (z)AN )] =
r∑

i=1

λi

z − λi − σ2hσ(z)
+ O(

1

N
)

Posons

RAN

G (z) =
r∑

i=1

λi

z − λi − σ2hσ(z)
=

∑

θi 6=0

ki
θi

z − θi − σ2hσ(z)
.



Alors,

σ2h2
N (z)− zhN (z) + 1 +

1

N
RAN

G (z) = O(
1

N2
)

et

hN (z)− hσ(z) +
1

N
L(z) = O(

1

N2
)

où L(z) = 1
2σ2hσ(z)−zRAN

G (z).

- L transformée de Stieltjes d’une distribution ?

- Support de la distribution?

←→ Analyticité de L (+ conditions); points singuliers.

If |θi| > σ, x ∈ R\[−2σ, 2σ],

x− θi − σ2hσ(x) = 0⇐⇒ x = θi +
σ2

θi
:= ρθi

.



2) Cas non Gaussien

IPP remplacé par : (Khorunzhy, Khoruzhenko, Pastur)

Lemma 1 Soit ξ une v.a. telle que E(|ξ|p+2) <∞. Soit φ : R→ C telle
que les p + 1 derivées soient continues, bornées. Alors,

E(ξφ(ξ)) =

p
∑

a=0

κa+1

a!
E(φ(a)(ξ)) + ǫ

où κa sont les cumulants de ξ, |ǫ| ≤ C supt |φ(p+1)(t)|E(|ξ|p+2).

Appliqué à ξ = Re((XN )ij), Im((XN)ij), (XN)ii, les cumulants impairs
sont nuls (µ symétrique). On doit considérer la 3eme dérivée de Φ =
(GN (z))kl.



On obtient :

σ2h2
N (z)− zhN (z) + 1 +

1

N
R(z) = O(

1

N2
)

où R(z) = RAN

G (z) + κ4(µ)R0
Φ′′′(z).

R0
Φ′′′(z) est analytique sur C\[−2σ, 2σ].



Fluctuations: Le cas diagonal AN = diag(θ1, ..., θ1, . . .)
Rappel:
a) Les vecteurs propres normalisés ui associés à θ1 sont localisés : ui ∈
Vect(ej , j ≤ n1) , n1 et Un1×k1

= (u1, . . . , uk1
) sont indépendants de N .

cθ1

√
N(λmax(

WN√
N

+ AN )− ρθ1
)

converge en loi vers la v.p. maximale Vk1
de taille k1:

Vk1
= U∗

n1×k1
(Wn1

+ Hn1
)Un1×k1

.

Ici n1 = k1 et U = I.

det(MN − λIN ) = det

(
Mk1

− λIk1
Y

Y ∗ MN−k1
− λIN−k1

)

(3)

λi(MN )−→ ρθ1
, i ≤ k1



λmax(MN−k1
)−→ ρθ2

∨ 2σ < ρθ1

Sur ΩN avec P (ΩN )−→ 1, λ n’est pas une valeur propre de MN−k1
.

Donc

(3) = det(MN−k1
− λI) det(Mk1

− λIk1
− Y GN−k1

(λ)Y ∗).

−→ λ est une valeur propre d’une matrice de taille k1 (dépendant de
λ).

GN−k1
(λ) = GN−k1

(ρθ1
)− (λ− ρθ1

)GN−k1
(λ)GN−k1

(ρθ1
)

Après quelques calculs (Mk1
= 1√

N
Wk1

+ θ1Ik1
),



√
NCN (λ− ρθ1

) est une valeur propre de

Wk1
+
√

N(Y G(ρθ1
)Y ∗ − σ2

θ1
Ik1

) + oP (1)

avec CN
P−→Cθ1

.

TCL pour
√

N(Y G(ρθ1
)Y ∗ − σ2

θ1
Ik1

).

F. Benaych-Georges, R. Rao (2009): MN = XN + AN avec XN de loi
unitairement invariante.



Extension au cas de rang non fini: Le spectre de AN est

θ1, ..., θ1
︸ ︷︷ ︸

k1

, . . . , θJ , . . . θJ
︸ ︷︷ ︸

kJ

, βN (1), . . . , βN (N − r)

avec
µAN

−→ ν, dist(supp(ν), βN(i))−→ 0, θi 6∈ supp(ν).

Alors,
µMN

−→µsc ⊞ ν.



AN rang fini AN rang non fini

θi 6= 0, βi(N) = 0, ν = δ0 ν ∈M1(R), θi /∈ supp(ν)

ρθ = θ + σ2 1
θ ρθ = Hν(θ)

Hν(θ) = θ + σ2gν(θ)

|θ| > σ H ′
ν(θ) > 0

ρθ 6∈ [−2σ, 2σ] ρθ 6∈ supp(µsc ⊞ ν)


