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Décrire le comportement asymptotique des valeurs propres extrémales
dans des modeles matriciels classiques (Wigner, Wishart) perturbés.



Matrices de covariance empirique

1
Sy = —— 212y Yant/?
N () NN

Yv = (X1,...,Xpv)), X; vecteurs de CV iid centrés a coefficients
indépendants, de variance 1.

Z:diag(@l,ﬁg,...,Qm,l,...,l)
ounfy >...0,>1 p(N)/N—A>1.

Johnstone (2001)
Baik-Ben Arous-Péché (2005): cas Gaussien complexe

- Convergence de la mesure spectrale pug, vers la loi de Marchenko-
Pastur p) a support dans [ay, by].

- Convergence de A\,.x: transition de phase selon la valeur de 6,

by sif <14+1/VA

Amax(Sv) = {,091 sif; >14+1/vVA

N — oo



ou Po, = 91(1 + m) (Z b)\)

TCL pour Apax: 01 de multiplicité k

1) sil<60; <1+1/VA,

N23C\ Amax(Sn) — by) £, Fy == Fry

2) sif; =1+ 1/V\,
N23Cy (Amax(Sn) — by) £, Fiio

3) sif >14+1/V\,

NY2Cy 6, Amax(Sn) — pg,) £, G,

ou Gy est la loi de la plus grande valeur propre de GUE(k x k) (G,
est une loi gaussienne).



Perturbation additive d’une matrice de Wigner

1
My =Xn+ AN = \/—NWN+AN

ott Wy est une matrice de Wigner de taille N : (Wy)ii, vV2Re((Wn)ij)i<i,

ﬂ]m((WN)ij)Kj sont iid de loi p centrée, de variance 2.

Apn est une perturbation déterministe de rang r fixé.

2

Exemple: ;= N(0;0°), Xy ~ GUE(N, )
Quelques résultats classiques dans le cas non déformé (Ay = 0)

e Convergence de la mesure spectrale px, = ~ >, 0\, (xy) vers la

loi semicirculaire fis. = ﬁ\/élaQ — 2%1[_245,20]-

e Convergence p.s. de A (Xn) vers 20 (le bord droit du support
de la loi limite)

e Fluctuations (Tracy-Widom, Soshnikov)

o~ IN?2/3 (Amaz (XN) — 20) £, T-W distribution Fy



La déformation Ay Hermitienne de rang r (independant de N) de
valeurs propres 6; de multiplicité k;; 61 > 0> > ... > 0.

Convergence de la mesure spectrale de My vers la loi semicirculaire i .

de variance o?2.

Comportement des valeurs propres extremales?
1) Le cas gaussien (Péché)
Ex: 61 de multiplicité 1.

1) si0< b <o, 0 N3 (N\naw(My) — 20) = F

2) si0; =0, o IN23\pae(My) — 20) = Fy

3) sif >0, NY2(Anao(My) — pg,) —= N(0,02,) ot
P, :91—|—g—f > 20.



2) Le cas non gaussien pour Ay particulier (Féral-Péché)
Ap est définie par (An);; = %. r=1et f =0.

Meéme TCL que dans le cas gaussien, universalité des fluctuations (inde-
pendant de p, la loi des coefficients).

approche de Soshnikov (calculs de traces E(Tr(My)?5N)).

Fiiredi-Komlos (1981)
Maida (2007) : GD pour GOE + matrice de rang 1



Convergence des valeurs propres extremales de My

Théoréme 1 (Hypothéses de moments sur i, p symétrique) Soit Ji,
(resp. J_5) le nombre de j’s tel que 6; > o (resp. 0; < —0).

(o) V1<j<Ji, V1<i<k;,

0.2

Moy gty +i(MN) — po, = 05 + 7
J

(b)) Akyteths, +1(MN) — 20 p.s.,

(C) )\k1_|_..._|_kJ_J_ (MN) — —20 p.S.,

o

(d) Vji>J—J_o+1,V1<i<k;,

)‘k’1+'“+kj—1+’i(MN) — pPe; DS

p.S.,



FLUCTUATIONS:

1) Ay = diag(8,0,---,0) avec § > o. Alors,

(72 . L
(1 — 9_2) 1\/N()\maa:(MN) — ,09) — {,LL *N(O,’U@)}.
ou
B 1 /my — 30 ot . o :
w= (M) g = [ dtute)

2) D’apres Féral-Péché, pour Ay = % :

\/N()\max(MN) — Pe) 5 N(0,03)
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Influence des vecteurs propres de Ay

a) Les ky vecteurs propres normalisés u; associés a #; sont localisés :
u; € Vect(e;,7 < my), n1 et Up,xi, = (U1,...,ux ) sont indépendants
de N.

€6, \/N()‘maa:(MN) — po,)

converge en loi vers la v.p. maximale de Vi, de taille ky:

Vkl — U*lxkzl (Wnl -+ Hnl)Un1><k’1'

n

W,,, matrice de Wigner de taille n; associée a u
H,,: matrice hermitienne gaussienne centrée de taille n;
H,, et W, sont indépendants



b) Les vecteurs propres normalisés v;, 1 < i < k; de Ay associés a 6
sont dans Vect(ey,...,e,,) ou ny = ni(N) — oo quand N — oo et les
coordonnées satisfont :

Vi < k1,Vl < nq, [(vi,e1)] = 0as N — oc.

Alors,
CH, \/N()‘max(MN) — po;)

converge en loi vers la v.p. maximale de



Eléments de Preuve du Théoreme 1: Montrer que
Spect(MN) C KJ(Hl, e 9]) + [—6, —I—E]

pour N grand, ou K, (01, --,05) :=

{pej; 2 ;peJ_J_U+1} U [—20;20] U {pej+g; 2 ;pel}-

Outil : La transformation de Stieltjes: pour z € C\R,

gn(2) = / L dunsy (@); hav(2) = Elgn (2)].

<z — X

ho—(Z):/ 1 dppse ().

Z—
But : Obtenir une estimation

ho(2) — hy(2) + %Lg(z) _ 0(%)



ou L, est la transformée de Stieltjes d’une distribution n a support dans
K,.
A Taide de la transformée de Stieltjes inverse,

Bl (p(M))] = [ p@)diecta) + - [ o@ldnta) +0(5),

pour ¢ réguliere a support compact;
et des controles de variance, on déduit de (2)

trn Lege (o, ,0.,) (MnN) = O(l/N%) a.s
et donc l'inclusion du spectre (1).

Preuve de (2):

1) Le cas gaussien:

e La formule d’intégration par parties gaussienne



Xy ~GUE(N, %), ® : Hy(C) — C,

VH € Hy(C), %E[Tr(XNH)CI)(XN)] = E[®'(Xy) - H]

Prenons (I)(XN) — [(ZIN — XN — AN)_l]kl = GN(Z)M et H = Ekl;
puis en sommant en k and [:

— 0%Elg} (2)] ~ #Elgn(2)] + 1+ LE[T(G(2)Ax)] = 0

) (2 515 S A =003

Rappelons que h, est solution de o?h%(z) — zhy(2) +1 = 0.



Calcul de E[Tr(Gn(2)AN)]:

An = U*AU ou A est une matrice diagonale de coefficients \; # 0 pour
1 <7, \; =0, 7 >r. On peut montrer, en utilisant

e La formule d’intégration par parties gaussienne
e Des estimations de variance
o hiy(2) = ho(2) + O(%)

la formule

E[Tr(Gn (2)AN)] = 3 o= _A02 ot 0(%)

1=1

Posons

r s 0,
RAN = - = K Z '




Alors,

1 1
0°h3;(2) — zhn(2) + 1+ NRéN(Z) O(W
et ] |
(=) — ho(2) + - L() = Ol 55)
ou L(z) = 202h01(z)_zRéN(z).

- L transformée de Stieltjes d’une distribution ?

- Support de la distribution?
«—— Analyticité de L (4 conditions); points singuliers.
If |60;| > o, z € R\[—20, 20],

0.2

$—9i—02h0(£€)20<:>33:9i—|—?I:pgi.



2) Cas non Gaussien

IPP remplacé par : (Khorunzhy, Khoruzhenko, Pastur)

Lemma 1 Soit £ une v.a. telle que E(|£[P1?) < co. Soit ¢ : R — C telle
que les p + 1 derivées soient continues, bornées. Alors,

p

E(€o(€) = 3 “HLE((€)) + ¢

a!
a=0

ot kg sont les cumulants de &, |e] < Csup, |[¢p®PTD (t)|E(|¢[PT2).

Appliqué a & = Re((Xn)ij), Im((Xn)ij), (XN )i, les cumulants impairs
sont nuls (u symétrique). On doit considérer la 3eme dérivée de & =

(GN(2))ki-



On obtient :

P13 () = 2hy(2) + 1+ = R(2) = Ol )

ot R(z) = RA™ (2) + k(1) Ry (2).

RY,,(z) est analytique sur C\[—20, 20].



Fluctuations: Le cas diagonal Ay = diag(64,...,61,...)

Rappel:
a) Les vecteurs propres normalisés u; associés a 61 sont localisés : u; €
Vect(e;,j <ni), ni et Uy xk, = (U1,...,ux, ) sont indépendants de N.

Co, \/N()‘max(l\/}/—% + AN) — pe,)

converge en loi vers la v.p. maximale Vj, de taille k;:

Vkl — U;Lklxkzl (Wnl + Hnl)Un1></€1'
Ici ny = k1 et U = 1.

B My, — M, Y
det(MN — )\]N) = det ( y* MN—kl . >\IN—]€1 ) (3)

)\Z(MN) —>p91,i < k1



Amax(MN—kl) —>p92 Vv 20 < p@l

Sur Qn avec P(2xy)— 1, A n’est pas une valeur propre de My _g, -
Donc

(3) = det(MN_k;l — )\I) det(Mkl — Mg, —YGn_p, ()\)Y*)

— X est une valeur propre d’une matrice de taille k1 (dépendant de

A).

GN—k,(A) =GNk, (po,) — (A= pa, ) GN—k, (A)GN—k, (ps,)

Apres quelques calculs (Mj, = \/LNT/V;Cl + 011}, ),



VNCN(X — pg,) est une valeur propre de

0.2

Wi, + VN(YG(pg, )Y* — ;
1

Iy, ) +op(1)
avec C'n £, Co, .

TCL pour VN (Y G(pg,)Y* — g—flkl).

F. Benaych-Georges, R. Rao (2009): My = Xy + Any avec Xy de loi

unitairement invariante.



Extension au cas de rang non fini: Le spectre de Ay est

91,...,91,...,9],...HJ,BN(].),...,ﬁN(N_T)
N—— N——
k1 k.

avec
way — v, dist(supp(v), On(i)) — 0, 6; &€ supp(v).

Alors,
WMy — Msc EH V.



Apn rang fini

Apn rang non fini

0; 0, B;(N)=0,v=200 | v € M1(R), 0; ¢ supp(v)
pg =040 3 po = H,(0)
H,(0) =0+ 0%g,(0)
6| > o H/(0)>0
po & |—20,20] po & supp(psc B v)




