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Introduction

Processus de Markov avec une unique mesure invariante .
c
LX) = pt —— p
t—o0

» Comment quantifier cette convergence ?

» inégalités fonctionnelles
» couplage implicite ou explicite

» Propriétés de u; et de i (densité, régularité,. . .)
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Quelques <« distances > classiques

» Entropie relative

di ai
I d
Ent(ji|p) = /d °9 3 du posti << p,
“+00 sinon.

» Distance en variation totale
= fillyr = int {P(Z £ 2) - Z~ops, 2~ i},

» Distance de Wasserstein d’ordre p > 1

- . =~ \1/P = .
Wp(u,u)sz{(EIZ—Zl”) :ZNM,ZNM}-
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Processus de Kolmogorov

» Processus de Kolmogorov sur R?
dX; = V2dB; — VV(X;) dt

avec V : R? — R et (B);»o M. B. sur R?
» Mesure invariante

p(dx) = levax avec z= [ e V™ ax.
Z Rd

» Equation de Fokker-Planck

ot = Au + div(uVV)
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Inégalités fonctionnelles
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» SiHessV > A avec A > 0 (critére de Bakry-Emery)

Ent(putl 1) < Ent(polp)e™ M.

» Variantes multiples de I'inégalité de Sobolev logarithmique

Bakry, Barthe, Cattiaux, Chafai, Gentil, Guillin, Léonard,
Roberto, Wang, Wu (apres Gross...)



Deux généralisations cousines

» Processus de McKean-Vlasov

dX; = V2dB; — VV(X;) dt — VW x pug(X;) dt
L(Xt) = pt

Carrillo-McCann-Villani, Chatterjee-Pal-Pitman, Jourdain,
Cattiaux, Guillin, Bolley

» Processus auto-attractif

{dXt = \/édBt — VV(Xt) dt — VW x I'It(Xt) at

1 t
”12/5)(5618
t Jo

Benaim-Ledoux-Raymond, Kurtzmann-Klesptyn
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Et si on enléve du bruit ?

» Processus hypoelliptiques

dX; = Vot
dV; = dB; — AV, dt — VG(X)) dit

Hairer-Mattingly, Villani, Bolley, Guillin, Bakry, Bonnefont,
Baudoin, Chafai
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Et sans mouvement brownien ?

Quel rapport entre
» le déplacement d’'une bactérie,
» |le débit d’'une connexion internet
» des réactions chimiques ?
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Bactérie : modélisation

» Générateur infinitésimal
Lf(x,v) = voxf(x, v)+(a+(b—a)l o) (f(x, —v)—f(x, v)).

» Mesure invariante

b—a

(e, o) = 22 2e®-DWlge o L5 +0.1)(av).

Alt, Othmer, Fontbona, Guérin, Herrmann, Vallois
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Bactérie : convergence
Théoreme
Pour tous x,x e Retv,ve {-1,+1},

H;C()(Z‘X’V7 VtX’V) . 'C(Xt)?’v» Vt)"'(,f/) . < C(a, b)er(a,b)\xvﬂe—)\ct’

ou
_(b\*? a+b
c@v=(3) s
rab)= L2y (b vap)
A :M.

2
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TCP : modélisation

» Croissance linéaire entre les sauts
» Décroissance multiplicative a des instants aléatoires
» Taux de saut inhomogene A(x) = x

Processus a valeurs dans [0, +00) de générateur infinitesimal
Lf(x) = f'(x) + x(f(6x) — f(x))

avec § € [0,1).
Chafai, Dumas, Graham, Guillemin, Ott, Paroux, Robert, Zwart
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TCP : une trajectoire
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TCP : mesure invariante
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Un autre exemple important

» X € [0, 1] : concentration d’un réactif
» Y € {0,1} : présence ou non du catalyseur

Générateur infinitésimal
Lf(Xv.y) = (y_ X)aXf(X) V) + )\(X,y)(f(X,1 _y) - f(Xay))

Taux de saut A : pour tous x, X € [0,1] et y € {0,1},
> A(x,y) > A >0,
> (X, y) = A%, ¥)| < Klx = X|
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Théoreme
Pour tout t > 0,

W, (z(xf’Y),c(xf»?)) < Ce !

Comment ¢a marche ?
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Simple rotation
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Double rotation 1




Double rotation 2
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