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Démarche

Dans cet exposé, nous discutons les limites d’échelle de cartes
planaires. Cela conduit a un nouvel objet probabiliste, la carte
brownienne.

Pourquoi étudier ces limites d’échelle ?
@ Lobjet continu limite est intéressant pour lui-méme.

@ La connaissance des propriétés de I'objet continu permet de
comprendre les asymptotiques des grands objets discrets.

(Exemple-clé : le mouvement brownien limite d’échelle de marches
aléatoires.)

Ouitils principaux

@ Codage des cartes par des arbres étiquetés.
@ Limite d’échelle des arbres aléatoires : I'arbre brownien (CRT)
» Neveu (1985), Aldous (1991), ...
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1. Introduction: Cartes planaires

Définition

Une carte planaire est un plongement propre d’un graphe connexe fini
dans la sphére de dimension deux S? (considéré & homéomorphisme
préservant l'orientation prées).

Faces = composantes connexes
du complémentaire des arétes

sommet
racing
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1. Introduction: Cartes planaires

Définition

Une carte planaire est un plongement propre d’un graphe connexe fini
dans la sphére de dimension deux S? (considéré & homéomorphisme
préservant l'orientation prées).

Faces = composantes connexes
du complémentaire des arétes

sommet
racing

p-angulation:
@ chaque face a p arétes adjacentes
p = 3: triangulation
p = 4. quadrangulation
carte enracinée : aréte orientée distinguée

Une quadrangulation
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Une grande triangulation (simulation de G. Schaeffer)
Peut-on extraire un modéle continu de cela ?
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Que signifie la limite continue ?
M carte planaire

@ V(M) = ensemble des sommets de M

@ dgy distance de graphe sur V(M) 0 2
@ (V(M),dg) est un espace métrique (fini)
MPp = {p — angulations avec n faces} 1

(modulo les déformations de la sphére)
MPb est un ensemble fini
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Que signifie la limite continue ?
M carte planaire

@ V(M) = ensemble des sommets de M

@ dgy distance de graphe sur V(M) 0 2
@ (V(M),dg) est un espace métrique (fini)
MPp = {p — angulations avec n faces} 1

(modulo les déformations de la sphére)
MPb est un ensemble fini

Objectif
Soit M, choisie uniformément au hasard dans Mﬁ. Pouruna > 0,
(V(Mn),n"%dg) — “espace limite continu”
—0Q

au sens de la distance de Gromov-Hausdorff.
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Que signifie la limite continue ?
M carte planaire

@ V(M) = ensemble des sommets de M

@ dgy distance de graphe sur V(M) 0 2
@ (V(M),dg) est un espace métrique (fini)
MPp = {p — angulations avec n faces} 1

(modulo les déformations de la sphére)
MPb est un ensemble fini

Objectif
Soit M, choisie uniformément au hasard dans Mﬁ. Pouruna > 0,
(V(Mn),n"%dg) — “espace limite continu”
—0Q

au sens de la distance de Gromov-Hausdorff.

Remarques.
a. Il faut changer d’échelle la distance dg; pour une limite compacte.
b. On pense que la limite ne dépend pas de p (universalité).
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La distance de Gromov-Hausdorff
La distance de Hausdorff. Ky, K, compacts dans un espace métrique

dHaus(Kl, Kz) = inf{s >0:K; C UE(Kz) etK, C UE(K]_)}
(U-(Ky) est le voisinage de rayon ¢ de K;)
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La distance de Gromov-Hausdorff
La distance de Hausdorff. Ky, K, compacts dans un espace métrique

dHaus(Kl, Kz) = inf{s >0:K; C UE(KZ) etK, C UE(K]_)}
(U-(Ky) est le voisinage de rayon ¢ de K;)
Définition (distance de Gromov-Hausdorff)
Si (E1,d;) et (E,d2) sont deux espaces métriques compacts,

deH(E1, E2) = inf{dnas(¥1(E1), ¥2(E2))}
I'infimum porte sur tous les plongements isométriques ¢, : E; — E et
Yo : E; — E de E; et E; dans le méme espace métrique E.

Py 2

— = [ | —=
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Convergence de Gromov-Hausdorff de cartes
changées d’échelles

Fait
Si K = {espaces métriques compacts a isométrie prés}, alors

(K,dgn) est un espace métrique complet séparable.

— Cela donne un sens a la convergence de
(V(Mn),n"%dg)

comme variables aléatoires a valeurs dans K.
(Probleme énoncé pour les triangulations par O. Schramm [ICMO06])
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Convergence de Gromov-Hausdorff de cartes
changées d’échelles

Fait
Si K = {espaces métriques compacts a isométrie prés}, alors

(K,dgn) est un espace métrique complet séparable.

— Cela donne un sens a la convergence de
(V(Mn),n"%dg)

comme variables aléatoires a valeurs dans K.
(Probleme énoncé pour les triangulations par O. Schramm [ICMO06])

Choix of a. Le paramétre a est choisi pour que diam(V (M;)) ~ n?.

=a= % [cf Chassaing-Schaeffer 2004 pour les quadrangulations]
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Pourquoi étudier les cartes planaires et leurs limites
d’échelle ?

@ combinatoire [Tutte ‘60, théoréme des 4 couleurs, etc.]
@ théorie des probabilités : modele pour une surface brownienne

@ motivations algébriques et géométriques : cf Lando-Zvonkin 04
Graphs on surfaces and their applications
@ physique théorique

» énumération de cartes et intégrales de matrices ['t Hooft 74, Brézin,
Itzykson, Parisi, Zuber 78, etc.], cf travaux récents de Eynard,
Guionnet, etc.

» grandes cartes planaires comme modeles de géométrie aléatoire
(gravité quantique 2D, cf Ambjern, Durhuus, Jonsson 95)

» liens avec la théorie de Liouville et la relation KPZ (Polyakov, David,
etc.), cf travaux récents de Duplantier et Sheffield (2008) sur la
formulation de KPZ a partir d'un modéle probabiliste utilisant le
champ libre gaussien.
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2. Codage des cartes par des arbres

1231
121 122
111 23
11 12
1 2
%)
Un arbre planaire L .
n arbre bien étiqueté
r=1{2,1,2,11,...} V quete (7. (& Jver)
Propriétés des étiquettes :
(arbre enraciné ordonné) 0 lyx=1

4, €{1,2,3,...}, W
@ |4, — 4y| <1, siv,V’ voisins

Codage utilisé par Neveu (1985)
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Codage dans le cas des quadrangulations

T, = {arbres bien étiquetés a n arétes}
M} = {quadrangulations enracinées a n faces}

Théoréme (Cori-Vauquelin, Schaeffer)
Il existe une bijection ¢ : T, — M2 telle que, si M = &(7, (4, Jver),
alors

V(M) =7U{d} (0 est le sommet racine de M)
dgr(a,v) = EV ,VV ET
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Codage dans le cas des quadrangulations

T, = {arbres bien étiquetés a n arétes}
M} = {quadrangulations enracinées a n faces}

Théoreme (Cori-Vauquelin, Schaeffer)
Il existe une bijection ¢ : T, — M2 telle que, si M = &(7, (4, Jver),
alors

V(M) =7U{d} (0 est le sommet racine de M)
dgr(a,v) = EV ,VV ET

Propriétés importantes
@ Les sommets de T deviennent des sommets de M

@ Létiquette dans I'arbre devient la distance depuis la racine dans la
carte.

Codage de cartes plus générales: Bouttier-Di Francesco-Guitter (04)
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La bijection de Schaeffer entre quadrangulations et
arbres bien étiquetés

Reégles.

@ ajouter un
sommet 0
d’'étiquette 0

@ suivre le contour
de l'arbre, relier
chaque sommet
au dernier
sommet visité
d’'étiquette plus
petite

arbre bien étiqueté quadrangulation

Jean-Francois Le Gall (Université Paris-Sud) Cartes aléatoires et carte brownienne Journée J. Neveu, ao(t 2010 11/39



La bijection de Schaeffer entre quadrangulations et
arbres bien étiquetés

Reégles.

@ ajouter un
sommet 0
d’'étiquette 0

@ suivre le contour
de l'arbre, relier
chaque sommet
au dernier
sommet visité
d’'étiquette plus
petite

arbre bien étiqueté quadrangulation
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La bijection de Schaeffer entre quadrangulations et
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La bijection de Schaeffer entre quadrangulations et
arbres bien étiquetées

Reégles.

@ ajouter un
sommet 0
d’'étiquette 0

@ suivre le contour
de I'arbre, relier
chaque sommet
au dernier
sommet visité
d’'étiquette plus
petite

arbre bien étiqueté quadrangulation
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La bijection de Schaeffer entre quadrangulations et
arbres bien étiquetées

@ ajouter un
sommet 0
d’'étiquette 0

@ suivre le contour
de I'arbre, relier
chaque sommet
au dernier
sommet visité
d’'étiquette plus
petite

arbre bien étiqueté quadrangulation
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Stratégie générale

Comprendre les limites continues d’arbres (‘facile”)

pour comprendre les limites continues de cartes (“plus difficile”)
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Stratégie générale

Comprendre les limites continues d’arbres (‘facile”)

pour comprendre les limites continues de cartes (“plus difficile”)
Point-clé. Les bijections avec les arbres permettent de bien
comprendre les distances au sommet racine mais pas les distances

entre deux sommets quelconques (nécessaire pour la convergence de
Gromov-Hausdorff)
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3. Asymptotiques pour les arbres
Le cas des arbres planaires

TP _ farbres planaires avec n arétes}

Théoreme (reformulation d’Aldous 1993)

Soit 7, un arbre de loi uniforme sur TP¥ . Alors,
1
van

en loi, au sens de la distance de Gromov-Hausdorff.
Ici (7e,de) est le CRT (Continuum Random Tree)

(7hs dgr) — (Ze,de)  quandn — oo

La notation (7¢, de) vient de ce que le CRT est
I'arbre codé par une excursion brownienne normalisée e
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Définition du CRT: notion d’arbre réel

Définition
Un arbre réel est un espace métrique (compact) / b
7T tel que :
@ deux points a,b € 7 sont reliés par un
unique arc
@ cet arc est isométrique a un segment de
droite
Larbre est enraciné si on se donne un point
distingué p, la racine. )
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Définition du CRT: notion d’arbre réel

Définition a
Un arbre réel est un espace métrique (compact) / b
7T tel que :
@ deux points a,b € 7 sont reliés par un
unique arc
@ cet arc est isométrique a un segment de
droite
Larbre est enraciné si on se donne un point
distingué p, la racine. ) P

Remarque. un arbre réel peut avoir
@ une infinité de points de branchement
@ une infinité non dénombrable de feuilles
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Définition du CRT: notion d’arbre réel

Définition
Un arbre réel est un espace métrique (compact) / b
7T tel que :
@ deux points a,b € 7 sont reliés par un
unique arc
@ cet arc est isométrique a un segment de
droite
Larbre est enraciné si on se donne un point
distingué p, la racine.

Remarque. un arbre réel peut avoir
@ une infinité de points de branchement
@ une infinité non dénombrable de feuilles

Fait. Le codage des arbres discrets par les fonctions de contour
(chemins de Dyck) s’étend aux arbres réels.
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Larbre réel codé par une fonction g

L N Ay SR .

9:[0,1] — [0,00)  g(s)}-mrrszzgrerees 5

continue,

g(O) = g(l) =0 Mg (S, ) fememeemrmnens I V7 , E
S t tll 1

mg(svt) = mg(tvs) = minSSI’SI g(r)
dg(s,t) =g(s)+9(t) — 2mgy(s,t) t ~t'ssidg(t,t’)=0
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Larbre réel codé par une fonction g

L N Ay SR .
9:[0,1] — [0,00)  g(s)}-mrrszzgrerees 5
continue,
g(O) = g(l) =0 Mg (S, ) fememeemrmnens I V7 , E
S t tll 1

Mg(s,t) = Mg(t,s) = mins<r<t g(r)
dg(s,t) =g(s)+9(t) — 2mgy(s,t) t ~t'ssidg(t,t’)=0
Proposition (Duquesne-LG)

74 := [0, 1]/~ muni de la distance dg est un arbre réel, dit code par g.
Il est enraciné en p = 0.

Remarque. 7g hérite un “ordre lexicographique” du codage.
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Retour au théoreme d’Aldous et au CRT
Théoréme d’Aldous : m, de loi uniforme sur TP

(7n, rdgr) £ (7, de)

au sens de Gromov-Hausdorff.

Jean-Francois Le Gall (Université Paris-Sud) Cartes aléatoires et carte brownienne Journée J. Neveu, ao(t 2010 24/39



Retour au théoreme d’Aldous et au CRT
Théoréme d’Aldous : m, de loi uniforme sur TP

(7n, ngr) £ (7, de)

au sens de Gromov-Hausdorff.

La limite (7e, de) est I'arbre réel (aléatoire) codé par une excursion
brownienne normalisée e.

€t

arbre 7
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Etiquettes sur un arbre réel
Attacher des étiquettes (aléatoires) aux sommets d'un arbre réel (7,d)

(Za)ae: mouvement brownien indexé par (7,d)
= processus gaussien (centré) (Za)ac tel que :

©Z,=0 (p racine de 7)
° E[(Za - Zb)z] = d(aub)! aub € T
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Etiquettes sur un arbre réel
Attacher des étiquettes (aléatoires) aux sommets d'un arbre réel (7,d)

(Za)ae: mouvement brownien indexé par (7,d)
= processus gaussien (centré) (Za)ac tel que :

©Z,=0 (p racine de 7)
° E[(Za - Zb)z] = d(aub)! aub € T

a Les eétiquettes évoluent de maniere brownienne le
b long des branches :
@ Létiquette Z, est la valeur au temps d(p,a) d’un
mouvement brownien standard
@ Méme propriété pour Zy,, mais on utilise

anb » le méme MB entre 0 et d(p,a A b)
» un MB indépendant entre d(p,a A b) et d(p,b)

Probleme. La contrainte de positivité n’est pas
) satisfaite !
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La limite d’eéchelle des arbres bien étiquetés

Rappel: T, = {arbres bien étiquetés, n arétes} ‘s
(6n, (£0)veq,) de loi uniforme T, 1 121 12
Changement d’échelle: . 2 423

@ Les distances sur 8, sont multipliées par \% 11
(théoréme d’Aldous) 2
@ Les étiquettes ¢ sont multipliées par —2—

NN

(“théoréme central limite”) 1
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La limite d’eéchelle des arbres bien étiquetés

Rappel: T, = {arbres bien étiquetés, n arétes} 12313
(6n, (£0)veq,) de loi uniforme T, 1 121 12
Changement d’échelle: . 2 423

@ Les distances sur 8, sont multipliées par \% 11
(théoréme d’Aldous) 2
@ Les étiquettes ¢ sont multipliées par —2—

NN

(“théoréme central limite”) 1
Fait
La limite d’échelle de (6n, (£2)ves,) €St (Ze, (Za)acz ), OU
@ 7. estle CRT
@ (Za)act. estle mouvement brownien indexé par le CRT
©Z,=24—2Z,00Z, =min{Zy,ac T}
@ 7. est réenraciné au sommet minimisant Z
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Application au rayon d’une carte planaire
Rappel :
@ Bijection de Schaeffer : quadrangulations < arbres bien étiquetés
@ Les étiquettes sur I'arbre correspondent aux distances de la
racine dans la carte

Théoreme (Chassaing-Schaeffer 2004)

Soit Ry, la distance maximale de la racine dans une quadrangulation a
n faces choisie au hasard. Alors

n~Y*R, (d) (S)””’(maxZ—minZ)

0U (Z3)ac7. €stle mouvement brownien indexé par le CRT.
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Application au rayon d’une carte planaire
Rappel :

@ Bijection de Schaeffer : quadrangulations < arbres bien étiquetés

@ Les étiquettes sur I'arbre correspondent aux distances de la
racine dans la carte

Théoreme (Chassaing-Schaeffer 2004)

Soit Ry, la distance maximale de la racine dans une quadrangulation a
n faces choisie au hasard. Alors

n~Y*R, (d) (S)””’(maxZ—minZ)

0U (Z3)ac7. €stle mouvement brownien indexé par le CRT.

Propriétés de la loi limite : Delmas (2003)
Extensions a des cartes bien plus générales (triangulations, etc.) :
@ Marckert-Miermont (2006), Miermont, Miermont-Weill (2007), ...

= Suggeére fortement l'universalité de la limite continue des cartes.
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4. La limite d’échelle des cartes planaires

Mﬁp = {2p — angulations enracinées a n faces} (cas bipartie)
M, de loi uniforme sur M2, V(

Mn) ensemble des sommets de Mj,
dgr distance de graphe

Théoreme (La limite d’échelle des 2p-angulations)
Au moins le long d’'une suite ny T o0, On a

(loi)
(V(Mn), cp 1/4dgr) — (M, D)
au sens de Gromov-Hausdorff. De plus, m,, = 7¢/~ ou

@ 7T¢ estle CRT (réenraciné au sommet minimisant Z)

) (_Za)ae’]'e est le mouvement brownien indexé par 7e, et
Za == Za - mln Z

@ ~ relation d’équivalence sur Te: a ~ b <> Z5 = Zp = MiNge[ap) Zc

([a, b] intervalle lexicographique entre a et b dans I'arbre)
@ D distance sur m,, telle que D(p,a) = Z,

V.
Jean-Frangois Le Gall (Université Paris-Sud)
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Interprétation de la relation d’équivalence =~

Rappelons la bijection de Schaeffer :
J aréte entre u et v si
[*} gu == gv - 1
@ by >4y, YW €]u,V]
Explique pourquoi dans la limite continue
c€la,b]
= aand b sont identifiés

Point clé : Aucune autre paire de sommets n'est identifiée.
Remarque : Les classes d'équivalence pour ~ contiennent 1, 2 ou 3

points.
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Conséqguence et problemes ouverts
Corollaire

Le type topologique de toute limite séquentielle de Gromov-Hausdorff
de la suite (V (Mn),n~Y/4dg) est déterminé :

M. = 7e/~ avec la topologie quotient.
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Conséqguence et problemes ouverts
Corollaire

Le type topologique de toute limite séquentielle de Gromov-Hausdorff
de la suite (V (Mn),n~Y/4dg) est déterminé :

Mo = 7¢/~ avec la topologie quotient.

Problémes ouverts :
@ |dentifier la distance D on m,
(impliguerait qu’il N’y a pas besoin de prendre une sous-suite)

» Boulttier-Guitter (2008): calcul de la loi de la fonction a trois points
pour les quadrangulations.

@ Montrer que D ne dépend pas de p
(propriété d’'universalité, méme limite pour les triangulations, etc.)

Jean-Frangois Le Gall (Université Paris-Sud)
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Conséqguence et problemes ouverts
Corollaire

Le type topologique de toute limite séquentielle de Gromov-Hausdorff
de la suite (V (Mn),n~Y/4dg) est déterminé :

Mo = 7¢/~ avec la topologie quotient.

Problémes ouverts :
@ |dentifier la distance D on m,
(impliguerait qu’il N’y a pas besoin de prendre une sous-suite)

» Boulttier-Guitter (2008): calcul de la loi de la fonction a trois points
pour les quadrangulations.

@ Montrer que D ne dépend pas de p
(propriété d’'universalité, méme limite pour les triangulations, etc.)
NEANMOINS ON SAIT DIRE BEAUCOUP SUR LA LIMITE !

Lespace limite (m,, D) est appelé la carte brownienne [Marckert,
Mokkadem 2006, avec une approche différente]
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Deux théoremes sur la carte brownienne

Théoréme (dimension de Hausdorff )

dm(my,D) =4

p.s.
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Deux théoremes sur la carte brownienne

Théoréme (dimension de Hausdorff )

dm(my,D) =4 p.s.

Théoréme (type topologique, LG-Paulin 2007)

Presque slrement, (M, D) est homéomorphe a la sphére S?.
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Deux théoremes sur la carte brownienne

Théoreme (dimension de Hausdorff )

dm(my,D) =4 p.s.

Théoreme (type topologique, LG-Paulin 2007)

Presque slrement, (M, D) est homéomorphe a la sphére S?.

Conséquence : pour n grand,

pas de cycle séparant de

longueur o(n*/4) dans My, )
tel que les deux cotés aient

un diamétre > enl/4

Preuve alternative du théoréme d’homéomorphisme : Miermont (2008)
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5. Géodésiques dans la carte brownienne

Géodésiques dans les v/ v
guadrangulations

On utilise la bijection de Schaeffer entre
guadrangulations et arbres bien étiquetés.

Pour construite une géodésique de v a 9:

@ On cherche le dernier sommet visité
(avant v) d'étiquette ¢, — 1. On
'appelle v'.
@ On fait de méme a partir de v’ pour
obtenir un sommet v”.
@ Et ainsi de suite.
@ On atteint finalement la racine 0. 0
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Géodesiques simples dans la carte brownienne

. . a
Carte brownienne : m,, = 7¢/ =, racine p

< ordre lexicographique sur 7e
Rappel : D(p,a) = Z, (étiquettes sur 7g) /

On fixe a € Te et pourt € [0,Z,], on pose

wa(t) =sup{b <a:Z, =t}

N . t
(méme formule que dans le cas discret !) #a(t)

Alors (pa(t))o<i<z, €St une géodesique de
paa o

(appelée une géodésique simple)
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Géodesiques simples dans la carte brownienne

. . a
Carte brownienne : m,, = 7¢/ =, racine p

< ordre lexicographique sur 7e
Rappel : D(p,a) = Z, (étiquettes sur 7g) /

On fixe a € Te et pourt € [0,Z,], on pose

wa(t) =sup{b <a:Z, =t}

N . t
(méme formule que dans le cas discret !) #a(t)

Alors (pa(t))o<i<z, €St une géodesique de
paa o

(appelée une géodésique simple)

Fait
Les géodésiques simples visitent seulement les feuilles 7 (sauf
peut-étre en leur point de départ)
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Combien de géodésiques simples partant d’un point ?

@ Si a est une feuille de 7,
il y a une unigue géodésique simple
de p vers a
@ Sinon,ilya
» 2 géodésiques simples distinctes si
a est un point simple
» 3 géodésiques simples distinctes si
a est un point de branchement

(3 est la multiplicité maximale dans 7¢)
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Combien de géodésiques simples partant d’un point ?

@ Si a est une feuille de 7,
il y a une unigue géodésique simple
de p vers a
@ Sinon,ilya
» 2 géodésiques simples distinctes si
a est un point simple
» 3 géodésiques simples distinctes si
a est un point de branchement

(3 est la multiplicité maximale dans 7¢)

Proposition (résultat clé)
Toutes les géodésiques vers la racine sont des géodésiques simples. J
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Le résultat principal sur les géodésiques
On définit le squelette de 7¢ par Sk(7¢) = 7¢\{feuilles de 7¢}. On pose

Skel = m(Sk(7Ze)) (7 : Te — Te/~ = My, projection canonique)
Alors

@ la restriction de 7 a Sk(7Z¢) est un homéomorphisme sur Skel
@ dim(Skel) =2 (rappel dim(my,) = 4)
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Le résultat principal sur les géodésiques
On définit le squelette de 7¢ par Sk(7¢) = 7¢\{feuilles de 7¢}. On pose

Skel = m(Sk(7Ze)) (7 : Te — Te/~ = My, projection canonique)
Alors

@ la restriction de 7 a Sk(7Z¢) est un homéomorphisme sur Skel
@ dim(Skel) =2 (rappel dim(my,) = 4)

Théoreme (Géodésiques vers la racine)

Soit X € m,. Alors
@ si x ¢ Skel, il existe une unique géodésique entre p et x

@ six € Skel, le nombre de géodésiques distinctes entre p et x est la
multiplicité m(x) de x dans Skel (remarque : m(x) < 3).
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Le résultat principal sur les géodésiques
On définit le squelette de 7¢ par Sk(7¢) = 7¢\{feuilles de 7¢}. On pose
Skel = m(Sk(7Ze)) (7 : Te — Te/~ = My, projection canonique)
Alors
@ la restriction de 7 a Sk(7Z¢) est un homéomorphisme sur Skel
@ dim(Skel) =2 (rappel dim(my,) = 4)
Théoreme (Géodésiques vers la racine)
Soit X € m,. Alors
@ si x ¢ Skel, il existe une unique géodésique entre p et x

@ six € Skel, le nombre de géodésiques distinctes entre p et x est la
multiplicité m(x) de x dans Skel (remarque : m(x) < 3).

Remarques
@ Skel est le cut-locus de m, relatif & p: cf géométrie riemannienne
[Poincaré, Myers, ...], ou le cut-locus est un arbre.

@ mémes résultats si p est remplacé par un point choisi “au hasard”
dans m...
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Propriété de confluence des géodeésiques

Corollaire
Etant donné § > 0, il existe ¢ > 0 t.q.
® siD(p,x) >9,D(p,y) >0
@ si v est une géodésique
entre p et x
@ si «/ est une géodésique
entre p ety
alors

v(t) =+/(t) pourtoutt <e

v

“Une seule maniere” de quitter p le long d’une géodésique.
(aussi vrai si p est remplacé par un point typique de m..)
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Unicité des géodésiques dans les cartes discretes
My, de loi uniforme sur M2 = {2p — angulations a n faces}

V (Mn) ensemble des sommets de My, 0 racine of My, dg distance de
graphe

Pourv € V(Mp), Geo(0 — v) = {géodésiques de 0 a v}
Si ~, 7/ sont deux chemins discrets (de méme longueur)

d(7,7') = maxdg(v(i),'(1))
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Unicité des géodésiques dans les cartes discretes

My, de loi uniforme sur M2 = {2p — angulations a n faces}

V (Mn) ensemble des sommets de My, 0 racine of My, dg distance de
graphe

Pourv € V(Mp), Geo(0 — v) = {géodésiques de 0 a v}

Si ~, 7/ sont deux chemins discrets (de méme longueur)

d(7,7') = maxdg(v(i),'(1))

Corollaire
Soit § > 0. Alors,

—#{V €V(Mn) : 37,7 € Geo(d — v), d(7,7) > én*/*} — 0

Unicité macroscopigue des géodésiques, aussi vraie pour
les “géodésiques approchées’= chemins de longueur
dgr(9,V) + o(nt/4)
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Points exceptionnels dans les cartes discretes

M, 2p-angulation a n faces de loi uniforme
Pourv € V (M), et § > 0, on pose

Mults(v) = max{k : 3y1,...,% € Geo(d,V), d(,~) > on*ifi £}

(nombre de géodésiques “macroscopiquement différentes” de 0 a v)
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Points exceptionnels dans les cartes discretes

M, 2p-angulation a n faces de loi uniforme
Pourv € V (M), et § > 0, on pose

Mults(v) = max{k : 3y1,...,% € Geo(d,V), d(,~) > on*ifi £}
(nombre de géodésiques “macroscopiquement différentes” de 0 a v)

Corollaire
1. Pourtout >0,  P[3v €V(Mp) : Mults(v) > 4] — 0

2. Mais lim (Iimian[Hv € V(M) : Mults(v) = 3]) |
d—0 n—oo

Au plus 3 géodésiques différentes entre 9 et un sommet de M,.

Remarque . 9 peut étre remplacé par un sommet typique de M,,.

Autres résultats sur les géodésiques dans les quadrangulations:
Bouttier-Guitter (2008)
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