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Introduction
Problématique

Analyse de I'extinction de populations se reproduisant selon une
dynamique de branchement :

@ comportement avant |'extinction

@ comportement en cas d'extinction extrémement tardive

- intérét mathématique propre (mesure quasi-stationnaire, Q-processus...)
- nombreuses applications en dynamique des populations (par ex. en
épidémiologie)

Modeles étudiés :
@ Processus de Bienaymé-Galton-Watson (BGW) multitype
o Diffusion de Feller multitype

@ Processus de Dawson-Watanabe multitype
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Un peu de bibliographie

Cas monotype

@ Processus de Bienaymé-Galton-Watson (€ N):
Lamperti et Ney (1968), Kawazu et Watanabe (1971)

@ Processus de branchement & espace d’état continu (R* ou mesures):
Chauvin (1988), R. et Rouault (1989), Evans et Perkins (1990),
Evans (1993), Etheridge et Williams (2004), Lambert (2007)

Cas multitype (d types):

o Processus de Bienaymé-Galton-Watson (€ N9):

Ogura (1975), Foster et Ney (1975, 1979), Zubkov (1982), Joffe et
Métivier (1986), Vatutin et Sagitov (1988), Imomov (2005),
Dallaporta et Joffe (2008), Pénisson (2010)

o Diffusion de Feller (€ RY): Pénisson (2010)

@ Processus de Dawson-Watanabe : Champagnat et R. (2008)

Cadre plus général de processus de vie ou de mort (€ N) et diffusion de
Feller logistique (& R+) . Cattiaux, Collet, Lambert, Martinez, Méléard,
San Martin (2009)

4/33



Rappel du cas BGW monotype
BGW monotype a temps continu

®
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5/33



Rappel du cas BGW monotype
BGW monotype a temps continu

X¢, processus de Markov a temps continu a valeurs dans N caractérisé par :

@ temps de vie exponentiel de chaque individu
de parameétre o« > 0 = taux de branchement
o loi de reproduction, égale pour chaque individu : (pk)ken
o fonction génératrice f(r) := > 7o, prk, |r| <1
o espérance(= nombre moyen de descendants par individu) : m < 400
e variance 02 < 400

(Xt)¢ est défini par exemple par la famille de fonctions génératrices

Fe(r) :=Ea(r), |rl< L.

qui satisfait: OF. ()
Ft r
S =a(f(R(n) - F(n)
Fo(r) =r

La propriété de branchement implique: Vi € N, E;(rXt) = Fi(r)’
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Rappel du cas BGW monotype
BGW conditionné

Quand m < 1 le processus est (sous-)critique et s'éteint p.s.:

lim P(X; =0) = 1.

t—00

L'on s'intéresse alors aux conditionnements suivants:

@ non-extinction a l'instant présent
P[X: € .| Xt > 0],
et sa limite asymptotique en temps (t — +00) dite limite de Yaglom.
@ non-extinction dans un f-futur, i.e.
P[X: € .| Xeyo > 0], 6 >0,

et ses limites asymptotiques
e pour t — +00 : limite de #-Yaglom

e pour § — 400 : Q-processus.
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Rappel du cas BGW monotype
Loi de Yaglom

Théoreme (Yaglom, 1947)

Si la dynamique est sous-critique (m < 1), alors il existe une probabilité v
sur N*, loi quasi-limite, telle que pour tout i € N¥,

lim Pi[Xe =X >0l =v.
t—o0

v est indépendante de la condition initiale : c’est une loi dite de Yaglom.
De plus, v est une mesure quasi-stationnaire, i.e. elle est invariante sous la
dynamique conditionnée a la non-extinction:

Vt}O,VJGN*, ]P)V[Xt :_j’Xt>0]:VJ
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Rappel du cas BGW monotype

Conditionnement a la non-extinction dans un futur

infiniment lointain

Proposition
Si la dynamique est (sous-)critique (m < 1), on peut définir une mesure de
probabilité P* sur \/ ,~q F¢ par

Vi€ NVt > 0,YB € Fy, Pf[B] = lim P;[B|Xeso > 0].

Elle satisfait 5
Pz, = e ("1 22 By,
i

v

La loi conditionnée P* est donc la h-transformée de la loi non-conditionnée
PP, via la martingale (e~@(m—1)t Xt)t>0.

P* est appelé Q-processus associé a IP.
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Rappel du cas BGW monotype
Interprétation comme un branchement avec immigration

Proposition

Le processus conditionné P* est un processus de BGW avec une
immigration de taux donné par o (f' — m), i.e. sa fonction génératrice a la
forme suivante: ¥t > 0, |r| <1 and i € N*

o [rxf—l] = Fu(r) Lexp [/Ota (F (Fu(r)) — m) dul .

La probabilité que kK =1,2... individus immigrent pendant l'intervalle de
temps At ~ 0 est de : ok + 1)pxr1At + o(At).

La probabilité qu’aucun individu immigre pendant I'intervalle de temps
At~ O0estde: 1—a(m— p1)At+ o(At).
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Rappel du cas BGW monotype

Comportement asymptotique en temps du processus
conditionné

Théoreme (Athreya et Ney, 1970)

Dans le cas sous-critique et sous I'hypothése > (kIn k)px < oo, le

Q-processus associé au BGW converge en loi quand t — oo vers la loi de
Yaglom biaisée :

A, N Yy
v’).j €N ) tlltgo 9|I—>n;oPI [Xt _J|Xt+9 > 0] - ZkEN* kl/k’
ou v est la loi de Yaglom.
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Le BGW multitype
Processus de branchement multitype

d différents types d'individus = processus (Xt 1, -, X¢,q) a valeurs N¢,
La dynamique est caractérisée par
@ le temps de vie exponentiel de chaque individu de type i : «;

@ la loi de reproduction de chaque individu de type i € {1,--- ,d} :
pi(ji,- - ,Jqg)= probabilité qu'un individu de type i donne naissance a
J1 individus de type 1,..., jgq individus de type d

o
e — |
e typel et .:7
e type2 p(@) T *—o :
e et
: o
o Emp@) ! -
I I
| : : t
o X(=03) Xi=6.5)
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Le BGW multitype
Caractéristiques du BGW multitype

M = [mjj]; <; ;<4 matrice moyenne de la reproduction :
mj;j= nombre moyen d'individus de type j engendrés par un individu de type /

o M(t) = [mj(t)];<; ;<4 Matrice moyenne du processus au temps t:
mj;(t)= nombre moyen d'individus de type j au temps t pour un
processus de condition initiale un individu de type i

@ On supposera M irréductible (Vi,j3 t > 0 tel que Pe, (X¢; > 0) > 0).
Alors A(M — Id) I'est aussi = (Perron-Frobenius) 3p € R val. propre
simple, plus grande que la partie rélle de toute autre val. propre. On
notera & le vecteur propre a droite unitaire associé : A(M —1)§ = p¢&

@ Le processus est dit sous-critique (resp. critique) si p <0 ( p=0).
Dans ces cas-la il s'éteint p.s.
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Le BGW multitype

Conditionnement a la non-extinction dans un futur

infiniment lointain

Proposition

Soit X; un processus de BGW multitype irréductible et (sous-)critique

(p <0) de loi P. Dans le cas p < 0 on suppose de plus Vi, E [X;,;In X;,] < oo.
Alors on peut définir une mesure de probabilité P* sur Vt>0 Ft par

Vt>0, VB € Fp, PY(B):= lim P(B | Xeyo #0)

Elle satisfait pour tout t € RT eti e N?

—pt Xf'E

Pi| 7.
i.E |-7:t

Plr =€

P*, loi du Q-processus, est la h-transformée de la loi non-conditionnée P

via la martingale (e ™#* Xt.£),>0-
14/33



Le BGW multitype
Interprétation

Proposition

processus BGW multitype conditionné a la non-extinction dans un futur
infiniment lointain ~ processus non conditionné + individu immortel

Individu immortel reste de type i pendant un temps ~ Exp(a; + p)

@ puis a k descendants selon la loi biaisée g;(k) := ﬁk.ﬁ pi(k)
. e s ki€
@ et mute alors vers le type j avec la probabilité kf—if
e typel
e type2 (4
~ Eap(O2+p)
~q ~q
o~ Car() 9
~ P2
X
~ Eap()

~P

[ 3
X
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Le BGW multitype

Comportement asymptotique du processus conditionné
(@-processus)

Théoreme

Dans le cas sous-critique et sous I'hypothése E [X; ;In X; j] < oo, le
processus BGW multitype conditionné a la non-extinction dans un futur
trés lointain converge en loi quand t — oo vers son unique mesure de
probabilité stationnaire, la loi de Yaglom biaisée :

Vi,j € N9\ 0,

Jim PY[Xe = j] = lim Jim Py Xt =j|X¢10 # 0] = rail € v(j),
ou v est la loi de Yaglom

v(i) = tangOP(xt =j|Xt #0).
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Une application en épidémiologie

Maladie SEIR

a” -~

INFECTION INCUBATION
_
(horizontal or vertical) (death or immunization)

Susceptible Exposed Infectious Recovered
(clinical case)

@ quantification de I'infection?
@ extinction de I'épidémie? temps d’extinction?
@ évolution de I'épidémie en cas d'extinction treés tardive?
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Une application en épidémiologie

Observations disponibles:

Apparently healthy

Clinical cases
individuals

car les états de santé S et E sont souvent indifférentiables.

But: construire un modele stochastique basé sur I'incidence des cas
cliniques mais prenant en compte tous les états de santé.

Modele limite pour une grande population initiale et une maladie rare (C.
Jacob) :

le nombre de cas cliniques générés k (< d) unités de temps plus tard par
un seul cas clinique ~ Poiss(Vy)

n n+1 n+d .
1 | time

w/l!ﬂ!i
T

~ Poiss (W)

18/33



Une application en épidémiologie

Xn € N, nombre de cas cliniques a l'instant n: processus d-markovien
d
L(Xn|Xn—1, ..., Xn_q) = Poiss (Z xn_kwk>
k=1
& Xy = (Xn, Xoo1, -+, Xn_g41) € N9 markovien d-dim. :
E(X,,]X,,_l) = Poiss (Xn—l . ‘I’) &® 5(Xn717-~~7xn—d+1)'

X, est un processus de branchement a d types.

n-3 n-2 n-1 n
| | | . _
I 1 } |
'ﬁ‘w 'H. M‘M‘ 'M‘T 1-dimensional
~ Poiss (¥3)
~ Poiss ()

d-dimensional
(d=3)
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Une application en épidémiologie

Matrice moyenne (M? > 0)

v, 1 0 0
V, 0 1 0
M=| :
Vg1 O 1
Vg O 0
On a

d
p<0e= > V<1,

k=1

ainsi 3°9_, W est un paramétre de bifurcation:

Proposition
extinction de I'épidémie <—> ZZ:1 v, <1.
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Une application en épidémiologie

Analyse des risques du pire des cas

Scénario catastrophe : étude des trajectoires a extinction tres tardive
P(X,=.|Xp1k #0), k trés grand.
est approximée par

P*(Xp =) = lim P(X,=.|Xpsx #0).

ou
1J '3

P* (Xn41 = jlXn =1i) = IP)(Xn-&-l =j[Xp =i).

Proposition

P (X, = :|Xp-1) = Poiss (Xp_1 - ¥)

Xp1-P&
Xpo1- W&+ Z?:z Xn—it1&i

= P* (X, = :|Xp_1) = Poiss (X,—1 - ¥) B (
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Une application en épidémiologie
. . '

Simulation d’une trajectoire du processus non conditionné et du proc

conditionné a I'extinction trés tardive pour I'épidémie d'ESB en Grande-Bretagne
(d=9).
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Diffusion de Feller multitype

Convergence du BGW multitype vers une diffusion de Feller

Parameétre de renormalisation n € N.

@ le temps de vie de chaque individu est divisé par n < taux de bcht
multiplié par n

@ nombre initial d'individus d'ordre n mais chaque individu a un poids %

Théoreme (Joffe et Métivier, 1986)

SiM = 1d + %C + o(%), Iim,,af") =: o unif., alors dés que les
conditions initiales renormalisées convergent, la suite de processus BGW
renormalisés (€ %Nd ) converge vers une diffusion de Feller multitype

€ Ri de générateur infinitésimal

Za X,a2f ZZCJ’XJQ (x), xERi.

i=1 j=1
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Diffusion de Feller multitype

o Cette diffusion de Feller multitype est I'unique solution de I'équation
différentielle stochastique d-dimensionnelle

d
dXei = 0i/XeidBei+ > CiXejdt, i=1...d,
=1
ot By = (B, .., Btg) est un mouvement brownien € RY.
@ Sa transformée de Laplace est donnée par
A

VYA e R, E(e X Xg = x) = e ¥4

ol
dut

dt = Cu i\_*dlag(a-lv SRR d)(ui%\)®2

:)\
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Diffusion de Feller multitype
Diffusion de Feller conditionnée

Proposition

Soit P la loi d’une diffusion de Feller multitype de matrice de mutation C
irréductible, et de vap de Perron p < 0 (et vep associé £) . Alors on peut
définir le Q-processus IP* associé par

Vt>0, VB € Fy, P*(B):= lim P(B | Xesp #0).

Il satisfait pour tout t € Rt and x € RY, x # 0,

—pt Xt‘£
x.£

IED)>‘;|-7:1.~ =€ PX|-7'—t'

C'est une conséquence d'un résultat de Champagnat et R. (2008) sur le
processus de Dawson-Watanabe multitype conditionné a I'extinction
infiniment tardive.
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Diffusion de Feller multitype

Eléments de la preuve

@ Probabilité d'extinction:

Py(X: #0) = >\|<E_>moo Ey(e %) = e *limico u)

E, (IB (1— e Xelimio u3)>

H A
1— e—x-llmA;,oo uzig

Ex(1g | Xeyg #0) =

Xe - limysoo ug‘
Rf—o0 Ex(lB - b\ )
X limyeoo g g

@ Une étude minutieuse de la dépendance en )\ et 0 de ug‘ permet de

montrer que

) limyoo ué\ e rt
lim - =
=00 X - iMoo UL g x-&

€.
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Diffusion de Feller multitype

Autres descriptions de la diffusion de Feller conditionnée

@ C'est I'unique solution de I'EDS d-dimensionnelle

1
dXt,—a,\/Xt,dBt,+ZCJ,XtJdt+ 5af,xt,dt Vi=1...d.
j=1

Pour d =1 (Lambert, 2007):
dX: = o/ X¢ dB; + cX; dt + o dt.

@ C’est une diffusion de Feller avec une mutation dépendant de I'état
du systeme, de générateur infinitésimal :

VxeRi,x;«éO
, 0 & 1 &
ZU +ZZCJ’X18 ?Z le/ -
I]._] 1 i=1 Xi
1
= i=1 j=
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Commutativité des différentes limites

Echange des limites en n et en 6

Question: Est-ce que le BGW multitype conditionné a I'extinction
infiniment tardive puis renormalisé converge vers la diffusion de Feller
multitype conditionnée a I'extinction infiniment tardive

< peut-on inverser les limites en n et en 07

Théoreme (Pénisson)

Si la matrice C est irréductible et de vap de Perron p < 0, alors le
diagramme suivant est commutatif:

BGWrenormalisé )é'n)
conditionné par Xf:; >()
/ .

0200/ Y nsw
/ N\

/ \

/ N

BGW: Giff. de Feller
Q-proc. cond. /0-futur
\ 7
\ /
n »ac\\ //() >0
| y
/
* /

diff. de Feller:
Q-proc. 28/33



Commutativité des différentes limites
Esquisse de preuve

Le processus BGW renormalisé et conditionné a la non-extinction dans le
futur infiniment lointain, de loi P™*, est solution du probleme de
martingales:

t
pour tout f € D(G™"), f(Xt)ff(Xo)f/ (G™"f)(Xs—)ds est une P""-martingale locale
0

ou le générateur infinitésimal G™* vaut: pour tout x € Ri \ O,

vauw:ZEZ S 00 e+ 1) - i)

i=1 JeNd
£§2&§:M -6 [Fox+ 1)~ riw)
i=1  jeNd
d e
:n2z; ; X,Zp [ x + n')—f(x)],
i= jend
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Commutativité des différentes limites
Esquisse de preuve

@ tension de la suite des semi-martingales
e convergence ||G™*f — Gf||.c —— 0 pour tout f € CZ(RY)
n—oo

d
G”’*f(x):n2z /; X,Zp, (x,]) [ +J e')—f(x)]
i=1

jeNd
iy a2 < of
= G'f 202 )+ 2.2 Gilxip (%)
i=1 j=1 !

(car n(M™ —1) —— C = ¢V —— ¢))

@ unicité des solutions du probleme de martingales

t
pour tout f € D(G™), f(Xt)—f(Xo)—/ (G™f)(Xs)ds est une P-martingale locale.
0
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Commutativité des différentes limites

Panorama des différentes limites en n, en t et en 6

BGWrenormalisé )é(n)
conditionné par X[(f(), >0

\
\

\
0-00 \ -
\
\

\
\

BGW: Jiff. de Feller
Q-proc. cond. /0-futur

diff. de Feller:
Q-proc.
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Commutativité des différentes limites

BGWrenormalisé )é‘n)

conditionné par Xff% >0

\
\

0-00 N n-w
BGW: diff. de Feller
Q-proc. cond. /0-futur
n—roo\\\ 000 t-00
diff. :ie Feller: limite de 6-Yaglom
Q-proc. de la diff. de Feller
t->00 0-00

a .
R% : v.a. limite
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Commutativité des différentes limites

BGWrenormalisé )é‘ )
conditionné par Xﬁ +9 >0

t>o0 6-00
limite de 6-Yaglom BGW : diff. de Feller limite de 6-Yaglom
du BGW Q-proc. cond. / 0-futur du BGW
\ / n-o . / t>00 ’ n-oo
asympt. en temps diff. de Feller : limite de 9 Yaglom
du BGW Q-proc. Q- proc. de la diff. de Feller
n-)\oo ~ t->o0 0-00

d .
R, :v.a. limite
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