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Exercice 1. a. Calculer 'intégrale

1 1
I:/ - _dt.
o 1—t+12

O Puique 1 — ¢ + ¢ ne s’annule pas sur R (car le discriminant vaut -3), la fonction f(t) := ﬁ est
continue sur [0, 1] et 'intégrale existe. On écrit

Le changement de variable x = % — % donne :
3 e 2 (o et (< 1)) = 2 (D Ty 2
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b. Montrer que la suite
n

n
S”:;W—nk—i—k?

admet une limite, que ’on déterminera, quand n tend vers l'infini.

O On remarque que S, = > p_, %f(%) avec f(t) = ﬁ Puique f est continue sur [0, 1], le théoréme

de la convergence des sommes de Riemann assure que S,, converge I quand n tend vers I'infini. H

Exercice 2. Soit R € [0,1].

a. Calculer

O7=[-3m1-2)]5 =3 () ®
b. Montrer que pour tout ¢ € [0, R] et tout N entier, on a

t N 2kl t2N+3
0< —— E t < .
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(] on écrit
(t2)N+1 t2N+3

' N t
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c. En déduire que l'on a

N
1 R2(k+1) R2N+4

k+1 — (1-R%)(N+2)

O On integre I'inégalité précédente sur [0, R] et on multiplie par 2. Bl
d. Comment peut-on calculer facilement une approximation de In(4/3) avec deux chiffres exacts apres
la virgule ?
1



O On choisit R = % et on déduit de 'inégalité précédente que

N

1 1 1
< - — < .
0<In(4/3) -7 kz:% 4Rk +1) = 3(N + 2)aN 1

Pour N =1 on obtient deux décimales exactes :
9 1

< S
0=m{4/3) - 35 < 13
(9/32 = 0,28125, In(4/3) = 0,2876....) W
Exercice 3. Soient (r2)
sin(7x 1
flz) = lnz ’ 9(z) = rln’z

a. Montrer que f est intégrable sur |1, 2].

O f est continue sur |1,2] et au voisinage de 1 on a sin(nz) ~ —m(x — 1), Inz ~ (x — 1) donc f(z) ~ —m.
On en conclut que f est intégrable sur ]1,2]. B

b. Montrer que g est intégrable sur [2, ool.

O En posant t =Inz on a f2 x)dr = fm Z&dt et comme 1/t* est intégrable sur [1, c0[ on en déduit que
g est intégrable sur [2,00[. B

c. En déduire que l'intégrale généralisée de f sur [2, oo[ existe.

0O Une intégration par parties donne

cos(bm b
/ f(x (1;2 1151;) ) —|—/2 COS(ﬂ'aS)g(JE)dm) )

Comme | cos(mx)g(z) |< g(z) qui est intégrable sur [2,00[, on en déduit que la limite des intégrales existe
quand b — oco. B

d. Montrer que f n’est pas intégrable sur [2, co].
OPour3<n<b<n+1,n €N, on écrit

/:If(a:)da:z/2 |dx—Z/k+1 |dx:2/01|f(k+t)dt

n—1

sin(tm) -
_Z/ In(k+t) ZZ

1
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|

Exercice 4. Etant donné x € R, on pose
00 .t t
f(x) = / Me_tdt.
0

a. Montrer que f(z) est bien défini.
O

i t) —
smim ) et

<]z | e”" qui est t-intégrable sur ]0, ool.

|

b. Enoncer le théoréme de dérivation de Lebesgue d’une intégrale & parametre. Montrer que f € C*(R)
et calculer f/(z).

O On vérifie I’hypothese de domination

i t
Oy (Sm(x)e_tﬂ ’cos (xt)e t| <e~

t




et comme e~ est intégrable sur [0, co[ on peut appliquer le théoréme de dérivation qui assure que

flz) = /Oo cos(zt)edt = §R/Oo =D = R [6%(1‘11)])0 -
0 0 ir—1 |, 1+ a2
|
c. En déduire la valeur de f(z).
g
Puisque f'(z) = ﬁ on a f(z) = arctan(z) + C et comme f(0) =0, on a C = 0.
|

d. En déduire que pour tout x > 0 l'intégrale

F(x) = / Smyefy/mdy
0 Y

existe, et admet une limite que ’on calculera quand = — ooc.

O z > 0 étant fixé, le changement de variable y = xt donne
00 - ¢ 00 ,
arctan(z) = f(z) = / we_tdt = / we_y/“dy = F(x)
0 t o Y
donc F(x) = f(z) qui tend vers 7/2 quand = — co.
|



