
Chapitre 0Révisions de Terminale et 
ompléments
Dans tout 
e 
hapitre D désigne un intervalle de R ou une réunion d'intervalles de R.1 Fon
tionsDé�nition 1.1. On dé�nit une fon
tion f sur D, en asso
iant à 
haque x ∈ D ununique réel y, on note alors

f :D −→ R

x −→ f(x) = yOn appelle alors D l'ensemble de dé�nition de f , y est l'image de x par f et x estun anté
édent de y. Soit P le plan ramené à un repère orthonormé R = (O;
−→
i ;

−→
j ).On appelle graphe de f ou en
ore 
ourbe représentative de f l'ensemble des points

(x, f(x)) de PExempleSoit f la fon
tion dé�nie par f(x) = 1

x
dé�nie sur R r {0}, dont on a tra
é le graphique
i dessous
−5

−5 x

y = f(x)

bc

bcbc

Dé�nition 1.2. Soit f une fon
tion dé�nie sur D.On dit que f est paire lorsque D est symétrique par rapport à 0, et lorsque pour tout
x dans D, on a

f(−x) = f(x).Le graphe de la fon
tion f est alors symétrique par rapport à l'axe des ordonnées.On dit que f est impaire lorsque D est symétrique par rapport à 0, et lorsque pourtout x dans D, on a
f(−x) = −f(x).Le graphe de la fon
tion f est alors symétrique par rapport à l'origine.On dit que f est périodique de période T lorsque pour tout x dans D, on a
f(x+ T ) = f(x)1



Exemples� La fon
tion f(x) = x2 est paire, en e�et Df = R est symétrique par rapport à 0 et pourtout x ∈ D on a f(−x) = (−x)2 = (−1)2x2 = x2 = f(x).� La fon
tion g(x) = 1/x est impaire, en e�et Df = R r {0} est symétrique par rapportà 0 et pour tout x ∈ D on a f(−x) = 1/(−x) = −1/x = −g(x).� La fon
tion h(x) = sin(x) est périodique de période 2π, en e�et pour tout x ∈ D on a
h(x+ 2π) = sin(x+ 2π) = sin(x) = h(x)Dé�nition 1.3. Soit f une fon
tion dé�nie sur D et soit a ∈ D, on dit que f est
ontinue en a si

lim
x→a

f(x) = f(a)On dit que f est 
ontinue sur D si f est 
ontinue pour tout a ∈ D.Dé�nition 1.4. Soit f une fon
tion dé�nie sur D à valeurs dans Y ⊆ R, alors� On dit que f est inje
tive si pour tout y ∈ Y , il existe au plus un anté
édent de
y par f .� On dit que f est surje
tive si pour tout y ∈ Y , il existe au moins un anté
édentde y par f .� On dit que f est bije
tive si elle est inje
tive et surje
tive, 
'est-à-dire si pourtout y ∈ Y il existe un unique x ∈ D tel que f(x) = y.Exemples� Soit f la fon
tion dé�nie sur [0,∞[ par f(x) = √

x dont le graphe est
2

2 4 6 8alors f est inje
tive, en e�et pour 
haque y ∈ R il existe au plus un anté
édent par f (unanté
édent si x est positif ou nul et zéro sinon).� Soit g la fon
tion dé�nie sur [0, 2π[ par g(x) = cos x dont le graphe est
2 4 6alors g est surje
tive sur Y = [−1, 1], en e�et 
haque élément de Y possède au moins unanté
édent par g.� Soit h la fon
tion dé�nie sur R par h(x) = x3, dont le graphe est donné par
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alors h est bije
tive sur R.Dé�nition 1.5. On dit qu'une fon
tion est monotone (resp. stri
tement mono-tone) si elle est 
roissante (resp. stri
tement 
roissante) ou si elle est dé
roissante(resp. stri
tement dé
roissante).Proposition 1.1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur D à valeurs dans Y ⊆ R, stri
tementmonotone.A f est inje
tive.Terminons 
ette partie ave
 le théorème des valeurs intermédiaires (TVI).Théorème 1.1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, soit a, b ∈ I tels que a < b,alorsPour tout réel β 
ompris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel α ∈ [a, b] tel que
f(α) = β. Si de plus f est monotone sur [a, b], alors α est unique.2 Dérivées et primitives2.1 DérivéesDans toute 
ette partie f désigne une fon
tion dé�nie sur D.Dé�nition 2.1. Soit a ∈ D, on dit que f est dérivable en a si la fon
tion

h → f(a+ h)− f(a)

hadmet une limite réelle l en zéro. On dit alors que l est le nombre dérivé de f en aet on le note f ′(a).On dit que f est dérivable sur D si f est dérivable en tout réel a ∈ D et on note f ′la fon
tion dé�nie sur D qui à 
haque x ∈ D asso
ie f ′(x).Remarque 2.1. Graphiquement le nombre dérivé f ′(a) est le 
oe�
ient dire
teur de la tan-gente à la 
ourbe représentative de f au point d'abs
isse a. De plus on a l'équation de latangente (∆) à la 
ourbe au point d'abs
isse a suivante
∆ : y = f ′(a)(x − a) + f(a)Pour 
al
uler la dérivée d'une fon
tion donnée on dispose du tableau suivant (à 
onnaitrepar 
÷ur bien évidemment ! ! !) 3



fon
tion dérivée ensemble de dérivabilité
k ave
 k ∈ R 0 R

xn ave
 n ∈ Nr {0} nxn−1
R

1
xn ave
 n ∈ Nr {0} − n

xn+1 tout intervalle I ⊆ Rr {0}√
x 1

2
√
x

tout intervalle I ⊆]0,∞[

sinx cos x R

cos x − sinx R

tan x 1 + tan2 x = 1
cos2 x

I ⊂ R tel que pour tout k ∈ Z, (2k + 1)π2 /∈ Z

ex ex R

lnx
1

x
]0,∞[

u(x) + v(x) u′(x) + v′(x) Tout intervalle où u et v sont dérivables.
k · u(x) ave
 k ∈ R k · u′(x) Tout intervalle où u est dérivable

u(x) · v(x) u′(x)v(x) + u(x)v′(x) Tout intervalle où u et v sont dérivables.
u(x)
v(x)

u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

v2(x)
Tout intervalle où u et v sont dérivableset où v ne s'annule pas.

v ◦ u(x) u′(x) · v′ ◦ u(x) Pour tout x tel que u est dérivable en xet v est dérivable en u(x).On peut relier le signe de la dérivée au sens de variation de la fon
tion grâ
e à la propositionsuivante.Proposition 2.1. Soit f une fon
tion dérivable sur D et I un intervalle sur lequel f est designe 
onstant, on a alors� f est (resp. stri
tement) 
roissante sur I si et seulement si f ′(x) ≥ 0 (resp. > 0) pourtout x ∈ I.� f est (resp. stri
tement) dé
roissante sur I si et seulement si f ′(x) ≤ 0 (resp. < 0) pourtout x ∈ I.� f est 
onstante sur I si et seulement si f(x) = 0 pour tout x ∈ I.2.2 Primitives et intégrationDé�nition 2.2. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I. Une primitive de
f sur I est, si elle existe, une fon
tion F véri�ant F ′ = f .Remarque 2.2. Si il existe une primitive F de f , alors il en existe une in�nité, en e�et pourtout c ∈ R, F + c est une autre primitive. En revan
he étant donné un 
ouple (x0, y0) il existeune unique primitive F telle que F (x0) = y0.Pour 
al
uler une primitive on pourra utiliser les tableaux suivants (à 
onnaître par 
÷ur
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bien évidemment ! ! !) fon
tion Une primitive
k ave
 k ∈ R kx

xn ave
 n ∈ Rr {−1} xn+1

n+1
1
x

ln |x|
sinx − cos x

cos x sinx
1

cos2 x
tanx

ex exDans le tableau suivant u désigne une fon
tion dérivable,fon
tion Une primitive remarque
u′ · un ave
 n ∈ Nr {0} un+1

n+1
u′

un ave
 n ∈ Nr {0, 1} − 1
(n−1)un−1 u(x) 6= 0 sur I

u′

√
u

2
√
u u(x) > 0 sur I

u′e
′

e
′

u′

u
lnu u(x) > 0surIDé�nition 2.3. Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur un intervalle I. Pourtout a et b dans I tels que a < b, l'aire du plan 
omprise entre le graphe de lafon
tion, l'axe des ab
isses et les droites d'équations x = a et x = b (partie ha
hurédans le graphique 
i dessous),

a bs'appelle intégrale de f entre a et b et on la note
∫ b

a

f(t)dt.On étend la dé�nition aux fon
tions 
hangeant de signe un nombre �ni de fois, en
al
ulant l'aire sur 
haque intervalle où la fon
tion est de signe 
onstant, 
haqueterme étant a�e
té du signe de f sur l'intervalle.On peut 
al
uler l'intégrale d'une fon
tion grâ
e à la formule suivante.Proposition 2.2. Soit f une fon
tion 
ontinue et F une primitive de f . On a :
∫ b

a

f(t)dt = [F (t)]ba = F (b)− F (a)5



On dispose également des formules de 
al
ul intégral suivantes.Proposition 2.3. Soient f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a, b], c ∈ [a, b], alors
∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dtSoient µ et λ deux réels, alors
∫ b

a

(λf(t) + µg(t)) dt = λ

∫ b

a

f(t)dt+ µ

∫ b

a

g(t)dtPour �nir on a la formule d'intégration par parties.Proposition 2.4. Soit u et v deux fon
tions dérivables dont les dérivées sont 
ontinues sur
[a, b]. On a

∫ b

a

u′(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]ba −
∫ b

a

u(t)v′(t)dtExemplePour tout n ≥ 0, on pose
In =

∫ π
2

0
x2 sinnxdxEn utilisant une intégration par parties on 
al
ule In en fon
tion de n.3 TrigonométrieDans 
ette partie nous rappelons les formules de trigonométrie à 
onnaitre par 
÷ur,Commençons par la plus 
onnue, soit (a, b) ∈ R alors

cos2 a+ sin2 b = 1La fon
tion cos est paire 2π-périodique, soit x ∈ R on a don

cos (x+ 2π) = cos x, cos−x = cos x, cos x+ π = − cos x

cos (π − x) = − cos x, cos
(

x+
π

2

)

= − sinx, cos
(π

2
− x

)

= − sinx.

La fon
tion sin est impaire 2π-périodique, soit x ∈ R on a don

sin (x+ 2π) = sinx, sin−x = − sinx, sinx+ π = − sinx

sin (π − x) = sinx, sin
(

x+
π

2

)

= cos x, sin
(π

2
− x

)

= cos x.
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On a les formules d'additivités suivantes, pour (a, b) ∈ R
2

cos (a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

sin (a+ b) = sin a cos b+ sin b cos a

cos (a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

sin (a− b) = sin a cos b− sin b cos aOn en déduit les formules suivantes, soit x ∈ R, alors on a
cos (2x) = cos2(x)− sin2(x) = 2 cos2(x)− 1 = 1− 2 sin2(x)

sin (2x) = 2 sin(x) cos(x)On déduit pour la tangente, soit a et b dans Rr {π
2 + πZ}, alors on a

tan (a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b

tan (a− b) =
tan a− tan b

1 + tan a tan b

tan (2a) =
2 tan a

1 tan2 aFinissons par les formules d'additions, soit p et q deux réels alors on a :
cos p+ cos q = 2cos

p+ q

2
cos

p− q

2

cos p− cos q = −2 sin
p+ q

2
sin

p− q

2

sin p+ sin q = 2 sin
p+ q

2
cos

p− q

2

sin p− sin q = 2cos
p+ q

2
sin

p− q

24 Nombres 
omplexesDé�nition 4.1. Un nombre 
omplexe est un nombre de la forme a+ib, où (a, b) ∈
R2 et i véri�e i2 = −1. On note C l'ensemble des nombres 
omplexes.7



On peut additionner et multiplier deux nombres 
omplexes de la façon suivante :
(a+ ib) + (a′ + ib′) = a+ a′ + i(b+ b′)

(a+ ib) · (a′ + ib′) = aa′ − bb′ + i(a′b+ ab′)Remarque 4.1. Ces formules ne doivent pas être apprises par 
÷ur, pour additionner oumultiplier deux nombres 
omplexes on développe et on utilise simplement i2 = −1.Dé�nition 4.2. Soit z = a+ ib un nombre 
omplexe, alors on appelle partie réellede z et on note Re(z) le nombre réel a. De même on appelle partie imaginaire de
z et on note Im(z) le nombre réel b. On dé�nit l'opération 
onjugaison (noté z̄)par la formule suivante

z̄ = a− ib.En�n on appelle module de z et on note |z| la quantité √
a2 + b2.On a alors les propriétés suivantes :Proposition 4.1. Soit z un nombre 
omplexe on a alors les relations suivantes

|z|2 = z · z̄
z + z̄ = 2Re(z)

z − z̄ = 2Im(z).Soit z′ un autre nombre 
omplexe on a alors les inégalités triangulaires suivantes :
|z + z′| ≤ |z + z′|,

∣
∣|z| − |z′|

∣
∣ ≤ |z − z′|.Proposition 4.2. Deux nombres 
omplexes sont égaux si et seulement si ils ont la mêmepartie réelle et la même partie imaginaire.Dé�nition 4.3. Soit z = a + ib un nombre 
omplexe non nul, alors il existe ununique réel θ à un multiple de 2π près, appelé argument de z et noté Arg(z), telque :

z = |z| (cos θ + i sin θ) .On appelle forme trigonométrique l'é
riture d'un nombre 
omplexe sous la formepré
édente (l'é
riture z = a+ ib, s'appelle forme algébrique).Proposition 4.3. Soit z = a+ ib un nombre 
omplexe sous forme algébrique, on peut trouversa forme trigonométrique grâ
e aux formules suivantes :
|z| = r =

√

a2 + b2

cos θ = a/r

sin θ = b/rDe même on peut passer de l'é
riture trigonométrique à l'é
riture algébrique grâ
e aux formulessuivantes
a = |z| cos θ
b = |z| sin θ8



Soit P le plan rapporté aux repère orthonormé R = (O;
−→
i ;

−→
j ). À tout nombre 
omplexe

z = a+ ib on asso
ie le point M de P de 
oordonnées (x, y) et ré
iproquement. On dit alorsque M est l'image de z et que z est l'a�xe de M. On note également M(z) le point Md'a�xe z. Le plan ainsi dé
rit s'appelle le plan 
omplexe.La �gure 
i dessous représente graphiquement les propriétés de la proposition pré
édente.

0 −→
i

−→
j

r =
√
a2 + b2

M(z)

θ

a = r cos θ

b = r sin θ

Dé�nition 4.4. Soit θ ∈ R on dé�nit eiθ par la formule suivante :
eiθ = cos θ + i sin θRemarque 4.2. Grâ
e à 
ette dé�nition on peut retrouver fa
ilement les formules d'additionsde sin et cos. En e�et il su�t d'utiliser eiaeib = ei(a+b), de développer de 
haque 
oté et de
omparer partie réelle et partie imaginaire.Proposition 4.4 (Formule de Moivre et d'Euler). On déduit dire
tement de la dé�nition lesformules suivantes, appelées formules d'Euler

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
,ainsi que la formule de Moivre

(

eiθ
)n

= einθ.Remarque 4.3. En 
ombinant la formule de Moivre et la formule du bin�me de Newton,on peut développer cosnθ, sinnθ et tan nθ et en 
ombinant les formules d'Euler et le bin�meon peut faire l'opération inverse (
'est à dire exprimer des puissan
es de 
osinus et sinus enfon
tion de 
osinus et sinus) appelé linéarisation.Pour �nir on énon
e l'une des propriétés essentielles de CProposition 4.5. Soit (a, b, c) ∈ C ave
 a non nul, alors l'équation
az2 + bz + c = 0a au moins une solution. En e�et, on note ∆ = b2 − 4ac son dis
riminant.� Si ∆ > 0, les ra
ines de l'équation sont

−b±
√
∆

2a
.9



� Si ∆ = 0, l'équation a une seule solution
−b

2a
.� Si ∆ < 0, l'équation a deux solutions

−b± i
√
−∆

2a
.5 Équations di�érentiellesDans toute 
ette partie I désigne un intervalle de R et K = R ou C.Une équation di�érentielle est une équation faisant intervenir une fon
tion y et sesdérivées su

essives y′, y′′, y(3), . . . en in
onnu.5.1 Équation di�érentielle linéaire du premier ordreOn appelle équation di�érentielle linéaire du premier ordre sans se
ond membreune équation du type

y′ + ay = 0 (1)où a est une fon
tion dé�nie sur I à valeurs dans K..Proposition 5.1. Soit A une primitive de a sur I. Les solutions de (1) sont les fon
tions,
fk, dé�nies sur R par

fk(x) = ke−A(x)où k est un paramètre réel.Remarque 5.1. Si a est une fon
tion 
onstante égale à α alors les solutions de (1) sont dela forme fk(x) = ke−αx où k est un paramètre réel.Remarque 5.2. On peut déterminer k, en imposant des 
onditions initiales : on se donneun 
ouple (x0, y0) ∈ R et on résout l'équation en k : fk(x0) = y0. Un problème où l'on
her
he à résoudre une équation di�érentielle ave
 des 
onditions initiales s'appelle problèmede Cau
hy.Soit h une fon
tion dé�nie sur I à valeurs dans K, on appelle équation di�érentiellelinéaire du premier ordre ave
 se
ond membre une équation du type
y′ + ay = h (2)Pour résoudre une telle équation on résout l'équation homogène asso
iée (EH) : y′ + ay = 0grâ
e à la proposition 5.1. On 
her
he ensuite une solution parti
ulière de l'équation (2). En�non utilise le théorème suivantThéorème 5.1. Soit A une primitive de a sur I. Notons fk les solutions de l'équation

y′ + ay = 0, d'après la proposition 5.1 on a fk(x) = ke−A(x). Soit g une solutionparti
ulière de l'équation (2). Alors les solutions φk de (2) s'é
rivent
φk(x) = ke−A(x) + g(x)De même que pré
édemment, on peut 
onsidérer le problème de Cau
hy asso
ié en�xant des 
onditions initiales. 10



5.2 Équation di�érentielle linéaire du se
ond ordre à 
oe�
ients 
onstantsSoient (a, b, c) ∈ K
3 ave
 a 6= 0 où K désigne R ou C. On appelle équation di�érentiellelinéaire du se
ond ordre à 
oe�
ients 
onstants sans se
ond membre l'équationsuivante

ay′′ + by′ + c = 0 (3)On peut résoudre une telle équation grâ
e au théorème suivantThéorème 5.2. On asso
ie à l'équation (3), 
i dessus, l'équation 
ara
téristique
ar2 + br + c = 0 et son dis
riminant ∆ = b2 − 4ac. On a alors deux 
asCas 
omplexe : K = C.� Si ∆ 6= 0, on note r1 et r2 les solutions de l'équation 
ara
téristique. Les solutionssont alors les fon
tions λ1e

r1x + λ2e
r2x où (λ1, λ2) ∈ C

2� Si ∆ = 0, alors −b/2a est ra
ine double de l'équation 
ara
téristique et les solutionssont les fon
tions (λx+ µ) e
−b
2a

x où (λ, µ) ∈ C2Cas réel : K = R.� Si ∆ > 0, on note r1 et r2 les solutions de l'équation 
ara
téristique. Les solutionssont alors les fon
tions λ1e
r1x + λ2e

r2x où (λ1, λ2) ∈ R2� Si ∆ = 0, alors −b/2a est ra
ine double de l'équation 
ara
téristique et les solutionssont les fon
tions (λx+ µ) e
−b
2a

x où (λ, µ) ∈ C
2� Si ∆ < 0, alors l'équation 
ara
téristique n'admet pas de solution réelle. Les solu-tions sont les fon
tions e−

b
2a

(

A cos
(√

−∆
2 x

)

+B sin
(√

−∆
2 x

)) où (A,B) ∈ R2On 
onsidère à présent l'équation générale :
ay′′ + by′ + cy = f (4)où f : R −→ K une fon
tion 
ontinue. Comme pour le 
as des équations du premier ordre, ondispose d'un théorème de stru
ture des solutions.Théorème 5.3. Soit ϕ une solution de (3), et g une solution parti
ulière de l'équa-tion (4) alors toutes solutions de (4) s'é
rit :

g + ϕRemarque 5.3. Pour résoudre une équation du type (4), il su�t de trouver une solutionparti
ulière et d'appliquer les deux théorèmes pré
édents.Pour �nir 
ette partie nous ajoutons un théorème pré
isant la forme des solutions parti
-ulières de l'équation (4) lorsque f est une fon
tion "exponentielle polyn�me".Théorème 5.4. Soit m ∈ K, P un polyn�me à 
oe�
ient dans K. Alors l'équation
ay′′(x) + by′(x) + cy = P (x)emxa au moins une solution de la forme emxQ(x), où Q est un polyn�me de degré :� deg(P ) si m n'est pas solution de l'équation 
ara
téristique.� deg(P ) + 1 si m est solution simple de l'équation 
ara
téristique.� deg(P ) + 2 si m est solution double de l'équation 
ara
téristique.11



6 Complément : base de logique6.1 LogiqueDans 
ette partie nous allons �xer les notations mathématiques et donner un 
adre plusrigoureux aux raisonnements futurs. Nous allons également voir les di�érents types de raison-nements autorisés en mathématiques. Commençons par quelques dé�nitionsDé�nition 6.1. Une assertion mathématique est une phrase mathématique àlaquelle on peut attribuer une valeur de vérité (vraie ou fausse). ExempleExemple� "2 + 2 = 4" est une assertion mathématique vraie.� "π est un entier" est une assertion mathématique fausse.Pour 
onstruire une théorie mathématique on se donne des axiomes qui sont des assertionsmathématiques que l'on dé�nit 
omme vraies. C'est sur 
es axiomes que l'on peut raisonner.Par exemple on dé�nit les entiers naturels grâ
e aux axiomes de Peano :1. l'élément appelé zéro et noté 0, est un entier naturel.2. Tout entier naturel n a un unique su

esseur, noté s(n) ou Sn.3. Au
un entier naturel n'a 0 pour su

esseur.4. Deux entiers naturels ayant même su

esseur sont égaux.5. Si un ensemble d'entiers naturels 
ontient 0 et 
ontient le su

esseur de 
ha
un de seséléments, alors 
et ensemble est égal à N.On peut également 
iter l'exemple de la géométrie, au IVème siè
le avant Jésus Christ Eu-
lide dé�nit les bases de la géométrie dans son livre "les éléments" . Parmi ses axiomes ontrouve notamment 
elui 
i : "Dans un plan, par un point distin
t d'une droite, il existe uneet une seule droite parallèle à 
ette droite", au XIX ème siè
le un mathémati
ien russe Lo-bat
hevski 
onstruit une théorie géométrique (appelée géométrie hyperbolique, en oppositionà la géométrie eu
lidienne) où l'on ne suppose pas 
et axiome vrai.Ces assertions vraies sont appelées, selon leur importan
e : théorème (important), propo-sition (un peu moins), lemme (qui sert surtout pour les autres propositions), 
orollaire (une
onséquen
e quasi-immédiate mais néanmoins intéressante d'une autre proposition).Dé�nition 6.2. Soient P et Q deux assertions mathématiques. On dit qu'une as-sertion P implique Q, et l'on notera P =⇒ Q, si Q est vraie dès que P est vraie.On dit alors que P est une 
ondition su�sante à Q et que Q est une 
onditionné
essaire à P .On dit que P et Q sont équivalentes et on notera P ⇐⇒ Q si P =⇒ Q et Q =⇒ P .On dit alors que P est une 
ondition né
éssaire et su�sante (CNS) à Q.Énonçons maintenant quelques propriétés logique permettant de survivre en math.Proposition 6.1. Soient P et Q deux assertions mathématiques. On note non(P ) et non(Q)la négation des propositions P et Q. On a alors :� non(non(P )) ⇐⇒ P .� (P =⇒ Q) ⇐⇒ (non(Q) =⇒ non(P )).� non (P ou Q) ⇐⇒ non(P ) et non(Q)� non (P et Q) ⇐⇒ non(P ) ou non(Q) 12



Les propriétés logiques exposées 
i dessus permettent de dégager trois types de raison-nement logique : raisonnement dire
t, par 
ontra-posé et par l'absurde. Supposons que l'on sedonne deux propositions P et Q. On souhaite montrer que P =⇒ Q.Raisonnement dire
t Si on raisonne de manière dire
te on suppose que P est vraie et onmontre que Q est vraie.Raisonnement par 
ontra-posé Si on raisonne par 
ontra-posé on suppose que Q est fausseet on montre que P est fausse. Par exemple, on prend pour P :"s'appeler Sophie" et Q "êtreun �lle". Alors montrer que P =⇒ Q équivaut à montrer que "être un garçon" implique "nepas s'appeler Sophie".Raisonnement par l'absurde On souhaite montrer que P est vraie. Si on raisonne par l'ab-surde on suppose que P est fausse, et on 
her
he Q dont on sait qu'elle est vraie telles que
non(P ) =⇒ non(Q).Par exemple, soit P la propriété "√2 n'est pas un nombre rationnel". Par l'absurde, onsuppose que "√2 est un nombre rationnel", il existe don
 deux nombres entiers p et q premiersentre eux tels que √

2 = p/q, on a alors 2q2 = p2 mais alors p2 est pair don
 p est pair ets'é
rit p = 2p′. On déduit de 
e qui pré
ède que q2 = 2p′2 et don
 q est pair 
e qui 
ontreditl'hypothèse p et q premiers entre eux et don
 "√2 n'est pas un nombre rationnel".On a en fait un quatrième type de raisonnement, qui lui utilise les propriétés des nombresnaturels, le raisonnement par ré
urren
e :Raisonnement par ré
urren
e Soit, pour n ∈ N, une assertion Pn , 
e qui donne une suited'assertions. On suppose que P0 est vraie et que, pour tout entier n ∈ N, on a : Pn =⇒ Pn+1.La 
on
lusion est alors que pour tout entier naturel n l'assertion Pn est vraie.ExempleMontrons par ré
urren
e que pour tout n ∈ N et n ≥ 1 on a
1 + · · ·+ n =

n(n+ 1)

2
.On pro
ède en 3 étapes :1. Initialisation. On montre que P1 est vraie. Pour n = 1 la partie de gau
he de l'équationvaut 1 tandis que la partie de droite vaut 1 · (1 + 1)/2 = 1, don
 P1 est vraie.2. Hérédité. Soit k ≥ 1, on montre que Pk =⇒ Pk+1. On suppose Pk est vraie et on montreque Pk+1 est vraie. Or on a

1 + · · ·+ k
︸ ︷︷ ︸

=
k(k + 1)

2
par Pk

+(k+1) =
k(k + 1)

2
+(k+1) =

k(k + 1) + 2(k + 1)

2
=

(k + 1)(k + 2)

2et don
 Pk+1 est vraie.3. Con
lusion. Par le prin
ipe de ré
urren
e, on déduit que pour tout n ∈ N et n ≥ 1 on a
1 + · · ·+ n =

n(n+ 1)

2
.6.2 Théorie des ensemblesDé�nition 6.3. On appelle ensemble E, une 
olle
tion d'objets, dits éléments de

E. L'assertion "x est un élément de E " se note x ∈ E, inversement l'assertion "xn'est pas un élément de E" se note x /∈ E. L'ensemble 
ontenant au
un élément estappelé ensemble vide et est noté ∅. 13



E = {0, 1, 2, . . . , 9}, N = {0, 1, 2, 3, . . .}.Dé�nition 6.4. Soient A et B deux ensembles, on dit que A est in
lus dans Bet on note A ⊂ B, si tout élément de A appartient à B. On dit que A et B sontégaux et on note A = B s'ils ont exa
tement les mêmes éléments.Proposition 6.2. Soient A et B deux ensembles, alors :
A = B ⇐⇒ A ⊂ B et B ⊂ ADé�nition 6.5. Soient E et F deux ensembles on 
onstruit le produit 
artésien de

E par F , noté E × F , en 
onsidérant l'ensemble des 
ouples (x, y) ave
 x ∈ E et
y ∈ F .Pour �nir 
e premier 
hapitre nous allons dé�nir les quanti�
ateurs qui seront 
onstammentutilisés dans la suite du 
ours.Dé�nition 6.6. Soit E un ensemble et P (x) une assertion portant sur les élémentsde E, on 
onsidère la partie de E

F = {x ∈ E|P (x) vraie }l'ensemble des éléments x de E tels que P (x) est vraie. On notera alors :� (∀x ∈ E|P (x)), l'assertion F = E : on a pour tout x dans E, P (x) est vraie. ∀ estle quanti�
ateur universel� (∃x ∈ E|P (x)), l'assertion F 6= ∅ : il existe x dans E tel que P (x) soit vraie. ∃est le quanti�
ateur existentiel� (∃!x ∈ E|P (x)), l'assertion F est singleton : il existe un unique x dans E tel que
P (x) soit vraie.Proposition 6.3. On a les négations suivantes :

non (∀x ∈ E|P (x)) =⇒ (∃x ∈ E|non (P (x)))

non (∃x ∈ E|P (x)) =⇒ (∀x ∈ E|non (P (x)))On peut également utiliser plusieurs quanti�
ateurs dans la même assertion, soit P uneassertion portant sur un 
ouple (x, y) ∈ E × F . On é
rit alors
∀x ∈ E, ∃y ∈ F, P (x, y)Il s'agit, en fait, d'un abus de notation on devrait é
rire ∀x ∈ E, (∃y ∈ F, P (x, y)). Il fautmanipuler les su

essions de quanti�
ateurs ave
 pré
aution : On a le droit d'intervertir deuxquanti�
ateurs identiques. On peut également nier une assertion, par exemple le négation del'assertion 
i-dessus est :

∃x ∈ E, ∀y ∈ F, non (P (x, y)) .
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