
Chapitre 3Fontions de R dans R
1 LimitesDans e hapitre nous allons préiser les notions de limites et de ontinuité, en leursdonnant des dé�nitions rigoureuses. Dans tout le hapitre I désigne un intervalle R tel que
I = (α, β) (où ( désigne indi�éremment [ ou ]) et α 6= β. De plus on notera I̊ =]α, β[ et
I = [α, β] (bien sûr si α = −∞ ou β = +∞ les rohets restent ouverts).En�n on dira qu'une propriété est vraie au voisinage de a ∈ I ∪ {±∞}, s'il existe unintervalle ouvert I2 =]a− δ, a+ δ[ (resp. ]c,∞[, ]∞, c[ où c ∈ R), tel que la propriété soit vraiesur I ∩ sI2 si a est �ni (resp a = ∞, a = −∞).1.1 Dé�nitionsDé�nition 1.1. Soient f une fontion dé�nie sur I à valeurs dans R, ℓ un réel et a ∈ I,alors1. On dit que f admet pour limite ℓ en a si et seulement si

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| ≤ η =⇒ |f(x)− ℓ| ≤ ε) .2. Si I est de la forme (α,+∞[, on dit que f admet pour limite ℓ en +∞ si et seulementsi
∀ε > 0, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, (|x| ≥ A =⇒ |f(x)− ℓ| ≤ ε) .3. Si I est de la forme ]−∞, β), on dit que f admet pour limite ℓ en −∞ si et seulementsi
∀ε > 0, ∃A ∈ R, ∀x ∈ I, (|x| ≤ A =⇒ |f(x)− ℓ| ≤ ε) .Remarque 1.1. Dans la dé�nition le nombre η dépend de ε. Lorsque l'on veut montrer qu'unefontion admet ℓ pour limite en a, on se donne un réel ε > 0 et on herhe η qui onvient.ExempleLa fontion 1/x admet 0 pour limite en +∞. En e�et, soit ε un nombre stritement positif,alors il existe un A (par exemple : A = 1/(ε + 1), tel que x ≥ A =⇒ |f(x)| ≤ ε.Dé�nition 1.2. Soient f une fontion dé�nie sur I à valeurs dans R, et a ∈ I, alors1



1. On dit que f admet pour limite +∞ en a si et seulement si
∀A ∈ R, ∃η > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| ≤ η =⇒ f(x) ≥ A) .2. Si I est de la forme (α,+∞[, on dit que f admet pour limite +∞ en +∞ si etseulement si
∀A ∈ R, ∃A′ ∈ R, ∀x ∈ I,

(

|x| ≥ A′ =⇒ f(x) ≥ A
)

.3. Si I est de la forme ] − ∞, β), on dit que f admet pour limite +∞ en −∞ si etseulement si
∀A ∈ R, ∃A′ ∈ R, ∀x ∈ I,

(

|x| ≤ A′ =⇒ f(x) ≥ A
)

.En�n on dit que f admet −∞ pour limite en a (resp. +∞, −∞), si et seulement si −fadmet ∞ pour limite en a (resp. +∞, −∞)Proposition 1.1 (Uniité de la limite). Soit f une fontion dé�nie sur I à valeurs dans R et
a ∈ I. Supposons que f admette ℓ et ℓ′ omme limite en a, alors :

ℓ = ℓ′Remarque 1.2. La proposition préédente permet de parler de la limite de f en a, et justi�el'utilisation des symboles suivants :
lim
x→a

f(x) = ℓ, f −→
x→a

ℓOn peut également traduire une limite de fontion à l'aide des suites, 'est l'objet de laproposition suivanteProposition 1.2. Soit f une fontion dé�nie sur I. On a alors l'équivalene
(

f −→
x→a

ℓ
)

⇐⇒
(

∀ (un)n∈N tel que un −→
n→∞

a, f(un) −→
n→∞

ℓ
)Proposition 1.3. Soient f une fontion dé�nie sur I, a ∈ I et ℓ ∈ R ∪ {−∞,+∞}.On dit que f admet ℓ pour limite à gauhe (resp. à droite) en a si et seulement si larestrition de f à ]−∞, a[∩I (resp. I∩]a,+∞ ) admet ℓ pour limite en a.Remarque 1.3. On notera

lim
x→a−

f(x) = ℓ, f −→
x→a−

ℓpour une limite à gauhe et
lim

x→a+
f(x) = ℓ, f −→

x→a+
ℓpour une limite à droite. 2



ExempleLes limites à droite et à gauhe peuvent être di�érentes, par exemple si on alule leslimites à droite et à gauhe du taux d'aroissement de la fontion x 7→ |x|, on trouve :
lim

x→0−

|x| − |0|

x− 0
= −1et

lim
x→0+

|x| − |0|

x− 0
= 11.2 Propriétés des limitesOn peut obtenir la limite d'une fontion en utilisant les opérations algébriques suivantes :Proposition 1.4. Soient f et g deux fontions admettant respetivement ℓ et ℓ′ en a, alors :� Si (ℓ, ℓ′) 6= (+∞,−∞), (−∞,+∞), la fontion f + g admet ℓ+ ℓ′ omme limite en a.� λf où λ ∈ R admet λl en a.� Si (ℓ, ℓ′) 6= (±∞, 0), (0,±∞), alors f · g admet ℓ · ℓ′ omme limite en a.� Si f ne s'annule pas au voisinage de a (sauf peut être en a), alors 1/f tends vers :� 1/ℓ si ℓ est �nie et ℓ 6= 0..� 0 si ℓ = ±∞.� ±∞, si ℓ = 0. Dans e as le signe de ± sera déterminer par le signe de f au voisinagede a, on pourra distinguer les valeurs inférieures à a et les valeurs supérieures à a.� |f | admet |ℓ| omme limite en a.Dans les propositions suivantes, on étudie le lien l'inidene du passage à la limite sur uneinégalité.Proposition 1.5. Soient f et g deux fontions dé�nies sur I, a ∈ I et ℓ, ℓ′ ∈ R tels que :

lim
x→a

f(x) = ℓ

lim
x→a

g(x) = ℓ′alors :� Si il existe un voisinage de a, Va tel que pour tout x ∈ Var {a}, on a f(x) < g(x), alors
ℓ ≤ ℓ′.� Inversement, si ℓ < ℓ′ il existe un voisinage de a, Va tel que pour tout x ∈ Va,
f(x) < g(x).Théorème 1.1 (Théorème d'enadrement ou des gendarmes). Soient f, g, h troisfontions dé�nies sur I, a ∈ I et ℓ ∈ R. Si

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = ℓet pour tout x dans un voisinage de a on a :
f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)Alors g admet ℓ pour limite en a. Finis-sons par une proposition évoquant les fontions monotones :3



Proposition 1.6. Si f est monotone sur ]a, b[, (a, b) ∈ R
2 , alors f possède une limite en aet en b égale à sup]a,b[ f et inf ]a,b[ f ∈ R ∪ {∞} (non respetivement).2 Continuité2.1 Dé�nitionsNous allons donner une nouvelle dé�nition de la ontinuité en un point.Dé�nition 2.1. Soit f une fontion dé�nie sur I et a ∈ I. On dit que f estontinue en a si et seulement si

∀ε > 0,∃η > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| ≤ η =⇒ |f(x)− f(a)| ≤ ε) .Si une fontion n'est pas ontinue en a on dira qu'elle est disontinue.Cette dé�nition de la ontinuité est en aord ave la dé�nition que nous avions vu aupremier hapitre, omme le montre la proposition suivantes :Proposition 2.1. Soit f une fontion dé�nie sur I et a ∈ I. Alors f est ontinue en a si etseulement si
lim
x→a

f(x) = f(a)Comme pour la limite on a une aratérisation séquentielle de la ontinuité :Proposition 2.2. Soient f une fontion dé�nie sur I et a ∈ I. Alors f est ontinue en a siet seulement si, pour toutes suites onvergentes (xn)n∈N d'éléments de I onvergeant vers aon a
lim

n→+∞

f(xn) = f(a).Dé�nition 2.2. Soient f une fontion dé�nie sur I et a ∈ I. On dit que f estontinue en a à gauhe (resp. à droite) si
lim

x→a−
f(x) = f(a),

(resp. lim
x→a+

f(x) = f(a)

)

.Proposition 2.3. Soient f une fontion dé�nie sur I et a ∈ I. Alors f est ontinue en a siet seulement si f est ontinue à gauhe et à droite en a.Dé�nition 2.3. Soient a ∈ I̊ et f une fontion dé�nie sur I r {a} ademttant unelimite �nie l en a. Alors la fontion f̃ dé�nie par :
f̃ :

{

f(x) sur I r {a}
f(a) = lest ontinue en a et s'appelle prolongement par ontinuité de f en a.ExempleOn peut prolonger la fontion : 4



f :Rr {0} −→ R

x −→
sin(x)

xpar ontinuité en 0 en prenant f̃(0) = 1.On distingue deux types de disontinuité :Dé�nition 2.4. Soient a ∈ I et f une fontion dé�nie sur I. On dira que f admetune disontinuité de première espèe en a si :� f n'est pas ontinue en a.� f admet une limite �nie à gauhe en a (si f est dé�nie à gauhe de a).� f admet une limite �nie à droite en a (si f est dé�nie à droite de a).On dira que f admet une disontinuité de deuxième espèe si :� f n'est pas ontinue en a.� La limite à gauhe ou à droite de f en a est in�ni ou n'existe pas.ExempleLa fontion dé�nie par
f :

{

x sur Rr {0}
f(0) = 1admet une disontinuité de première espèe en 0.La fontion dé�nie par

f :

{

1/x sur Rr {0}
f(0) = 0admet une disontinuité de seonde espèe en 0.Dé�nition 2.5. Soit f une fontion dé�nie sur I. On dit que f est ontinue surI si et seulement si f est ontinue en tout point de I.On note C (I,R) l'ensemble des fontions ontinues de I dans R.2.2 PropriétésProposition 2.4 (Opérations sur les fontions ontinues). . Soient f, g ∈ C (I,R), et deuxréels α, β ave α > 0, alors :

f + g, f · g, λf, fα, f/g et |f |sont ontinues partout où elles sont dé�nies. Soient f : I1 −→ I2 et g : I2 −→ I3 ontinues,alors g ◦ f est ontinue sur I1.Théorème 2.1 (Théorème des valeurs intermédiaires). Soient I un intervalle de R,
f une fontion ontinue sur I à valeurs dans R, (a, b) ∈ I2 tel que f(a) ≤ f(b). Alors
f atteint toute valeur intermédiaire entre f(a) et f(b), 'est à dire :

∀α ∈ [f(a), f(b)],∃c ∈ I, f(c) = α .5



Théorème 2.2. Soient a ≤ b ∈ R et f : [a, b] 7→ R une fontion ontinue. Alors fest bornée et atteint ses bornes.Corollaire 2.1. Soient a ≤ b ∈ R et f : [a, b] 7→ R une fontion ontinue. Alors f([a, b]) estun segment de R ( de la forme [c, d]).Proposition 2.5. Soit f une fontion monotone sur un intervalle I. Si f(I) est un intervalle,alors f est ontinue.Démonstration.Soit f : I 7→ R une fontion, en onsidérant la fontion f̃

f̃ :I −→ f(I)

x −→ f(x)on restreint f à son image, de sorte que f̃ soit surjetive. Dans la suite nous notons f à laplae de f̃ . Ainsi f est une fontion surjetive.Dé�nition 2.6. Ave les notations préédentes, si f est bijetive alors il existe unefontion f−1 appelée fontion réiproque de f :
f−1 :f(I) −→ I

y −→ f−1(y)dé�nie par les relations
∀x ∈ I, f−1 ◦ f(x) = x.

∀x ∈ f(I), f ◦ f−1(x) = x.ExempleLa fontion log(x) est la fontion réiproque de la fontion ex.Théorème 2.3. Ave les notations préédentes, si f est ontinue et stritementmonotone alors on a :� f(I) est un intervalle.� f est bijetive.� f−1 est stritement monotone de même sens que f .� f−1 est ontinue sur f(I).Démonstration.2.3 Continuité uniforme
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