
ChapitreAlgèbre générale
1 EnsembleOn appelle ensemble une olletion d'objets non ordonnés. On peut dé�nir un ensemblede deux manières di�érentes :� Par extension : on dé�nit l'ensemble en donnant la liste de tous ses éléments mis entreaolades. On peut toute fois se permettre des pointillés si eux i ne sont pas tropambigue. Par exemple : E = {1, 2, 3, . . . , 9}.� Par ompréhension : On dé�nit l'ensemble en dérivant ses éléments omme élémentsd'un ensemble déjà dé�ni véri�ant une ertaine propriété. Par exemple l'ensemble Ei-dessus peut s'érire E = {n ∈ N, 1 ≤ n ≤ 9}.Dans tout le hapitre, ∅ désigne l'ensemble vide, 'est-à-dire l'ensemble ne ontenant auunélément.Dé�nition 1.1. Soit E un ensemble et x un élément, on notera x ∈ E pour x appartientà E et x 6∈ E pour x n'appartient pas à E.Soient A et B deux ensembles, on dira que A est inlus dans B ou B ontient A et onnotera A ⊂ B ou B ⊃ A (respetivement) si

x ∈ A =⇒ x ∈ BOn dira que A et B sont égaux et on notera A = B si et seulement si A ⊂ B et B ⊂ A.Remarque 1.1. Si A est inlus dans B on dira que A est un sous ensemble de B ou enore
A est une partie de B.Exemples :� 2 ∈ N, √3 6∈ Q, (2, 1) ∈ {(x, y) ∈ R2, x ≥ y}.� Q ⊂ R, {1, 2} 6⊂ {1, 3, 5}.Dé�nition 1.2. Soient E un ensemble et A un sous ensemble de E. Alors il existe ununique ensemble CE(A) appelé omplémentaire de A dans E véri�ant :

∀x ∈ E, (x ∈ CE(A)) =⇒ (x 6∈ A) .1



Remarque 1.2. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur l'ensemble E on érira Ac au lieu de
CE(A).Exemples

CE(∅) = E, CZ(N) = {n ∈ Z, n < 0}, {(x, y) ∈ R2, x ≥ y}c = {(x, y) ∈ R2, x < y}.Dé�nition 1.3. Soient A et B deux ensembles, on note alors :� l'intersetion de A et B, et l'on note A ∩B, l'ensemble dé�ni par :
(x ∈ A ∩B) si et seulement si x ∈ A et x ∈ B.� l'union de A et B, et l'on note A ∪B, l'ensemble dé�ni par :
(x ∈ A ∪B) si et seulement si x ∈ A ou x ∈ B.� ArB, la di�érene entre A et B, l'ensemble dé�ni par :
(x ∈ ArB) si et seulement si (x ∈ A et x 6∈ B) .En�n, on dira que A et B sont disjoints si A ∩B = ∅.Remarque 1.3. Si A et B sont dé�nis par ompréhension, A = {x ∈ E,P (x)} et B = {x ∈ E,Q(x)}on a :

A ∩B = {x ∈ E,P (x) et Q(x)}, A ∪B = {x ∈ E,P (x) ou Q(x)}ExempleSi A = {1, 2, 3}, B = {3, 4, 5} on a A ∩B = {3} et A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5}.Dé�nition 1.4. Soit E un ensemble, il existe un ensemble formé de toutes les parties del'ensemble E, noté P (E).Exemples� ∅ ∈ P (E) et E ∈ P (E).� P ({0, 1}) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}.Dé�nition 1.5. Soit E un ensemble, on appelle partition de E une partie A de P (E) telleque :� ∀x ∈ E,∃A ∈ A tel que x ∈ A.� ∅ /∈ A.� ∀ (A,B) ∈ A2 tels que A 6= B, on a A ∩B = ∅.2



Exemples� Les nombres pairs et les nombres impairs forment une partition des nombres naturels.� Soit E un ensemble et A une partie non vide de E, alors {A,Ac} forme une partition de E.Proposition 1.1. Soient E un ensemble et A,B,C trois parties de E. On a alors lespropriétés suivantes :� (Ac)c = A.� (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C). (assoiativité)� (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C). (assoiativité)� A ∪B = B ∪A et A ∩B = B ∩A. (ommutativité)� A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C). (Distributivité de ∪ par rapport à ∩)� A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C). (Distributivité de ∩ par rapport à ∪)� (A ∩B)c = Ac ∪Bc et (A ∪B)c = Ac ∩Bc .� A ⊂ B =⇒ Bc ⊂ Ac.Dé�nition 1.6. Soient E et F deux ensembles, le produit artésien de E et F noté
E × F est l'unique ensemble dé�ni par :

E × F = {(a, b), a ∈ E, b ∈ F}.Remarque 1.4. Si E = F on érira E2 au lieu de E × E.On peut étendre la dé�nition à un nombre �ni d'ensemble :
A1 ×A2 × · · · ×An = {(a1, a2, . . . , an), a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An}.Si A1 = A2 = · · · = An = A, on notera enore An au lieu de A×A× · · · ×A.Attention on a en général A×B 6= B ×A.Exemple

{0, 1} × {a, b, c} = {(0, a), (0, b), (0, c), (1, a), (1, b), (1, c)}.
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2 Appliation2.1 Dé�nitionsDé�nition 2.1. Soient E et F deux ensembles. On appelle appliation f de E vers F ladonnée d'un ensemble de départ E, d'un ensemble d'arrivée F tels que et pour tout
x ∈ E, il existe un unique y = f(x) ∈ F image de x par ette appliation. Une appliationsera généralement notée

f :E −→ F

x −→ f(x)On appelle graphe de f et on note Γf la partie de E × F dé�nie par :
Γf = {(x, y) ∈ E × F tel que y = f(x)}.On appelle image de f et on note Imf la partie de F dé�nie par
Imf = {y ∈ F tel que ∃x ∈ E, y = f(x)}Soit (x, y) ∈ E×F , on dit que x est un antéédent de y par f si et seulement si y = f(x).On note EF ou F (E,F ) l'ensemble de toutes les appliations de E dans F .ExempleL'appliation identité sur E

idE :E −→ E

x −→ idE(x) = xProposition 2.1. Soient f et g deux appliations, on dit que f est égale à g et on note
f = g si f et g ont leurs ensembles de départ et d'arrivée égaux et si ∀x ∈ E, f(x) = g(x).Dé�nition 2.2. Soient E,F et G trois ensembles et f ∈ EF , g ∈ FG. On dé�nit alorsl'appliation, h ∈ EG, omposée de f et g par :

∀x ∈ E, h(x) = g (f(x)) .On note h = g ◦ f .Proposition 2.2. Soient E,F ,G et H quatres ensembles et f ∈ EF , g ∈ FG, h ∈ GH . Ona alors la propriété d'assoiativité suivante :
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.Remarque 2.1. ATTENTION ! La omposition n'est pas ommutative on a pas en général

f ◦ g = g ◦ f Par exemple si
f :R −→ R g :R −→ R

x −→ x2 x −→ x+ 14



2.2 Injetions, surjetions, bijetionsDé�nition 2.3. Soient E et F deux ensembles et f : E 7→ F , alors� On dit que f est injetive si ∀y ∈ F , il existe au plus un antéédent de y par f .� On dit que f est surjetive si ∀y ∈ F , il existe au moins un antéédent de y par f .� On dit que f est bijetive si elle est injetive et surjetive, 'est-à-dire si ∀y ∈ F,∃!x ∈ Etel que f(x) = y.Exemples Soient E = {0, 1, . . . , 4} et f l'appliation dé�nie par
f :N −→ E

n −→ r5(n)où r5(n) est le reste de la division eulidienne de n par 5. Alors f est une appliationsurjetive.Soit E un ensemble et A ⊂ E, alors l'appliation iA dé�nie par
iA :A −→ E

x −→ xest injetive. L'appliation iA est appelée injetion anonique de A dans E.Soit P = {n ∈ N, tel que ∃k ∈ N, n = 2k}, alors l'appliation :
h :P −→ N

n −→ n/2est bijetive.Proposition 2.3. Ave les notations préédentes, on a� f est injetive ⇐⇒ ∀ (x1, x2) ∈ E2, f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.� f est injetive ⇐⇒ ∀ (x1, x2) ∈ E2, x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2).� f est surjetive ⇐⇒ ∀y ∈ F,∃x ∈ E, y = f(x).� f est surjetive ⇐⇒ ∀y ∈ F,∃!x ∈ E, y = f(x).Remarque 2.2. Si f : E 7→ F est une appliation non injetive (resp. non surjetive), onpeut la rendre injetive (resp. surjetive) en réduisant son espae de départ (resp. d'arrivée).Par exemple si f : E 7→ F est une appliation quelonque alors f : E 7→ Imf est surjetive.Soit A ⊂ E et B ⊂ deF , on note f |A l'appliation f : A 7→ F restreinte au départ à A, et f |Bl'appliation f : E 7→ B l'appliation restreinte à l'arrivée à B.Proposition 2.4. Soit f : E 7→ F une appliation, on a alors :
f est surjetive ⇐⇒ Imf = F5



Proposition 2.5. Soient f : E 7→ F et g : F 7→ G deux appliations, on a :� f et g injetives =⇒ g ◦ f injetive.� f et g surjetives =⇒ g ◦ f surjetive.� f et g bijetives =⇒ g ◦ f bijetive.Dé�nition 2.4. Soit f : E 7→ F une appliation bijetive. Il existe une unique appliation,notée f−1, appelée appliation réiproque de f telle que :
f−1 : F 7→ E

f−1 ◦ f = idE , f ◦ f−1 = idFProposition 2.6. Soient f : E 7→ F et g : F 7→ G deux appliations bijetives, on a alors :
f−1 est bijetive (f−1)−1 = f et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.Dé�nition 2.5. Soient f : E 7→ F , A ⊂ E,B ⊂ F , on dé�nit alors :� L'image de A par f, le sous ensemble de F noté f(A) dé�ni par f(A) = {y ∈ F |∃x ∈
A tel que f(x) = y}.� L'image réiproque de B par f, le sous ensemble de E noté f−1(B) dé�ni par
f−1(B) = {x ∈ E|f(x) ∈ B}.Remarque 2.3. ATTENTION! ! ! ! L'ériture f−1(B) ne signi�e pas que f est bijetive.Par exemple, prenons f : R 7→ R dé�nie par f(x) = x2 alors f n'est pas bijetive néanmoinsnous pouvons aluler f−1 ([1, 2]) = {x ∈ R|x2 ∈ [1, 2]} = [1,

√
2].
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3 Relations Binaires3.1 Dé�nitionsDé�nition 3.1. Soit E un ensemble non vide, on appelle relation binaire sur E uneappliation qui à haque ouple (x, y) ∈ E2 assoie une valeur de vérité : vrai ou faux. Soit
(x, y) ∈ E2 et R une relation binaire, si la valeur assoié au ouple (x, y) est vrai on érira
xRy.ExempleSi E = Nr {0} on peut dé�nir la relation :

xRy ⇐⇒ x divise y.De sorte que 2R6, mais non(6R2).Dé�nition 3.2. Soient E un ensemble non vide et R une relation binaire sur E. On ditque :� R est ré�exive si et seulement si ∀x ∈ E, xRx.� R est symétrique si et seulement si ∀(x, y) ∈ E2, xRy ⇐⇒ yRx� R est antisymétrique si et seulement si ∀(x, y) ∈ E2, (xRy et yRx) =⇒ x = y� R est transitive si et seulement si ∀(x, y, z) ∈ E3, (xRy et yRz) =⇒ xRz.ExempleLa relation de l'exemple préédent est ré�exive, non symétrique, antisymétrique et transi-tive.3.2 Relation d'équivaleneDé�nition 3.3. Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E, on dit que R estune relation d'équivalene si R est ré�exive, symétrique et transitive.ExemplesL'égalité est une relation d'équivalene dans n'importe quel ensemble.Soit U0 l'ensemble des suites ne s'annulant pas. Alors la relation d'équivalene des suiteset une relation d'équivalene.Pour les mots, "être un anagramme de" est une relation d'équivalene.Dé�nition 3.4. Soient E un ensemble et R une relation d'équivalene sur E, on appellelasse d'équivalene de x (modulo R) l'ensemble x dé�ni par x = {y ∈ E|xRy}. Si xest une lasse d'équivalene et y ∈ x on a x = y. En�n on dira que x est un représentantde xExempleSi on onsidère la relation d'équivalene sur les mots "être un anagramme de" on a alors
ET = {ET, TE}, MOT = {MOT,MTO,OMT,OTM,TOM,TMO}7



Dé�nition 3.5. Soient E un ensemble et R une relation d'équivalene sur E, on appelleensemble quotient de E par R l'ensemble des lasse d'équivalene modulo R. On lenote E/R.Proposition 3.1. Pour toute relation d'équivalene R sur E, les lasses d'équivalenesforment une partition de E.Pour �nir ette partie nous allons étudier un exemple important. Soit n ∈ Z, onsidéronsla relation d'équivalene sur Z
xRy ⇐⇒ ∃k ∈ Z, x− y = nk.Véri�ons qu'il s'agit bien d'une relation d'équivalene :� Ré�exivité : Soit x ∈ Z alors x− x = 0 = n · 0 don xRx.� Symétrie : Soit (x, y) ∈ Z2 on a alors

xRy ⇐⇒ ∃k ∈ Zx− y = nk ⇐⇒ ∃k ∈ Zy − x = −nk ⇐⇒ ∃k′ ∈ Zx− y = nk′ ⇐⇒ yRx.� transitivité : Soit (x, y, z) ∈ Z3 tel que xRy et yRz, il existe don k et k′ tels que
x− y = nk et y− z = nk′ et don x− z = x− y+ y− z = nk+ nk′ = n(k+ k′) et don
xRz.Cette relation d'équivalene est appelée ongruene modulo n, si deux entiers x et y sonten relation on dira qu'ils sont ongrus modulo n et on notera

x ≡ y (mod n)Les lasses d'équivalenes pour la relation de ongruene modulo n sont de la forme :
x = {. . . , x− 3n, x− 2n, x− n, x, x+ n, x+ 2n, x+ 3n, . . .} = x+ nZ.par exemple pour n = 3, on a 0 = {. . . − 6,−3, 0, 3, 6, . . .} = 3.Soit x ∈ Z, on peut trouver un représentant de x entre 0 et n−1, en e�etuant la divisionseulidienne de x par n, en e�et on sait qu'il existe (q, r) ∈ Z tel que :

x = qn+ r, 0 ≤ r ≤ n− 1,de sorte que x et r sont dans la même lasse d'équivalene et don x = r.En�n l'ensemble quotient Z/R est l'ensemble des lasses d'équivalene modulo n on lenote Z/nZ, on peut donner une représentation simple de Z/nZ :
Z/nZ = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.3.3 Relation d'ordreDé�nition 3.6. Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E, on dit alors que� R est une relation d'ordre si R est ré�exive, antisymétrique et transitive.� (E,R) est un ensemble ordonné si R est une relation d'ordre.� R est une relation d'ordre total si ∀(x, y) ∈ E2, xRy ou yRx.� (E,R) est un ensemble totalement ordonnée si R est total.� R est une relation d'ordre partiel si R n'est pas total.8



Exemples� (R,≤) est ensemble totalement ordonné.� Soit E l'ensemble des mots, l'ordre du ditionnaire est appelé ordre lexiographique ou alphabétique.
E muni de ette relation d'ordre est un ensemble totalement ordonné.� (P(E),⊂) est un ensemble partiellement ordonné.Dé�nition 3.7. Soient (E,R) un ensemble ordonné, A ⊂ E et (M,m) ∈ E2. On dit que :� M est un majorant de A si et seulement si ∀x ∈ A, xRM .� M est un minorant de A si et seulement si ∀x ∈ A,mRx.On note Maj(A), (resp Min(A)) l'ensemble des majorants (resp. minorants) de A.On dira que x est le plus grand élément ou le maximum de A noté max(A), (resp. le plus pe-tit élément ou le minimum de A noté min(A)), si x ∈ A∩Maj(A) (resp. x ∈ A ∩Min(A)).Exemples� Pour (R,≤), 3 est un majorant de [0, 1].� Pour (R,≥), -1 est un majorant de [0, 1].Remarque 3.1. 1. Si x est un majorant de A et xRy, alors par transitivité de R, y estaussi un majorant, ainsi il n'y a pas uniité du majorant en général.2. Un sous ensemble A ne possède pas forément de plus grand élément, par exemple pour
(R,≤), onsidérons A = [0, 1[ alors Maj(A) =]1,+∞[ et A ∩Maj(A) = ∅.Dé�nition 3.8. Soient (E,R) un ensemble ordonné et A ⊂ E alors :� A est une partie majorée de E si et seulement si A possède un majorant.� A est une partie minorée de E si et seulement si A possède un minorant.� A est une partie bornée de E si et seulement si A est majorée et minorée.Dé�nition 3.9. Soient (E,R) un ensemble ordonné et A ⊂ E non vide. Si Maj(A)possède un plus petit élément, elui-i s'appelle borne supérieure de A et se note sup(A).De même on dé�nit la borne inférieure de A notée inf(A) omme étant le plus grand élémentde Min(A).Exemples� Pour (R,≤), on a sup[0, 1[= 1.� Pour (P(E),⊂) on a sup{A,B} = A ∪B.Proposition 3.2. Soient (E,R) un ensemble ordonné et A ⊂ E non vide. On a alorsl'équivalene suivante :

M = sup(A) ⇐⇒ M ∈ Maj(A)

∀M ′ ∈ Maj(A),MRM ′.
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4 GroupesDé�nition 4.1. Une loi de omposition interne ∗ est une appliation
E × E −→ E

(x, y) −→ x ∗ yExemple� Pour E = N, on dispose des lois fondamentales +,×.� Soit E un ensemble, on dispose dans P(E) des lois ∪,∩.Dé�nition 4.2. Soit G un ensemble muni d'une loi de omposition interne ∗. On dit que
(G, ∗) est un groupe si et seulement si :� ∗ est assoiative : ∀(x, y, z) ∈ G3, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).� ∗ possède un élément neutre e ∈ G : ∀x ∈ G,x ∗ e = e ∗ x = x.� Tout élément de G possède un symétrique : ∀x ∈ G,∃y ∈ G tel que x ∗ y = y ∗ x = e.Si de plus ∗ est ommutative, 'est-à-dire si ∀(x, y) ∈ G2, x ∗ y = y ∗ x, G est appelé groupeommutatif ou groupe abélien.4.1 Dé�nitions4.2 Morphismes5 Anneaux5.1 Dé�nitions5.2 Morphismes6 Corps
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