
CPP 1 ère année- Mathématiques13 Déembre 2011 Devoir surveillé - Algèbre GénéraleDurée 1h30. Douments et alulatrie interdits.Exerie 1. Soient E et F deux ensembles et f : E 7→ F une appliation.1. Soient P et Q deux parties de F . Montrer que l'on a l'égalité,
f−1 (P ∩Q) = f−1 (P ) ∩ f−1 (Q) .On montre l'égalité d'ensemble par double inlusion.� Montrons que f−1 (P ∩Q) ⊂ f−1 (P ) ∩ f−1 (Q) . Soit x ∈ f−1 (P ∩Q), on a alors,

x ∈ f−1 (P ∩Q) =⇒ ∃y ∈ P ∩Q | f(x) = y.

=⇒ (∃y ∈ P | f(x) = y) et (∃y ∈ Q | f(x) = y)

=⇒ x ∈ f−1 (P ) et x ∈ f−1 (Q)

=⇒ x ∈ f−1 (P ) ∩ f−1 (Q) .� Réiproquement montrons que f−1 (P ∩Q) ⊃ f−1 (P ) ∩ f−1 (Q) . Soit x ∈ f−1 (P ) ∩ f−1 (Q), on a alors,
x ∈ f−1 (P ) ∩ f−1 (Q) =⇒ ∃y ∈ P | f(x) = y et ∃y ∈ Q | f(x) = y.

=⇒ ∃y ∈ P ∩Q | f(x) = y.

=⇒ x ∈ f−1 (P ∩Q)2. Soient A et B deux parties de E, montrer que
f (A ∩B) ⊂ f (A) ∩ f (B) .Soit y ∈ f (A ∩B), on a alors,

y ∈ f (A ∩B) =⇒ ∃xA ∩B | y = f(x).

=⇒ (∃x ∈ A | y = f(x)) et (∃x ∈ B | y = f(x))

=⇒ y ∈ f (A) et y ∈ f (B) .

=⇒ y ∈ f (A) ∩ f (B) .3. Après avoir rappelé la dé�nition de l'injetivité, montrer que dans le as où f est injetive, on a :
f (A ∩B) = f (A) ∩ f (B) .On dit que f est injetive si ∀y ∈ F , il existe au plus un antéédent de y par f , on a alors l'équivalenesuivante : f est injetive ⇐⇒ ∀ (x1, x2) ∈ E2, f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2. Soit y ∈ f (A)∩ f (B), on a alors :

y ∈ f (A) ∩ f (B) =⇒ y ∈ f (A) ∩ f (B) .

=⇒ y ∈ f (A) et y ∈ f (B) .

=⇒ (∃x1 ∈ A | y = f(x1)) et (∃x2 ∈ B | y = f(x2))Mais alors on a f(x1) = y = f(x2) et par injetivité de f on obtient x1 = x2 ∈ A ∩B d'où y ∈ f (A ∩B). Ona don
f (A ∩B) ⊃ f (A) ∩ f (B) .Comme l'autre inlusion a été traitée dans le as général à la question préédente, on a bien égalité des ensem-bles.



4. Dans ette question on prend E = F = R et f la fontion dé�nie par f(x) = x2.(a) La fontion f est-elle injetive ? surjetive ? bijetive ?La fontion f n'est pas injetive puisque f(−1) = 1 = f(1). f n'est pas surjetive ar Im(f) = R+ 6= R. Ainsi
f n'est pas bijetive.(b) Trouver deux parties A et B telles que :

f (A ∩B) 6= f (A) ∩ f (B) .Prenons par exemple A = [−2,−1] et B = [0, 2], de sorte que f(A) = [1, 4] et f(B) = [0, 4] d'où f(A)∩ f(B) =
[1, 4]. Or f(A ∩B) = f(∅) = ∅.Exerie 2. [5 pts℄ Soit E = R

2, on dé�nit sur E la relation :
(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ ∃k ∈ R

∗ | (x, y) = k · (x′, y′)1. Montrer que la relation R ainsi dé�nie est une relation d'équivalene.On véri�e les trois axiomes des relations d'équivalene :� Ré�exivité : Soit (x, y) ∈ E alors (x, y) = 1 · (x, y) de sorte que (x, y)R(x, y)� Symétrie : Soient (x, y), (x′, y′) ∈ E tel que (x, y)R(x′, y′) alors :
∃k ∈ R

∗ | (x, y) = k · (x′, y′) ⇐⇒ ∃k ∈ R
∗ | (x, y) = 1

k
· (x′, y′) ⇐⇒ (x′, y′)R(x, y)ar k 6= 0.� Transitivité : Soient (x, y), (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ E tel que (x, y)R(x′, y′) et (x′, y′)R(x′′, y′′) alors ils existenet

k1, k2 ∈ R
∗ tels que

(x, y) = k1(x
′, y′), et (x′, y′) = k2(x

′′, y′′)Ainsi (x, y) = k1k2(x
′′, y′′) et (x, y)R(x′′, y′′).2. Soit C le erle de entre 0 et de rayon 1 'est-à-dire

C = {(x, y) ∈ E, tel que x2 + y2 = 1}Montrer que ∀v = (x, y) ∈ E r {(0, 0)}, il existe deux points u = (x′, y′) et w = (x′′, y′′) de C tels que
w, u ∈ v et y′ ≥ 0, y′′ ≤ 0Soit v = (x, y) ∈ Er{(0, 0), sans perdre de généralité on peut supposer y ≥ 0, (sinon on remplae v par −v ∈ v)alors x2 + y2 6= 0 de sorte que
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√
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= 1Don u ∈ C, de même on montre que v = (− x√
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) ∈ v ∩ C3. En déduire E r {(0, 0)}/R



Il s'agit de hoisir un représentant de haque lasse d'équivalene. On a vu dans la question 2. que haque lassed'équivalene à un unique représentant dans C tel que y ≥ 0, sauf la lasse de (1, 0) qui a deux représentants
(1, 0) et (−1, 0). Posons don C+ = (C ∩ (R× R

∗)) r {(−1, 0)} le demi erle supérieur privé du point (−1, 0).Montrons que Er{(0, 0)}/R = C+. Soit v ∈ Er{(0, 0)}/R alors d'après la question 2. il existe (x, y) ∈ C+∩v.Inversement haque élément de C+ est représentant de sa propre lasse d'éauivalene. On onlut l'égalité pardouble inlusion.Exerie 3. [5 pts℄Soit (G,×) un groupe de neutre e tel que ∀x ∈ G, x2 = e (où x2 = x× x, par ailleurs on pourra noté
xy pour x× y).1. Rappeler la dé�nition d'un groupe, puis la dé�nition d'un groupe abélien.Soit G un ensemble muni d'une loi de omposition interne ×. On dit que (G,×) est un groupe si et seulementsi :� × est assoiative : ∀(x, y, z) ∈ G3, (x× y)× z = x× (y × z).� × possède un élément neutre e ∈ G : ∀x ∈ G, x× e = e× x = x.� Tout élément de G possède un symétrique : ∀x ∈ G, ∃y ∈ G tel que x× y = y × x = e.Si de plus × est ommutative, 'est-à-dire si ∀(x, y) ∈ G2, x× y = y × x, G est appelé groupe ommutatif ougroupe abélien.2. ∀x ∈ G aluler x−1.Soit x ∈ G, omme x2 = e on a

x× x = eAinsi par uniité de l'inverse on a ∀x ∈ G, x−1 = x.3. Soient (x, y) ∈ G2 développer (xy)2.Soient (x, y) ∈ G2, on a alors
(xy)2 = xyxy4. En déduire que G est abélien.Soient (x, y) ∈ G2, on a alors

e = (xy)2 = xyxy ⇐⇒ y−1 = xyx ⇐⇒ y−1x−1 = xy ⇐⇒ yx = xyAinsi G est abélienExerie 4. [5 pts℄1. Exhiber tous les éléments de (Z/12Z)
×.On sait (ours) que les éléments inversibles de Z/12Z sont aratérisés par :

(Z/12Z)
×

= {a ∈ Z/12Z tel que pgcd (a, 12) = 1}Ainsi (Z/12Z)× = {1, 5, 7, 11}2. Après avoir rappeler la dé�nition de l'ordre d'un élément aluler l'ordre de haque élément du groupeG = ((Z/12Z)×,×).Soit (G,×) un groupe de neutre e et x ∈ G, l'ordre de x et le plus petit entier n véri�ant
xn = eDans notre as on a évidemment ord(1) = 1 et on véri�e failement que dans Z/12Z

5 6= 1, 52 = 1, 7 6= 1, 72 = 1, 11 6= 1, 112 = 1.De sorte que ord(5) = ord(7) = ord(11) = 2.



3. Dans ette question on montre qu'il n'existe pas d'isomorphisme de groupe entre (Z/4Z,+) et ((Z/12Z)×,×).Supposons qu'un tel isomorphisme φ existe. (a) Que dois véri�er un morphisme φ de (Z/4Z,+) dans ((Z/12Z)×,×).Même question pour un isomorphisme ?Un morphisme φ de (Z/4Z,+) dans ((Z/12Z)×,×) doit véri�er :
∀(a, b) ∈ (Z/4Z)

2
, φ(a+ b) = φ(a) × φ(b).Un isomorphisme est un morphisme bijetif.(b) Caluler φ(0). Quelles sont les possibilités pour φ(1). Dans haque as aluler φ(2) et aboutir à une ontradition.D'après le ours on a φ(0) = 1 (Un morphisme de groupe φ : G 7→ G′ de neutre respetif e et e′ véri�e φ(e) = e′).Comme on suppose φ bijetif on a φ(1) 6= φ(0) = 1. Ainsi φ(1) ∈ {5, 7, 11}.Si φ(1) = 5, alors φ(2) = φ(1 + 1) = φ(1)φ(1) = 5× 5 = 1 e qui ontredit l'injetivité de φ (φ(2) = φ(0)).De même si φ(1) = 7, 11 on trouve φ(2) = 1. Ainsi un tel isomorphisme n'existe pas.


