
CPP 1 ère année- Mathématiques13 Déembre 2011 Devoir surveillé - Algèbre GénéraleDurée 1h30. Douments et alulatrie interdits.Le barème indiqué est indiatif, il sera suseptible d'être légèrement modi�é. Une attention partiulière sera aorder àla rédationExerie 1. [5 pts℄ Soient E et F deux ensembles et f : E 7→ F une appliation.1. Soient P et Q deux parties de F . Montrer que l'on a l'égalité,
f−1 (P ∩Q) = f−1 (P ) ∩ f−1 (Q) .2. Soient A et B deux parties de E, montrer que

f (A ∩B) ⊂ f (A) ∩ f (B) .3. Après avoir rappelé la dé�nition de l'injetivité, montrer que dans le as où f est injetive, on a :
f (A ∩B) = f (A) ∩ f (B) .4. Dans ette question on prend E = F = R et f la fontion dé�nie par f(x) = x2.(a) La fontion f est-elle injetive ? surjetive ? bijetive ?(b) Trouver deux parties A et B telles que :
f (A ∩B) 6= f (A) ∩ f (B) .Exerie 2. [5 pts℄ Soit E = R

2, on dé�nit sur E la relation :
(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ ∃k ∈ R

∗ | (x, y) = k · (x′, y′)1. Montrer que la relation R ainsi dé�nie est une relation d'équivalene.2. Soit C le erle de entre 0 et de rayon 1 'est-à-dire
C = {(x, y) ∈ E, tel que x2 + y2 = 1}Montrer que ∀v = (x, y) ∈ E r {(0, 0)}, il existe deux points u = (x′, y′) et w = (x′′, y′′) de C tels que

w, u ∈ v et y′ ≥ 0, y′′ ≤ 03. En déduire E r {(0, 0)}/RExerie 3. [5 pts℄Soit (G,×) un groupe de neutre e tel que ∀x ∈ G, x2 = e (où x2 = x× x, par ailleurs on pourra noté
xy pour x× y).1. Rappeler la dé�nition d'un groupe, puis la dé�nition d'un groupe abélien.2. ∀x ∈ G aluler x−1.3. Soient (x, y) ∈ G2 aluler (xy)2.4. En déduire que G est abélien.Exerie 4. [5 pts℄1. Exhiber tous les éléments de (Z/12Z)

×.2. Après avoir rappeler la dé�nition de l'ordre d'un élément aluler l'ordre de haque élément du groupeG = ((Z/12Z)×,×).3. Dans ette question on montre qu'il n'existe pas d'isomorphisme de groupe entre (Z/4Z,+) et ((Z/12Z)×,×).Supposons qu'un tel isomorphisme φ existe.(a) Que dois véri�er un morphisme φ de (Z/4Z,+) dans ((Z/12Z)×,×). Même question pour un isomorphisme ?(b) Caluler φ(0). Quelles sont les possibilités pour φ(1). Dans haque as aluler φ(2) et aboutir à une ontradi-tion.


