
CPP 1 ère année- MathématiquesÀ rendre le 4 Novembre 2011 Devoir MaisonPro�ter de e devoir pour vous entrainer à rédiger orretement vos réponsesProblème Fontion LipshitzienneSoit f une fontion dé�nie sur I à valeurs dans R, on a alors la dé�nition suivante :
f est k-lipshitzienne si et seulement si

∀(x, y) ∈ I2, |f(x)− f(y)| ≤ k |x− y|où k est un réel stritement positif.On dit que f est lipshitzienne si il existe k tel que f est k − lipshcitzienne.1. (a) Soit A > 0 montrer que la fontion dé�nie sur I = [A,+∞[ par x 7→ √
x est

1

2
√
A
-lipshitzienne.On a le alul suivant (déjà fait en TD), soient (x, y) ∈ I2 :
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-lipshitzienne.(b) Soit a < b deux réels, montrer que la fontion x 7→ x2 est k-lipshitzienne surtout I = [a, b] , mais pas sur R.Montrons que la fontion x 7→ x2 est lipshitzienne sur I. Soient (x, y) ∈ I2 on aalors :
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∣ = |x+ y| |x− y| ≤ (|x|+ |y|) |x− y| ≤ 2max(|a|, |b|)|x− y|.Ainsi x 7→ x2 est 2max(|a|, |b|)-lipshitzienne. Montrons que la fontion x 7→ x2n'est pas lipshitzienne sur R. Soient (x, y) ∈ R
2 tels que x 6= y, on a alors :

|x2 − y2|
|x− y| = |x+ y|Il est lair que la quantité de droite ne peut être majorée et don elle de gauhe nonplus et la fontion ne peut être lipshitzienne.1



() Soient f1 et f2 deux fontions lipshitziennes, montrer que f1+ f2 est lipshitzi-ennes. Le produit f1f2 est il une fontion lipshitzienne ?Soient f1 et f2 deux fontions lipshitziennes sur un intervalle I, il existe alors k1et k2 deux réels stritement positif tels que ∀(x, y) ∈ I2 on a
|fi(x)− fi(y)| ≤ |x− y|, pour i = 1, 2.On a don

|(f1 + f2) (x)− (f1 + f2) (y)| ≤ |f1(x)− f1(y) + f2(x)− f2(y)|
≤ |f1(x)− f1(y)|+ |f2(x)− f2(y)|
≤ k1 |x− y|+ k2 |x− y|
≤ (k1 + k2) |x− y|Ainsi f1 + f2 est lipshitzienne. Il est lair que la fontion f : x 7→ x est

1−lipshitzienne sur R, or la fontion f 2 : x 7→ x2 n'est pas lipshitzienne sur
R. Ainsi le produit de deux fontions lipshitzienne n'est pas néessairement lips-hitzienne.(d) Soit f et g deux fontions k(resp k′)-lipshitziennes sur I1 et I2 telles que f(I1) ⊂
I2, montrer g ◦ f est lipshitzienne.Soit (x, y) ∈ I21 on a alors

|g ◦ f(x)− g ◦ f(y)| ≤ k′ |f(x)− f(y)| ≤ k′k|x− y|Ainsi g ◦ f est k′k−lipshitzienne.2. Soit f une fontion lipshitzienne sur I, montrer que f est uniformément ontinue.Soit k > 0 une réel tel que
∀(x, y) ∈ I2 |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|Soit ε > 0 un réel, l'égalité i dessus entraine

∀(x, y) ∈ I2
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.Ainsi la fontion f est uniformément ontinue.2



3. Étudier la réiproque de la question préédente.La réiproque est fausse, pour le prouver exhibons un ontre exemple. Soit f : x 7→√
x sur [0, 1], la fontion f étant ontinue sur [0, 1] le théorème de Heine nous permetd'a�rmer que la fontion f est uniformément ontinue sur [0, 1]. En revane il estlair au vu de la relation
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∣que la fontion f n'est pas lipshitzienne sur [0, 1]4. Soient a < b deux nombres réels et f une fontion de lasse C1 sur I = [a, b], montrerque f est lipschitzienne. (Indiation : On pourra utiliser l'inégalité des aroisse-ments �nis).Soit (x, y) ∈ I2 le théorème des aroissements �nis entraine l'existene d'un réel
c ∈]x, y[ tel que

|f(x)− f(y)| = |f ′(c)| |x− y|La fontion f ′ étant ontinue elle est bornée sur [a, b] (et atteint ses bornes) ainsi ilexiste un réel M tel que |f ′(c)| ≤ M , ainsi f est lipshitzienne.5. Soit a < b deux réels, I = [a, b], et f une fontion k-lipshitzienne sur I tel que
f(I) ⊂ I.(a) Montrer que f admet un point �xe sur I.(b) Si k < 1 on dit que f est ontratante. Montrer que si f est ontratante f ad-met un unique point �xe. À-t-on uniité du point �xe si f est 1−lipshitzienne ?() Soit f une fontion ontratante sur I, on suppose de plus que 0 ∈ I, f(0) = 0.i. Montrer que la suite dé�nie par u0 ∈ I et pour tout n ≥ 1, un+1 = f(un)est bien dé�nie.ii. Montrer que (un) est onvergente et donner sa limite.

3


