
CPP � Mathématiques2011-2012 Feuille 1 : Révision et Compléments.1 Fon
tionExer
i
e 1. Trouver l'ensemble de dé�nition et étudier la parité des fon
tions suivantes :1. f1(x) =
√
2x2 + 3.2. f2(x) =
2

x2 − 4
.3. f3 = 1− 1

x
.Exer
i
e 2. Dire si les fon
tions suivantes sont 
ontinues, inje
tives, surje
tives ou bije
tives ?1.

f : R 7→ [0,∞[

x 7→ x22. La fon
tion g : [0, 1] 7→ [0, 1] dont le graphique est :
1

1

b

b

3. La fon
tion h : [0, 1] 7→ [0, 1] dont le graphique est :
1

1

b

b

Exer
i
e 3. Soit f et g dé�nies sur un intervalle I de R, on suppose de plus que f et g sontpaires ou impaires. Que dire de fg ?Exer
i
e 4. Soit f une fon
tion dé�nie sur I1, et g une fon
tion dé�nie sur I2. On suppose que
g(I2) ⊆ I1 de sorte que la fon
tion f ◦ g soit dé�nie sur I1. On suppose de plus que I2 est 
entréen zéro. Étudier la parité de f ◦ g en fon
tion de 
elle de f et g.Exer
i
e 5. Soit f : [0, 1] −→ [0, 1] une fon
tion 
ontinue. Démontrer qu'il existe au moins unréel x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) = x0. 1



Exer
i
e 6. On rappelle que la partie entière d'un réel x, notée ⌊x⌋, est le plus grand entier ninférieur à x. Par exemple ⌊1.2⌋ = 1. La partie entière d'un nombre véri�e ⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1. On
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R par :
f :

{

1− x⌊ 1

x
⌋ si x 6= 0

f(0) = 01. Soit x ∈ R×, montrer que
|f(x)| < |x|.2. Étudier la 
ontinuité de f en zéro.3. soit x0 un réel non nul, étudier la 
ontinuité de f en x0.2 Dérivées et primitivesExer
i
e 7. Déterminer la dérivée des fon
tions f suivantes sur leur ensemble de dé�nition :1. f(x) =

3x3 − 6x+ 5

x2 + 12. f(x) = x+ 1 +
√
x2 + 3x+ 3.3. f(x) =

√
x sin

√
x.4. f(x) =

√

1− cosx

1 + cosx
.5. f(x) =

√√
x2 + 1Exer
i
e 8. Soit f la fon
tion de R dans R dé�nie par :

f(x) = (x+ 1) log |x− 3|Soit C le graphe de la fon
tion f dans un repère orthonormé (O;
−→
i ;

−→
j )1. Pré
iser l'ensemble de dé�nition D de f .2. (a) Pré
iser l'ensemble de dérivabilité de f et 
al
uler f ′(x).(b) Dresser le tableau de variation de f ′.(
) Montrer que f ′ s'annule en un seul point sur ]−∞, 3[.(d) En déduire le tableau de variation de f .3. Étudier les limites de f aux bornes de D. Pré
iser les asymptotes éventuelles à C.4. Représenter C.Exer
i
e 9. Soit f l'appli
ation dé�nie sur R r {0} par

f(x) =
x2 − x+ 1

xDresser le tableau de variation de f .Exer
i
e 10. Soit f la fon
tion dé�nie sur R par
f(x) =

√

|x2 − 6x+ 5|Dresser le tableau de variation de f . 2



Exer
i
e 11. Soit I un intervalle ouvert de R, a ∈ I et f, g : I −→ R dérivables en a. Cal
uler :
lim
x→a

f(x)g(a)− f(a)g(x)

x− aExer
i
e 12. Soit f une fon
tion dé�nie sur [0, 1] et 
ontinue en 0 telle que :
lim
x→0

f(2x)− f(x)

x
= λ.Montrer que f est dérivable en 0 et 
al
uler f ′(0).Exer
i
e 13. Soit f une fon
tion dérivable sur R. Montrer les assertions suivantes :1. Si f est paire alors f ′ est impaire.2. Si f est impaire alors f ′ est paire.3. Si f est T-périodique alors f ′ est T-périodique. Que dire des ré
iproques.Exer
i
e 14. Soit f une fon
tion dé�nie sur R et g une fon
tion dé�nie sur ]0,∞[ tel que

lim
x→0

g(x) = 0.On suppose que quelque soit (x, y) ∈ R2, x 6= y on ait :
|f(x)− f(y)| ≤ |x− y| g (|x− y|)Montrer que f est 
onstante.Exer
i
e 15. Trouver toutes les appli
ations f véri�ant les 
onditions suivantes :1. f : R −→ R, dérivable sur R telle que pour tout (x, y) ∈ R

2 on ait :
f(x+ y) = f(x) + f(y).2. f :]− 1, 1[−→ R, dérivable sur ]− 1, 1[ tel que pour tout (x, y) ∈]− 1; 1[2 on ait :

f(x) + f(y) = f

(

x+ y

1 + xy

)

.Exer
i
e 16. Soit f une fon
tion dé�nie sur R par :






f(x) = 0 si x ≤ −5π/2
f(x) = sinx+ 1 si − 5π/2 < x ≤ 0
f(x) = ex si x > 01. Montrer que f est 
ontinue sur R.2. Montrer que f est dérivable sur R.Exer
i
e 17. Montrer que pour tout n ∈ N× et x ∈ [0,∞[ on a :

xn+1 − (n+ 1)x+ n ≥ 0.Exer
i
e 18. Cal
uler les intégrales suivantes :3



I1 =

∫ 3

−3

(

12t7 + 2t3 − t
)

dt, I2 =

∫ 1

0

x

(x2 + 1)
2
dx,

I3 =

∫ π

5

0

sin5(x) cos(x)dx, I4 =

∫ 5π

3π

sin(x) cos5(x)dxExer
i
e 19. Dans 
et exer
i
e on 
her
he à 
al
uler les intégrales suivantes :
I =

∫ π

4

0

1

cos2(x)
dx, J =

∫ π

4

0

1

cos4(x)
dx.1. Cal
uler I.2. Soit f la fon
tion dé�nie sur [0, π/4] par f(x) =

sin(x)

cos3(x)
. Cal
uler f ′(x) et en déduire unerelation entre I et J .3. Cal
uler J .Exer
i
e 20. Soit

I =

∫ 1

0

1√
x2 + 1

dx.1. Soit f la fon
tion dé�nie sur [0, 1] par
f(x) = log

(

x+
√

x2 + 1
)

.Cal
uler f ′.2. Cal
uler I.Exer
i
e 21. Soit f la fon
tion dé�nie sur Rr {±1

2
} par

f(x) = −8x2 + 32x+ 2

(4x2 − 1)
2

.1. Montrer qu'il existe deux 
onstantes réelles a et b telles que :
f(x) =

a

(2x+ 1)
2
+

b

(2x− 1)
2et les déterminer.2. En déduire

∫ 2

1

f(t)dt.Exer
i
e 22. Soit n un entier relatif, n 6= −1 et x ≥ 1.1. Cal
uler l'intégrale suivante :
In =

∫ x

1

tnlntdt.2. En déduire
In =

∫

x

1

tn (lnt)2 dt. 4



3 TrigonométrieExer
i
e 23. Cal
uler ou simpli�er les expressions suivantes :
A =

sin(x) + sin(nx) + sin ((2n− 1)x)

cos(x) + cos(nx) + cos ((2n− 1)x)
, B = Πn

k=1 cos
( x

2k

)

.Exer
i
e 24. Cal
uler l'intégrale suivante :
∫ π

3

π

4

(

cos2(2x)− cos2(x)
)

dxExer
i
e 25. Le plan est rapporté à un système orthonormal (O;
−→
i ;

−→
j ), ave
 
omme unitégraphique 1 
m. Soit f la fon
tion dé�nie sur [0, π] par f(x) = sin2(x), et C sa 
ourbe représentative.On 
onsidère d'autre part le domaine D ha
huré 
i dessous :

1

−1

1 2 3−1

C

1. Déterminer l'aire du domaine D en cm2.2. Cal
uler
∫

π

0

sin4(x)dx.4 Nombres 
omplexesExer
i
e 26. Mettre sous forme algébrique les nombres 
omplexes suivants :
z1 =

1 + i
√
2√

2− i
, z2 =

(

1− i

1 + i

)2

, z3 = i +
1

i
.Exer
i
e 27. Soit z1 = −3 + i

√
3, z2 =

√
2 + i

√
6 et z3 =

√
8− i

√
8 trois nombres 
omplexes.On pose Z =

z31z
4
3

z62
.1. É
rire z1, z2 et z3 sous forme trigonométrique puis exponentielle.2. En déduire la forme exponentielle de Z, puis sa forme algébrique.Exer
i
e 28. Cal
uler la forme algébrique des nombres 
omplexes suivants :

z1 = (1 + i)11 , z2 = (−1− i)15.5



Exer
i
e 29. Soit z et z′ deux nombres 
omplexes de module 1 tels que 1 + zz′ 6= 0. Montrerque
Z =

z + z′

1 + zz′est réel.Exer
i
e 30. Linéariser l'expression A = cos2(x) sin3(x).Exer
i
e 31. Soit z1 =

√
6− i

√
2

2
, z2 = 1− i et z3 = z1/z2.1. Mettre z3 sous forme algébrique.2. Déterminer le module et l'argument de z1 et z2.3. É
rire z3 sous forme trigonométrique. En déduire sin

( π

12

) et cos( π

12

).Exer
i
e 32. Résoudre l'équation z3 − 5z2 + 20z − 16.Exer
i
e 33. Cal
uler les ra
ines 
arrés 
omplexes de 2− i.Exer
i
e 34. L'obje
tif de 
et exer
i
e est de montrer l'inégalité triangulaire. Soit z1 et z2 deuxnombres 
omplexes, on souhaite montrer que
|z1 + z2| ≤ |z1 + z2|.1. Soit z un nombre 
omplexe, montrer que |Re(z)| ≤ |z|.2. Cal
uler |z1 + z2|2 en fon
tion de |z1|, |z2| et Re(z1z̄2).3. Con
lure.4. Montrer que |z1| − |z2| ≤ |z2 − z1|.5. En déduire que ||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2|.Exer
i
e 35. Soit f : C −→ C une appli
ation. Soit x ∈ R on suppose alors que f(x) = x. Soient

(z, z′) deux nombres 
omplexes on suppose alors
f(z + z′) = f(z) + f(z′), f(zz′) = f(z)f(z′).Montrer que f est soit l'identité sur C soit la 
onjugaison 
omplexe.5 Équations di�érentiellesExer
i
e 36. Résoudre les équations di�érentielles suivantes :1. y′ − (2x+ 1)y = 0.2. y′ − 1√

1 + x2
y = 03. y′ − x

x2 + 1
y = 04. y′ + ay = b, où (a, b) ∈ R× × R.Exer
i
e 37. On 
onsidère l'équation di�érentielle

y′ + 2y = 3e−3x (1)6



1. Cher
her une solution de (1) sous la forme ga(x) = ae−3x.2. Résoudre l'équation homogène asso
ié à (1).3. Résoudre (1) et trouver la solution s'annulant en 0.Exer
i
e 38. Soit (E) une équation di�érentielle linéaire du se
ond ordre. Soit y1 et y2 deuxsolutions de (E).1. Montrer que y1 + y2 solution de (E).2. Soit λ ∈ R, montrer que λy1 solution de (E).Exer
i
e 39. Résoudre les équations di�érentielles suivantes :1. y′′ + 2y′ + 2y = xex.2. y′′ + y′ + y = e−x + e3x.Exer
i
e 40. Trouver la solution y : R −→ R de
y′′ − y′ − 6y = 6e4x − 6extelle que y(0) = 0 et y′(0) = 0.Exer
i
e 41. Résoudre l'équation di�érentielle suivante :

y′′ + 4y = sin (x).Exer
i
e 42. Trouver toutes les appli
ations f : R −→ R deux fois dérivables telles que, quelquesoit x ∈ R on ait :
f(x) + f(−x) = xex.Exer
i
e 43. Trouver toutes les appli
ations f : R −→ R deux fois dérivables telles que, quelquesoit x ∈ R on ait :
f ′′(x) + f(−x) = x.On pourra introduire la fon
tion g(x) = f(−x), et 
her
her deux équations di�érentielles véri�éespar f + g et f − g.6 Base de logiqueExer
i
e 44. Exprimer les phrases suivantes à l'aide de propositions reliées par des 
onne
teurslogiques :1. "Si le papier devient rouge, la solution est a
ide."2. "Le papier devient rouge si la solution est a
ide."3. "Vous aurez une 
hambre à 
ondition que vous n'ayez pas de 
hien." Quelle est la négationlogique de 
ette proposition ?4. "S'il y a du 
obalt mais pas de ni
kel dans la solution, le papier deviendra brun". Quelle estla négation logique de 
ette proposition ?Exer
i
e 45. On suppose que l'énon
é suivant est vrai : �S'il pleut le matin, je prends monparapluie". Les argumentations 
i-dessous sont-elles 
orre
tes ?7



1. "J'ai pris mon parapluie, don
 il a plu 
e matin".2. "Je n'ai pas pris mon parapluie, don
 il ne pleuvait pas 
e matin".3. "Il a fait beau, don
 je n'ai pas pris mon parapluie".Exer
i
e 46. Soit F l'ensemble des Français. On note, pour un élément x de F,
P (x), la propriété " x est brun ",
Q(x), la propriété " x est grand ".Répondre aux questions suivantes :1. Sous la forme d'un s
héma, représenter dans F l'ensemble des éléments de F pour lesquelsP(x) est vraie, puis l'ensemble des éléments de F pour lesquels Q(x) est vraie.2. Considérerons les propositions suivantes :

(∀x ∈ F ) ((P (x) ou Q(x))et
(∀x ∈ F, P (x)) ou (∀x ∈ F,Q(x))Dire si 
es deux propositions sont vraies ou fausses dans notre 
as de �gure. Représenterdans F 
omment on verrait le fait que 
es propositions soient vraies. Sont-elles équivalentes ?Re
her
her éventuellement les relations logiques qui les lient.Exer
i
e 47. É
rire les négations logiques des propositions suivantes :1. " Tous les hommes sont mortels. "2. " Tout intervalle de R 
ontient un élément de l'intervalle [0, 1]."3. ∀p ∈ N, ∀n ∈ Z, p ≤ n.4. ∀x ∈ R, x < 1 ⇒ x2 < 1.Exer
i
e 48. Soit E un ensemble et A et B deux parties de E. A quelle(s) proposition(s)
i-dessous 
orrespond l'assertion "A ⊂ B" ?1. ∀x ∈ A, x ∈ B.2. ∀x ∈ E, (x ∈ B ⇒ x ∈ A).3. ∀y ∈ E, (y ∈ A ⇒ y ∈ B).4. (∀x ∈ E, x ∈ A) ⇒ (∀x ∈ E, x ∈ B).Exer
i
e 49. Démontrer la propriété suivante par l'absurde :"Tout entier de 
arré impair est impair".Exer
i
e 50. Soit n un entier. Énon
er et démontrer la 
ontraposée de l'impli
ation suivante :" Si n2 est impair, alors n est impair."A-t-on démontré l'impli
ation ?Exer
i
e 51. Le but de 
et exer
i
e est de démontrer par 
ontraposition la propriété suivante,pour n ∈ N× :"Si l'entier n2 − 1 n'est pas divisible par 8, alors l'entier n est pair".8



1. É
rire la propriété 
i-dessus sous la forme d'une formule mathématique.2. É
rire la 
ontraposée de la formule donnée à la question 1).3. En remarquant qu'un entier impair n s'é
rit sous la forme n = 4k+ r, ave
 k ∈ N et r ∈ 1, 3(à justi�er), prouver que la formule de la question 2) est vraie.4. A-t-on démontré la propriété de l'énon
é ?Exer
i
e 52. Soient Pn la propriété "9 divise 10n − 1" et Qn la propriété "9 divise 10n + 1", où
n ∈ N.1. Montrer que Pn ⇒ Pn+1 et Qn ⇒ Qn+1.2. A-t-on "∀n ∈ N, Pn" ?"∀n ∈ N, Qn" ?

9


