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Exerie 1. Montrer en utilisant des quanti�ateurs que :
lim

x−→0
x2 = 0Exerie 2. Quelle est la limite ℓ en +∞ de la fontion suivante :
x

x+ 1
.Soit ε > 0, déterminer A tel que

x > A =⇒ |f(x)− ℓ| ≤ εExerie 3. Déterminer les limites suivantes :
lim

x−→0

⌊

1

x

⌋

, lim
x−→0

x

a

⌊

b

x

⌋

, lim
x−→0

x2

⌊

1

x

⌋

,où (a, b) ∈
(

R×
+

)2.Exerie 4. Déterminer la limite suivante :
lim

x−→0

sin (x log x)

xExerie 5. Déterminer les limites suivantes, lorsque elles-i existent :1. lim
x→+∞

x cos ex
x2 + 12. lim

x→+∞
ex−sin x3. lim

x→+∞
xE

(

1

x

).4. lim
x−→+∞

(

x+ 1

x− 3

)x. 1



5. lim
x−→0

(log (1 + x))
1

log xExerie 6. Montrer que toute fontion f périodique qui admet une limite �nie en +∞ estonstante.Exerie 7. Soit f une fontion dé�nie sur R+ roissante telle que la suite (f(n))
n∈N

divergevers +∞. Montrer que
lim

x−→+∞
f(x) = +∞Exerie 8. Montrer que la fontion cos 1

x
n'admet pas de limite en 0.Exerie 9. Soit f une fontion dé�nie sur [−1; 1] telle que :

lim
x−→0

f(x) = 0, lim
x−→0

f(2x)− f(x)

x
= 0Montrer que

lim
x−→0

f(x)

x
= 0Exerie 10. Soit f : R× 7→ R dé�nie par

f(x) = x2 sin

(

1

x

)Comparer les limites suivantes
lim

x−→0

(

lim
h−→0

f(x+ h)− f(x)

h

)

, lim
h−→0

(

lim
x−→0

f(x+ h)− f(x)

h

)

.Exerie 11. Soient a < b ∈ R̄ et f : ]a, b[ → R une fontion roissante.Montrer que l'appliation x 7→ lim
x+

f(t) est roissante.Exerie 12. Soient f et g deux fontions dé�nies sur R, on suppose que g est périodique, que
f tend vers 0 en +∞ et f + g est roissante. Montrer que g est onstante.Exerie 13. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I, soit a ∈ I, on suppose que f admetune limite �nie en a. Montrer que f est bornée dans un voisinage de a.Exerie 14. Montrer à l'aide des quanti�ateurs que la fontion f : R 7→ R est ontinue en 1.2



Exerie 15. Soient f et g deux fontions ontinues en 1, montrer que f + g est ontinue en 1.Exerie 16. Soit f : R 7→ R ontinue et a ∈ R tel que f(a) 6= 0. Montrer qu'il existe α ∈]0,∞[tel que ∀x ∈]x− α, x + α[, f(x) 6= 0.Exerie 17. Soit f : R 7→ R une fontion ontinue telle que
lim

x→+∞
f(x) = lim

x→−∞
f(x) = +∞Montrer q'il existe x0 ∈ R tel que ∀x ∈ R, f(x) ≥ f(x0).Exerie 18. Soit f une fontion roissante dé�nie sur [a, b], qui prend au moins une fois toutevaleur omprise entre f(a) et f(b). Montrer que f est ontinue.Exerie 19. Pour x ∈ R, on pose f(x) = inf{|x− t| , t ∈]0; 1]}.1. Montrer que f est bien dé�nie.2. Montrer que pour tous (x, y) ∈ R2, on a |f(x)− f(y)| < |x− y| .3. En déduire que f est ontinue sur R.4. Déterminer l'expression de f sur haun des intervalles : ]−∞; 0]; ]0; 1]; ]1; +∞].Exerie 20. Soit f la fontion dé�nie sur R par,

f :

{

0 si x ∈ Q

1 si x ∈ R rQMontrer que f est disontinue en tout point. Que dire de la fontion f ◦ f .Exerie 21. Montrer que l'appliation dé�nie sur R par :
f :

{

x− 1 si x ∈ Q

x+ 1 si x ∈ RrQest bijetive et disontinue en tout point de R.Exerie 22. Soit g : R 7→ R une fontion ontinue véri�ant g(0) = 0 et :
∀x ∈ R, g(x) = g

(x

2

)Montrer que :1. Pour tout n ∈ N, g(x) = g
(x

2

).2. Pour tout x ∈ R, g(x) = 0.Exerie 23. Soit f une fontion ontinue sur R. Les propositions suivantes sont elles vraies oufausses ? 3



1. L'image par f d'un intervalle ouvert est un intervalle ouvert.2. L'image par f d'un segment est un segment.3. L'image par f d'une partie bornée est bornée.Exerie 24.1. Soient I un intervalle de R, g, h deux fontions ontinue sur I telles que :
∀x ∈ I, (g(x))

2
= (h(x))

2 6= 0Montrer que g = h ou g = −h.2. Soit f : R 7→ R ontinue telle que
∀x ∈ R, f (|x|) = |f (x)| > 0Montrer que f est paire.Exerie 25. Soient f et g dé�nies et ontinues sur I, montrer que inf(f, g) et sup(f, g) sontontinues sur I.Exerie 26. Soit f une appliation ontinue et injetive sur un intervalle I. Montrer que f eststritement monotone.Exerie 27. Soit f une appliation ontinue sur I. Montrer que l'image par f d'un intervalleompris dans I est un intervalle.Exerie 28. Soit f : [0, 1] 7→ [0, 1] une fontion ontinue telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Onsuppose de plus qu'il existe n ≥ 2, tel que fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f(x) = x, ∀x ∈ [0, 1]. Montrer que fest injetive, puis stritement roissante, en�n aratériser f .Exerie 29.Soient a un réel stritement positif et f ontinue telle que

∀ (x, y) ∈ R2, |f(x)− f(y)| ≥ a |x− y| .Montrer que f est bijetiveExerie 30. Soit f, g : [0, 1] 7→ [0, 1] ontinue telles que f ◦ g = g ◦ f . On souhaite montrer qu'il
∃x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) = g(x0).1. On suppose que la fontion f − g ne s'annule pas. Montrer que l'on peut supposer que

∀x ∈ [0, 1], f(x)− g(x) ≥ m, où m est un réel stritement positif.2. Montrer que pour tout n ∈ N on a ∀x ∈ [0, 1], fn(x) − gn(x) ≥ nm, où fn = f ◦ f ◦ f . . . f .3. Conlure. 4



Exerie 31. On onsidère la fontion f dé�nie sur ]0, π
2

] par f(x) = 1

x sinx
.1. Montrer que f est ontinue sur I puis qu'elle établit une bijetion de I sur l'intervalle

J =
[

2

π
,+∞

[.2. Soit f−1 la fontion réiproque de f . Est-elle ontinue ? Caluler f−1( π

2
√
2
.Exerie 32. Montrer que la fontion f dé�nie sur ]− 1, 1[ par

f(x) =
x

1− x2est bijetive. Expliiter f−1(y).Exerie 33. Soit f la fontion dé�nie sur l'intervalle [−1,+∞[ par f(x) = x+ 2

x3 + 2x+ 4
.1. Montrer que f est ontinue, puis que f est bijetive sur un ensemble que l'on déterminera.2. Caluler f−1(1) et f−1(1/2).Exerie 34. Peut-on onstruire un homéomorphisme de R dans R×.Exerie 35. Soit f : R 7→ R dé�nie par f(x) = x5 +x− 1. Montrer que f est bijetive. On note

f−1 sa réiproque. Résoudre l'équation
f−1(x) = f(x).On pourra utiliser (après l'avoir justi�é) l'équivalene suivante : f ◦ f(x) = x ⇐⇒ f(x) = x.Exerie 36. Montrer que x 7→ √

x est uniformément ontinue sur R. La fontion f dé�nie sur
R+ par f(x) = √

x (3−√
x) est-elle uniformément ontinue ?Exerie 37. Soient A un réel non nul et f une fontion uniformément ontinue sur haun desintervalles suivants ]−∞,−A], [−A,A] et [A,+∞[. Montrer qu'elle est uniformément ontinue sur

R.Exerie 38. Soit f une fontion uniformément ontinue sur R, montrer qu'il existe des onstantes
a et b stritement positives telles que :

∀t ∈ R, |f(t)| ≤ a · |t|+ b.Exerie 39. Donner un exemple de fontion f : R 7→ R telle que f est uniformément ontinue,bijetive et f−1 n'est pas uniformément ontinue.5


