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Exerie 1. Soit N un entier naturel non nul.1. Soit n = log2N et n′ = logeN . Montrer qu'un algorithme en O(n) est aussi en O(n′)et réiproquement.2. Quelle est la omplexité de l'addition modulo N , 'est à dire l'algorithme qui prenden entrée (A,B) ave 0 ≤ A < N , 0 ≤ B < N et retourne C tel que 0 ≤ C < N et

C ≡ A+B (mod N) ? Quelle est la omplexité de la multipliation modulo N ?3. Le hi�rement a�ne envoie x ∈ Z/NZ sur ax + b où a, b ∈ Z/NZ. Quelle est laomplexité de et algorithme de hi�rement ?4. Le hi�rement de Hill envoie x ∈ (Z/NZ)ℓ sur xM où M ∈ GLℓ(Z/NZ) ave ℓ unentier naturel non nul. Quelle est elle de et algorithme de hi�rement ?5. Le hi�rement par déalage envoie x ∈ Z/NZ sur x + k où k ∈ Z/NZ. On disposed'un ouple (m, c) message lair, message hi�ré orrespondant, pour e hi�rement.On souhaite retrouver la lef de hi�rement. Quelle est la omplexité dans le pire asde l'attaque naïve par reherhe exhaustive ? Quelle est elle de l'attaque � intelli-gente � ?Exerie 2. On se plae dans Z/23Z.1. Caluler 27 et 38 par l'algorithme d'exponentiation modulaire.2. Combien avez-vous e�etué de multipliations modulaires dans haun des as ? Dansle as général, ombien faut il de multipliations modulaires pour aluler ak dans
Z/NZ ave k en entier non nul de ℓ bits et N un entier naturel non nul.Exerie 3. Montrez qu'il existe une in�nité de nombres premiers de la forme 4n+ 3.Exerie 4. Montrez qu'un entier est divisible par 4 si et seulement si le nombre formépar ses deux derniers hi�res dans son ériture déimale est divisible par 4.Exerie 5. Trouvez le pgd et une relation de Bezout pour les ouples (a, b) suivants :

(34, 21), (136, 51), (481, 325), (8771, 3206)1



puis répondez aux questions1. a est-il inversible modulo b ? Si oui quel est son inverse ?2. b est-il inversible modulo a ? Si oui quel est son inverse ?Exerie 6.1. Quels sont les inversibles de Z/4Z, Z/6Z, Z/12Z ?2. Si p est premier, quels sont les inversibles de Z/p2Z ?Exerie 7. Résoudre les équations suivantes :1. 2x = 37 dans Z/21Z,2. 5x = 15 dans Z/25Z,3. 3x = 7 dans Z/18Z.Expliitez la résolution générale de l'équation ax = b dans Z/cZ.Exerie 8. Résoudre les systèmes d'équations :
(a)

{

x+ y = 6

2x− y = 8
, x, y ∈ Z/11Z (b)

{

3x+ 17y = 9

9x+ 6y = 6
, x, y ∈ Z/51Z.Expliitez les opérations transformant un système linéaire en un système équivalentlorsque les oe�ients sont dans un anneau A (ommutatif unitaire).Exerie 9. Résoudre dans Z

{

2x ≡ 37 (mod 5),

3x ≡ 48 (mod 7).Exerie 10. Théorème hinois1. Soit a, b ∈ Z premiers entre eux. On onsidère l'appliation suivante :
Φ Z/abZ −→ Z/aZ× Z/bZ

x mod ab 7−→ (x mod a, x mod b)Montrer que Φ est un isomorphisme d'anneaux.2



2. Expliiter Φ−1.Exerie 11.Soit c ∈ Z, montrer que 1
24
(c6 + 3c4 + 12c3 + 8c2) est un entier. (Indiation : Montrerque si c est un inversible de Z/8Z alors c2 = 1.)Exerie 12. Indiatrie d'EulerSoit ϕ la fontion indiatrie d'Euler dé�nie sur N par

ϕ(n) = |{k ∈ N tel que 1 ≤ k ≤ n et pgcd(k, n) = 1}|1. Montrer que ϕ(n) est le ardinal de (Z/nZ)∗.2. Soit p un nombre premier et k ∈ N. Caluler ϕ(p) et ϕ(pk).3. Se servir du théorème hinois pour établir que si
n =

r
∏

i=1

peiiest la déomposition en produit de fateurs premiers de n on a
ϕ(n) =

r
∏

i=1

(pi − 1)pei−1
i = n

r
∏

i=1

(

1−
1

pi

)

.

Exerie 13. Le groupe (Z/pqZ)×Soit p et q deux nombres premiers distints et n = pq.1. Déterminer les inversibles de Z/nZ.2. Caluler l'ordre du groupe (Z/pqZ)×.3. Faire le lien ave l'indiatrie d'Euler.Exerie 14. Ordre d'un élément1. Si xa = 1 pour un entier naturel a et un élément x de (Z/nZ)×, montrer que l'ordrede x divise a.2. Montrer que pour tout x de Z/pZ on a xp = x.3. Montrer que pour tout x de (Z/nZ)× on a xφ(n) = 1.4. En déduire une façon de aluler l'inverse de x dans (Z/nZ)×, qui ne fasse pas appelà l'algorithme d'Eulide étendu. Appliation : alul de l'inverse de 7 dans (Z/15Z)∗.3



Exerie 15. Un multiple de 633 (DS 2010)Le but de l'exerie est de trouver un multiple de 633 dont l'ériture en base 10 neomporte que des 3.1. Soit b ∈ N\{0, 1}, donner la dé�nition de l'ériture en base b d'un entier naturel.2. Soit n un entier naturel non nul dont l'ériture en base 10 ne omporte que des 3.Montrer que n s'érit :
3

(

10k+1 − 1

9

)pour un entier naturel k.3. En déduire que n est un multiple de 633 si et seulement si 10k+1 ≡ 1 (mod 211).4. Montrer que 211 est premier. En déduire un entier n onvenable.5. Adapter ette méthode pour trouver un multiple de 561 dont l'ériture déimale neomporte que des 3.
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