CONTRE-EXEMPLE A LA CONJECTURE DE LA SECTION PRO-p
(D’APRES YUICHIRO HOSHI)

ANNA CADORET

Cet exposé est un compte-rendu de larticle de Hoshi [H10]. A certains endroits, j’ai un peu
simplifié 'argument quitte & modifier légerement les énoncés des théoreme 2.2 et lemme 3.2. Cela
permet notamment de montrer que si p est un nombre premier régulier, pour toute extension finie k
de Q((p), non ramifiée en dehors des places de caractéristique résiduelle # p et de degré une puissance
de p, (la compactification lisse de) toute courbe hyperbolique définie sur k et ayant bonne réduction
en les places de k de caractéristique résiduelle # p viole la conjecture de la section pro-p (quitte a
remplacer k par une extension finie explicite).

1. LA CONJECTURE DE LA SECTION PRO-X

On note P I'ensemble des nombres premiers.

Soit k un corps de caractéristique 0, k < k une cloture algébrique de k et I';, son groupe de Galois
absolu. Soit également X un schéma de type fini, géométrigement connexe sur k et T un point
géométrique de Xz := X Xy, k. La suite de groupes fondamentaux induite par Xz — X — spec(k) est
alors une suite exacte courte

(X/P) 1 = m(X57Z) = m(X;7) = Ty — L

Etant donné un sous-ensemble fini non vide ¥ de P, on note 71 (X7; ) — 7 (X5 7)*) la complétion
pro-3 de 71(X%; 7). Par définition K (X7, Y) = ker(m (X5 T) — m1 (X5 7)) est un sous-groupe
caractéristique de 71 (X+; ) donc, en particulier, distingué dans 71 (X ;) et on peut poser

m(X; )P = m (X T) /K (X, ).

En prenant le quotient de (X/P) par K (X7, ), on obtient un épimorphisme de suites exactes courtes

(X/P) 1 —— m (X3 7) m(X; ) Ly 1
(X/%) 1 —=m(Xp7)®) —m(X; )P —Tp —1

Notons S(X/X) I'ensemble des sections de (X/X) modulo conjugaison intérieure par les éléments de
(X7 7). Si ) # X C ¥ C P, on obtient par fonctorialité du 71 (—), le diagramme commmutatif:

S(X/%) — S(X/¥) —= S(X/P)
X (k)
Sous sa forme la plus élémentaire, la conjecture de la section pro-3 peut alors sénoncer comme suit.

Conjecture 1.1. (Section pro-X) Soit k un corps de type fini sur Q et X une courbe propre, lisse et
géométriquement connexe sur k de genre > 2. Alors l’application:

X (k) — S®(X/k)

est bijective.
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Pour ¥ = P, cette conjecture est due a Grothendieck [Gr83|.

Remarque 1.2. (1) Linjectivité dans la conjecture de la section est connue. Considérons la suite exacte courte
abélianisée
(X/ab) 1= m(XpT)™ = m(X;7) - Ty — 1.
obtenue en quotientant (X/P) par le sous-groupe dérivé (caractéristique) m1(Xz;Z)" de m1(X%; 7). Pour |Z| > 2,
Pargument, du & Grothendieck, est élémentaire et montre en fait que Jx (k) s’injecte déja dans S(X/ab). En
effet, suposons = € X (k) et considérons le plongement associé de X dans sa jacobienne Jx. Celui-ci induit un
isomorphisme I'x-equivariant de groupe profinis
™ (X5 )™ = 1 (Jxp;0)
On a également un isomorphisme canonique de I'p-modules
U (JX;v 6) = T(JX)7

ou T'(Jx) désigne le module de Tate de Jx. Comme (X/ab) est de noyau abélien, ’ensemble S(X/ab) est
en bijection avec H'(k, T (X% 7)) = H'(k,T(Jx). Par ailleurs, on dispose de deux applications canoniques
Jx (k) — H'(k, T(Jx), I'une induite par la fonctorialité du 71(—) et autre en prenant la limite projective des
premiers connectants &, : Jx (k) — H'(k, Jx[n]) des suites exactes longues de cohomologie associées aux suites
exactes courtes de Kummer

0 — Jx(F)[n] — Jx (k) W Jx (k) — 0.

Ces deux applications coincident et le noyau de la seconde est le plus grand sous-groupe X-divisible de Jx (k),
lequel est trivial par Mordell-Weil dés que |X| > 2. (Cf. paragraphe 3.4.1 pour plus de détails). Pour |X| =1,
Pargument est du & Mochizuki [M99], qui montre plus généralement U'injectivité dans la conjecture de la section

pour ¥ = {p} et k sub-p-adique i.e. sous-corps d’une extension de type finie de Q,.
(2) On peut également formuler une variante birationnelle de la conjecture de la section pro-X en remplacant la
suite exacte courte (X/P) par la suite exacte courte de Galois usuelle

1— FEI%(X) — Fk(X) —TI'y — 1).
Dans ce contexte, la conjecture de la section pro-X a été montrée par Koenigsman [KO05] pour ¥ = P et k

p-adique. Ce résultat a ensuite été étendu par Pop [P10] pour ¥ = {p} et k p-adique. Ces résultats suggérent
que la conjecture 1.1 pourrait également étre vérifiée pour un corps de base p-adique.

Au vue du théoreme de Faltings-Mordell, 'injectivité dans la conjecture de la section motive la con-
jecture de finitude suivante.

Conjecture 1.3. (Finitude des sections pro-X) Soit k un corps de type fini sur Q et X une courbe
propre, lisse et géométriqguement connexe sur k de genre > 2. Alors

1S (X/k)| < 4o0.

Hoshi donne des contre-exemples aux conjectures 1.1 et 1.3 (et a leurs variantes affines) pour ¥ = {p}
et k un corps de nombres ou k p-adique. Ce sont ces résultats que je vais décrire maintenant. Pour
simplifier 'exposition, je me limiterai au cas ou X est propre et k un corps de nombres.

2. ENONCE

A partir de maintenant, étant donné un corps k, une k-courbe signifiera une courbe séparée, lisse
et géométriquement connexe sur k. Rappelons qu'une k-courbe X est dite hyperbolique si les trois
conditions équivalentes suivantes sont vérifiées:

(i) Si gx est le genre de la compactification lisse de X et rx le degré du diviseur a l'infini, alors

29x —2+1rx > 0;

(ii) Autz(X7) est fini;
(iii) Le centre de 71 (X%) est trivial.

On se fixe une cloture algébrique Q de Q et, étant donné un nombre premier p, ¢, € Q une racine
primitive p-itme de p. Notons Q“"? la sous extension galoisienne maximale pro-p de Q((y) — Q
non-ramifiée au-dessus des places de caractéristique résiduelle différente de p.

Soit maintenant Q(¢,) — k — Q"™ une sous-extension finie, U une k-courbe hyperbolique ayant
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bonne réduction au-dessus des places de caractéristique résiduelle différente de p et X la compactifi-
cation lisse de U sur k. Supposons que U possede un point k-rationnel zx.

Théoréme 2.1. Supposons p régulier. Alors, si gx > 2 il existe une sous-extension finie k — k' —
QP telle que, pour toute sous-extension finie k — k' — QY l’application

X(K) = S(Xw/{p})
n’est pas surjective.

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, supposons de plus que H' (T, Ty(Jx)) est infini,
il existe alors une sous-extension finie k — k' — QU"P telle que [’ensemble

S(Xw/{p})
est infini.

Remarque 2.3. (1) Un nombre premier p est régulier si p > 3 et p ne divise pas le nombre de classes de Q((p).
Cette hypotheése va intervenir via le résultat de cohomologie galoisienne suivante, du & Shafarevich [Sh64]

Lemma 2.4. Sip est un nombre premier régulier, le groupe de Galois Gal(Q*"P|Q((p)) est un pro-p groupe
libre.

Comme tout sous-groupe fermé d’un pro-p groupe libre est encore de type fini [RiZ00, Cor. 7.7.5], on déduit
immédiatement du lemme 2.4 que si p est un nombre premier régulier et Q((p) — k — Q""? est une sous-
extension finie alors Gal(Q""?|k) est encore un pro-p groupe libre.

3,5,7,11,13,17,19, 23, 29 sont réguliers mais on ne sait pas s’il existe ou non une infinité de nombres premiers

réguliers.

(2) L’hypothése que U a bonne réduction au-dessus des places de caractéristique résiduelle différente de p signifie
que pour une telle place s € spec(Og), on peut trouver une courbe propre et lisse X — spec(Oy) et un diviseur
D C X étale sur spec(Og) tels que Xy \ Dy ~ U. Sous cette hypothese, il résulte de [SGA1, XIII] qu’on a un
isomorphisme de spécialisation

sps : m (Ug)® — m1 (X5 \ Ds)®

compatible avec 71 (U) D Ds — Fk(s) := D;/Is, ou D; et I, sont les sous-groupes de décomposition et d’inertie
de s dans 71 (U) respectivement. En particulier, I, agit trivialement par conjugaison sur m1(Uz). Ce résultat
montre en particulier que tout revétement étale V — U tel que Vz — Uy est galoisien de degré une puissancede
p a également bonne réduction au-dessus des places de caractéristique résiduelle différente de p.

(3) Un exemple de courbe U vérifiant les hypotheses des théoréme 2.1 et 2.2 (pour p > 7) sur k = Q(¢p) est donné
par la courbe de Fermat que 1’on peut voir comme un revétement 7, =z’ +y? =1 — T de T = P! \ {0, 1, +o0}.
Ce revétement est galoisien, de genre W et de groupe Z/p x Z/p. Puisque T a bonne réduction au-dessus

des places de caractéristique résiduelle différente de p, la courbe F, aussi. Enfin, le fait que Hl(Fk,Tp(JJ:p))

soit infini résulte du fait que, pour p > 7, le rang de J, (k) est > 0 [GR78] (et de Mordell-Weil).

(4) L’hypothése H' (T, Tp(Jx)) est en particulier vérifiée lorsque Jx (k) est de rang > 0 (cf. paragraphe 3.4.1.2).

La fin de I'exposé est consacré aux preuves des théoremes 2.1 et 2.2.

3. PREUVE

3.1. Notations. Notons G := 'y, Q := Gal(Q""P|k) et r : G — @ le morphisme de restriction
canonique. Fixons un point géométrique = de Uy associé a x € XU (k) et notons encore T les points
géométriques induits sur Xz, J Xp U, X et Jx. Pour O=U, X, Jx, notons

Ag = m (Og T)P);
Iy := m (0 7) P

Par fonctorialité du m1(—) et de la completion pro-p, le diagramme de schémas

spec(Q) —— UC X s Jy
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(ou ¢z : X — Jx est 'immersion fermée induite par z € X (k)) induit des épimorphismes de suites
exactes courtes

(1) 1 Ay i G 1
1 Ay My G 1
1—=Ay I, G 1

Pour 0 =U, X, Jx, la suite exacte courte ((J/{p}) induit une représentation
po: G — Out(AD),

ou Out(Ag) := Aut(Apg)/Int(An) est le groupe des automorphismes extérieurs de A. Pour O =
T,U, X, le centre de A est trivial (hypothese 1.) donc Out(An) apparait comme le quotient

1 —- A — Aut(Ag) — Out(An) — 1.
A Topposé, A, est abélien donc Aut(A, ) = Out(Ay,).
3.2. Les groupes Hg. Le point clef de la preuve de Hoshi consiste & 'remplacer’ () par G dans le

diagramme (1) afin d’exploiter que, sous I’hypothese p régulier, ) est un pro-p groupe libre. Cela
repose sur le lemme suivant.

Lemma 3.1. Quittes a remplacer k par une sous-extension finie k — k' — Q""" on peut supposer
que pour 0 =U, X, Jx, la représentation po : G — Out(An) se factorise via

G —Zout(Ap)
ri rO
Q

3.2.1. O=U,X. On définit Hg comme le produit fibré

Aut(Ag) —— Out(Ap)

e

e Q

Les morphismes IIg — Aut(Ag) et lIgp — G % Q) définissent un unique morphisme Ilg — HQ;
N k
on vérifie sans difficulté qu’on a un épimorphisme de suites exactes courtes

(O/{p}/Q) 1 An e Q 1
bo }r
(0/{r}) 1 Ag I Q 1,

ou le carré de droite est cartésien.
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3.2.2. O = Jx. On pose cette fois-ci H?X = H?(/A’X. L’épimorphisme IIx —» H?( —» H?X passe au
quotient en un épimorphisme II;, (= IIx /A’y ) — H?X et, 1a encore, on vérifie sans difficulté qu’on a
un épimorphisme de suites exactes courtes

Ux/{p}/Q)  1—=A, —=TF —=Q——1
b e )
(Jx/{p}) 1 AJX HJX - Q —1,

ou le carré de droite est cartésien.

3.3. Relations entre les différents ensembles de sections. On notera que pour 1 = U, X, Jx,
le groupe Hg est un pro-p groupe.
(1) Les morphismes de suites exactes courtes
(UAp}) = (XHAp}) = (Ix/{p})

et

U/Ap}/Q) = (X/{p}/Q) = (Jx/{p}/Q)

induisent respectivement des applications

SWU/Ap}) = S(X/{p}) = S(Ix/{p})
et
SWUNp}/Q) = S(XHp}/Q) = S(Jx {pr}/Q)
(2) Par ailleurs, comme les carrés
IIg—G
| o )
Hg — Q)
sont cartésiens, pour toute section sg € S(O/{p}/Q) les morphismes Idg : G — G et sg or:

G — Hg définissent un unique morphisme s : G — IIg, qui est automatiquement une section
de (IIg/{p}). On a donc également une application

S(O/Ap}/Q) — S(O/{p}).
Et pour 0= Jx, on a

Lemma 3.2. L’application

S(Ux/{py/Q)=S(Jx/{pr})

est bijective.
On peut alors déduire du lemme 3.2 ’énoncé suivant, qui est le coeur de I'article d’Hoshi.

Théoréme 3.3. Supposons de plus p régulier. Alors, l’application

SWUNAp}) = S(x/{p})

est surjective.

Preuve. On a le diagramme commutatif suivant

S(Wx /H{p}y) —= S(Ux/{p}/Q)

T !

S(U/p}) =—5SWU/{p})/Q)
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ou, d’apres le lemme 3.2, la premiere fleche horizontale est bijective. Pour montrer que la fleche
verticale de gauche est surjective il suffit donc de montrer que la fleche verticale de droite l'est.
Comme @ est un pro-p groupe libre et Hg est un pro-p groupe, toute section SC}X € S(Jx/{p}/Q)

admet un relevement

Q
@
U \Ls?x
Q g Q
HU HJX

et celui-ci est est automatiquement une section de (U/{p}). O

3.4. Conclusion des preuves des théoremes 2.1 et 2.2.

3.4.1. Description de Jx (k) — S(Jx/{p}).
3.4.1.1. Sections des suites exactes courtes de noyau abélien. La suite exacte courte (Jx/{p}) étant de
noyau abélien, I'’ensemble S(Jx /{p}) est classifié par H' (G, Ax). Plus précisément, la section sq : G —
II;, induite par la section zéro sur Jx munit A, d’une structure de G-module et I'application qui a
une section s : G — I1;, de (Jx/{p}) associe la classe dans H!(G, A, ) du 1-cocycle s —sq : G — Ax
passe au quotient par Int(A;, ) en induisant une bijection
S(x/{p})>HY(G, Ayy).

On en déduite donc une premiere application

¢ Jx(k) = S(Jx/{p})>H (G, Ayy)

3.4.1.2. Premier connectant de la suite exacte courte de Kummer. Pour tout entier n > 1, la suite
exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte de G-modules (dite 'de Kummer’)

0 = Jx(®)[p"] = Jx(®) B ax(®) =0
induit au niveau du premier connectant une suite exacte
0 — p"Jx (k) — Jx(k) % HYG, Jx (k)[p")

et, en passant a la limite projective sur n, une suite exacte

0 — (P Jx (k) = Jx(k) 5 HY(G, Tp(Jx))(= lim HY(G, Jx (k) [p"])).

3.4.1.3. Comparaison. Modulo l'identification canonique de Ay, et T,,(Jx) comme G-modules, on a
Lemma 3.4. Les morphismes c, kp~ : Jx(k) — HY(G, T,(Jx)) coincident.

Preuve. 11 suffit de revenir & la définition/construction des morphismes ¢ et kp~. Pour x € Jx(k),

notons Fx le foncteur fibre en T : spec(k) — Jx sur la catégorie des revétements étale de Jx et fixons
un systeme projectif
z = (N)n>0 € lim Fz([N]).
Alors kpe () est la classe de cohomologie du cocycle
Fk — Tp(J X)
oz — (Jl'pn — 55p”)n20~
Par ailleurs, la section s¥ : Ty — 71 (Jx;T) = Aut(Fy) associée & x € Jx (k) est définie par
s2(0)((yn)nz0) = (“yn) N0
pour (yn)n>o0 € limFg([V]) (rappelons que les ([N] : Jx_ — Jx_)n>0 forment un systeéme cofinal
parmi les revétements galoisiens de J XE)' De plus, z définit un chemin étale oy, : F;—Fz de 0 a  par
az([N]): F5([N]) = Fs([N]) , N=1
YN — YN tIN
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La section s, 1= az 0 s§ o ay ' : Ty — m1(Jx;0) correspondante est donc définie par

sz(0)((yn)n>0) = (Tyn + 2N =7 TN)N>0
pour (yn)n>o0 € 1<i£1F5([N]). La classe de cohomologie du 1-cocycle sg — 55 : I'y, — wl(JXE;G) —- Ay,

est donc Kpeo (). O

Dans ce qui suit, rappelons que k est une sous-extension finie Q((,) — k — Q""P.

3.4.2. Fin de la preuve du théoréeme 2.2. Cela résulte immédiatement du théoreme 3.3 et du fait que
S(Jx/{p}) = HY(G,T,(Jx)) est infini par hypothése.

3.4.3. Fin de la preuve du théoréme 2.1. Cela résulte des deux observations suivantes:

(1) [izg(X (k) N JIx (k)tors| < +o00 (Manin-Mumford [R83]);
(2) Jx(k)[p>] = Jx(Q""P[p=°]) (lemme 3.1).
En effet, celles-ci montrent qu’on peut toujours trouver une sous-extension finie k < k' < Q" et

y € J(K')[p™] tel que, pour tout z € i, (X (k)) N Jx (k)tors On &
up(Iy)]) > vp(I(2)])-

Mais alors la section s, : G — II;, de (Jx/{p}) ne peut provenir d'un point 3y € X (k). Sinon
Sy — Si,(y) Serait dans

ker () = €P) Jx (k)[a™),
qF#p
qui est fini d’ordre premier & p par Mordell-Weil. Cela imposerait v,(|(y)|) = vp(|(iz(y))])-

3.5. Preuve des lemmes 3.1 et 3.2. Dans les deux cas, il s’agit de montrer qu'un morphisme de
groupe profini
a:G—=T

se factorise via r : G — @ (pour le lemme 3.1, @ = pg : G — Out(Ap) et pour le lemme 3.2, « = oo,
ou o : G — I, est une section de (Jx/{p}) et g : II;, — H?X est le morphisme canonique). Par
définition de r : G — @, il suffit de montrer que

(i) im(«) est un pro-p groupe;

(ii) Pour toute place s de k de caractéristique résiduelle # p, le groupe d’inertie I; de s dans G est
dans le noyau de a.

3.5.1. Fin de la preuve du lemme 3.1.
3.5.1.1. Reduction au cas ou [ = U. Etant donné un morphisme de suites exactes courtes

1 A—sll—>G—>1
- b
|l —> A ——>T—G—>1

on ne peut pas, en général, comparer les représentations extérieures induites p : G — Out(A) et
p': G — Out(A’). Cependant, si « : A — A’ est surjective, on a ker(p) C ker(p’) donc, dans notre
cas, le diagramme commutatif suivant

im(py) —= im(px) —=im(pJy ).

G

11 suffit donc de montrer que py : G — Out(Ay) se factorise via r: G — Q.
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3.5.1.2. Preuve de (i). Cela résulte du fait général suivant.

Lemma 3.5. [RiZ00, Lemme 4.55]Soit ' un pro-p groupe de type fini. Alors le noyau du morphisme
de groupes profinis
I' — Aut(T” ®z, Z/p)

est un pro-p groupe.
Dans notre cas, A% est une extension (scindée) de G-modules
0—Z,(1)" ' = A% = Ay, =0
donc, en tensorisant par Z/p, on obtient une extension
0= Z/p(1)"~" = AY @z, Z/p — Jx[p](k) = 0

Comme (, € k, G agit trivialement sur Z/p(1)"~!. Par ailleurs, comme Jx a bonne réduction en les
places s de k de caractéristique résiduelle # p, on a Jx[p](k) = Jx[p](Q“"?). Donc, quitte & remplacer
k par la sous-extension finie k — k' — Q""" obtenue en adjoignant & k les corps de définitions des
points de p-torsion de Jx on peut supposer que im(py) est un pro-p groupe.

3.5.1.3. Preuve de (ii). Cela résulte de la remarque 2.3 2.

3.5.2. Fin de la preuve du lemme 3.2. On se fixe une section o : G — Il 7, de (Jx/{p}) et on introduit

les notations
AN

1——= Ay, My, —=G 1
o Pix
1—Ay 5, Q 1.

Il faut montrer que foo : G — H?X se factorise via

e
Q

Le morphisme 7 : Q — H?X est alors automatiquement une section de (Jx/{p}/Q) et on vérifie
facilement que la fleche o — @ fournit un inverse de S(Jx/{p}/Q) — (Jx/{p}).

3.5.2.1. Preuve de (i). C’est immédiat puisque H?X est un pro-p groupe.

3.5.2.2. Preuve de (ii). Soit s une place de k de caractéristique résiduelle # p, Is un groupe d’inertie
de s dans G et Dg le groupe de décomposition qui le contient. Par définition de r : G — @, on a
Boao(ls) C ker(p?x) = Ay, donc o s se restreint en un morphisme

Bos:Is— Ay,
Ds-equivariant pour les actions suivantes
DSXIS — IS, DSXAJX — AJX
(w,0) = wu ' (u,7) — Bos(u)yfos(u)~h.
Comme Aj, est un pro-p groupe commutatif, o s : Iy — Ay, se factorise en un morphisme Dj-
équivariant
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Notons ¢ € Ds/Is = Ly =~ Z un générateur. Comme Jy a bonne réduction en s, I agit trivialement

sur Ay, et ¢ opere sur Ay, avec des valeurs propres de module |k:(s)\% [D70]. Par ailleurs, I agit

, . b . L R b
également trivialement sur Is(p ) mais, cette fois-ci, ¢ opére sur Is(p )b avec des valeurs propres de

module |k(s)| (e.g. [S68]). Donc 3 o s est le morphisme trivial.
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