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Exercice 1 — Appliquons l'algorithme du pivot de Gauss a la matrice (A|B)
concaténée de A et B.

5 1 3 -1 5 1 3 -1 5 1 3 -1
-5 —1 1 5 -1 0 4 4 2 -1 -9 -10
10 1 -3 —-12 2 -1 -9 -10 -1 0 4 4

Pour passer de la seconde a la troisiéme matrice, on a échangé les lignes 2 et 3,
c’est-a-dire qu’on a multiplié & gauche par la matrice de permutation

100
P=Pyy =10 0 1
010
On obtient donc que PA = LU ou
1 00 5 1 3
L=12 10 et U=1[10 —1 -9
-1 0 1 0 O 4

De plus, le systéme a résoudre s’écrit

Sr+y+3z=-1

—y —9z=-10
4z =4,
ce qui donne
z=1
y=-9+10=1
1
=—(-1-1-3)=-1
= )

Ainsi, AX = B si et seulement si X =*(—1,1,1).
Comme PA = LU, det Pdet A = det Ldet U = —20. Comme det P = —1, on
obtient que det A = 20.
1 00
La forme particuliére de L permet de trouver tout desuite L=' = [ -2 1 0
1 01

Quand & U1, ses colonnes sont les solutions respectives des équations UX = e,



UX = ey et UX = e3, ol ey, €3, €3 est la base canonique de Ms;(R). Il est clair
que la premiére colonne est égale a £(1/5,0,0). On trouve la seconde en résolvant

dr+y+3z2=0 z2=0
—y—92=1 qui donne y=-—1
4z =0, x=1/5
Pour la troisiéme colonne, on résout
br+y+32=0 z=1/4
—y—92=0  qui donne y=—9/4
4z =1, x=1/5(9/4 —3/4) =3/10
Finalement
1/5 1/5 3/10
Utlt=|0 -1 -9/4
0 0 1/4
On calcule enfin A~! = U~'L~'P, donc
1/10 1/5 3/10 1/10 3/10 1/5
Alt=|-1/4 -1 —-9/4|P=|-1/4 —-9/4 -1
/4 0 1/4 /4 1/4 0

Exercice 2 —
1) Comme A est a diagonale strictement dominante, A est inversible.
2) [(AX)il = |20 au X5 = | Xillai + 32, 0i;X;/Xi| (comme X # 0, alors
| X; # 0 et on peut mettre | X;| en facteur). En utilisant I'inégalité triangulaire,
((AX)i] > 1l (la] = 1) a5 X5/ X))
J#i

(ici, on utilise |z —y| > |z — |y| avec x = a;; et y = — ., a;;X;/X;). Comme
| Z#i a;; X;/Xi| < Z#i la;; X;/X;|, on obtient
(AX)i] > 1G] (lau] = Y lagllX;/XG]) = 1Xal(Jawl =) lag])
J#i j#i
puisque pour tout j, | X;/X;| < 1. Cela donne bien le résultat souhaité |(AX);| >
116 puisaue [|Xloc = X et 6 = mimaicn (ol = 32, las]).
Comme ||AX || = [(AX);], on en déduit que ||AX||e0 = /| X||oo-

3) Pour tout X € M,,;(K) non nul || X||o < §!|AX]|w. On en déduit que pour
tout Y € M,,1(K) non nul, [|A7Y | < 07H[AATYY||eo = 67|V ]| en posant
A7'Y = X. Cela montre que |||A™!||] <071

4) Si A € M,(Z), alors § € N~ {0}, donc § > 1, ce qui entraine que 6 < 1.
Ainsi, Condee(A) = [[|Allloc|[|A™[loe < [l A]]o0-



Exercice 3 -

1) La multiplication & gauche par S~ multiplie chaque ligne i par x~*. La mul-
tiplication & droite par S multiplie chaque colonne j par p/. On en déduit que le
coefficient (4, j) de ST'AS est (S7'AS);; = p/'a;;, donce sii = j, (ST'AS); = ay,
sit=j+1, (STTAS);; = ptay, sii=j—1, (STTAS);; = pa;; et dans tous les
autres cas, a;; = 0. On en déduit que ST'AS = D+ p~ 'L + pU.

2) xa(x) =det (zI + (D + L)~'U), donc

det(D + L)xq(x) = det (x(D + L) + U) = (/x)" det <\/ED + VL + %U) :

3) Si 'on remplace A par la matrice \/zD + L + U et p par 1/\/x dans la
question 1, on obtient que /xD + L + U est semblable & /zD + \/xL + \/LEU.
Ainsi,
det(D + L)xa(z) = (vVz)" det (VD + L +U)
= (vVz)"det Ddet (vl + D' (L 4+ U))

= (Vr)" det Dx; (V).
Comme det(D + L) = det D # 0, on en déduit que xo(z) = (V)" x7(v/Z).
4) Supposons que p(G) < 1. Soit alors A une valeur propre de J. Comme x;(\) =
0, I'égalité ci-dessus montre que yg(A) = 0, ce qui implique que |A| < 1. On en
déduit que p(J) < 1.

Réciproquement, supposons que p(J) < 1. Soit A une valeur propre de G. Alors
xa(A) = 0. Comme yg(z) = (V)" xs(/7), soit A = 0, soit x;(\) = 0. Dans les
deux cas, |A| < 1, puisque p(J) < 1.

On a donc démontré que p(G) < 1 si et seulement si p(J) < 1. Cela prouve que
la méthode de Gauss-Seidel converge pour tout vecteur initial si et seulement si
la méthode de Jacobi converge pour tout vecteur initial.



