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INTRODUCTION

L’origine de notre étude se trouve dans 'approximation rationnelle des nom-
bres réels algébriques. Il a été remarqué par Liouville, vers 1850, que la précision
de 'approximation rationnelle des nombres réels algébriques a une limite évidente :
si o est un nombre algébrique irrationnel de degré n, alors

(1) |a—p/q > A/q"

pour tout rationnel p/q, ou A est une constante réelle positive ne dépendant que
de a. Ce résultat fut le point de départ d’une recherche du plus grand nombre réel
positif r tel que I'inégalité

(2) |ae—p/ql <1/q"

ait une infinité de solutions rationnelles p/q. Si rg est cette borne supérieure, le
théoreme de Liouville montre que rg < n et 'approximation d’un nombre réel par
les réduites de son developpement en fraction continue montre que ro > 2. A. Thue
en 1908 [16], fut U'initiateur de cette recherche en prouvant que ro < n/2+1. Apres
les contributions célebres de Siegel et Dyson, la conclusion revint a K. Roth avec
son théoreme prouvé en 1955 [14], qui affirme que si « est un nombre algébrique
irrationel et si (2) a une infinité de solutions, alors r < 2. Ainsi rg = 2 et est
indépendant de n et de .

La théorie de I’approximation rationnelle des nombres réels algébriques a été
transposée aux corps de fonctions ([8], [4]) et c¢’est dans ce cadre que se situe notre
étude. Si K est un corps, nous considérons 'anneau K[T| des polynomes, et le
corps K (T') des fonctions rationnelles, & coefficients dans K, de la variable T'. Nous
plongeons le corps K (T') dans le corps K ((T~!)) des séries formelles de Laurent.
Sio =3 kck, arT* est un élément de K((T~1)), avec ay, # 0, nous introduisons
le degré de «, noté deg o = ko, et la valeur absolue ultramétrique |a| = |T|4°8«
et |0| = 0, avec |T'| > 1. Ainsi le corps K((T~1)) s’identifie au complété de K (T),
pour cette valeur absolue. Il a été remarqué, des 1960 [17], que le théoreme de
Roth se transpose dans ce cadre, sous réserve que ’on suppose la caractéristique
de K nulle. Dans toute cette étude nous faisons I’hypothese contraire, ¢’est-a-dire
que nous considérons que K est un corps de caractéristique p, ou p est un nombre
premier arbitraire.

En 1949, K. Mahler [7] a montré la singularité de ce cas. Il remarque que
I'analogue du théoréme de Liouville demeure : si o est un élément de K((T~1))
algébrique sur K(T'), de degré n > 1, alors

1) Je=P/QI = A/IQ

pour tout élement P/Q) de K (T'), ou A est une constante réelle positive ne dépendant
que de «a. Il souligne que ce résultat ne peut etre amélioré en général, dans le cas
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qui nous intéresse, en donnant I’exemple d’un élément o de K ((T~1)) algébrique de
degré p sur K(T'), ou p est la caractéristique de K, vérifiant |a — P,,/Qn| = |Qn|™?
pour une suite (P,/Qp)n>0 d’éléments de K (T') avec lim, |@Q,| = co. Cet élément
satisfait 1’équation algébrique o — a+1/T = 0.

Des lors il apparait que I’ analogue du théoreme de Roth est faux, ou plus
précisement que certains éléments y font exception. Ceci nous conduit, afin de
mesurer la qualité de 1’approximation rationnelle d’un élément de K ((7T1)), &
introduire les définitions suivantes.

Pour z € K((T™1)) il existe un polynome y € K[T] tel que |z —y| < 1. Ce
polynome est appelé partie entiére de x, et nous noterons y = E(x). Nous notons
||z|| la quantité |z — E(z)|. Soit o un élément irrationnel de K ((T~1)). Pour tout
nombre réel p, nous définissons

Bla, ) = lim inf [Q]*]|Qal|

|Q|—o00

et 'exposant d’approximation de « est défini par

v(a) = sup{p | B(a,p) < oo}

Ces notations sont dues & B. de Mathan [9].

Nous savons que la théorie du développement en fraction continue d’un nom-
bre réel se transpose aux séries formelles. En effet, si a est un élement irrationnel de
K((T~1)), alors il peut étre développé en une fraction continue, que nous noterons
a = [ag, a1, A, ...., Gy, ...], O les quotients partiels aj sont des éléments de K|[T'] et
deg ar, > 0 pour k > 0. Si (P/Qr)r>0 est la suite des réduites de o, nous avons

o — P/Qrl = |QkQrai|™" = |ars1| tQx| ™2

Nous voyons donc que B(a, 1) < |T|7! et v(a) > 1. De plus, les meilleures approx-
imations rationnelles de a étant ses réduites, on a

v(a) = limksup deg Qk+1/deg Q.

D’autre part le théoréme de Liouville s’exprime par v(«) < n—1 si « est un élément
algébrique sur K(T), de degré n > 1. Ainsi tout élément de K ((T"!)) algébrique
sur K(T), de degré n > 1, a un exposant d’approximation v(a) appartenant a
I'intervalle [1,n — 1]. Observons que les deux bornes de cet intervalle peuvent étre
atteintes comme le montrent ’exemple d’un élément quadratique et ’exemple de
I’élément cité plus haut. En outre il est clair que

B(a,pu) =00 sip>v(a), Bla,u) =0 sip<v(a) et 0< B(a,v(a)) < oco.

On est alors conduit & se demander si I’exemple introduit par Mahler (ex-
posant d’approximation maximal) est exceptionnel. En 1975, un autre exemple fut
donné par C. Osgood [13]. En étudiant le cas K = Fy, L. Baum et M. Sweet ([1],
[2]), ont donné un nouvel exemple satisfaisant de fagon optimale le théoreme de
Liouville. Ils donnent également des exemples d’éléments non quadratiques ayant



les quotients partiels du développement en fraction continue bornés (donc v(«a) =1
et B(w, 1) > 0). Ensuite W. Mills et D. Robbins ([11]) ont remarqué que la plupart
de ces éléments étaient liés & la transformation f(X) = (AX?+ B)/(CX?+ D),
composée d’une homographie a coefficients dans K[T'| et de 'homomorphisme de
Frobenius hy(X) = X7 ol ¢ est une puissance de la caractéristique p de K. Ceci
les a conduits a introduire une méthode permettant d’obtenir le développement en
fraction continue explicite de certains éléments algébriques de K ((T~1)). Ainsi ils
donnent d’autres exemples d’éléments non quadratiques ayant les quotients partiels
du développement en fraction continue bornés, en toute caractéristique p > 2.

Il est apparu progressivement que les éléments de K ((T~1)) satisfaisant une
équation algébrique de la forme

(3) X =(AX" 4+ B)/(CX" + D)

avec A, B,C,D dans K[T]|, AD — BC # 0 et s > 1, p étant la caractéristique
de K, méritaient une étude particuliere. Nous utiliserons les notations suivantes.
L’ensemble des éléments, algébriques irrationnels de K((T71!)), satisfaisant une
équation algébrique de la forme (3), pour un entier s donné est noté H. On pose
alors #H = |J,~; #s. Remarquons que si o € H, alors il existe une homographie,

f, a coefficients dans K[T], telle que o = f(a®") et Ion obtient, par itération,

a = gk(apks) ou g est une homographie a coefficients dans K[T]. Ainsi nous
avons Hs C Hgs, pour tout £ > 1. On peut remarquer que si a est un élément
de K((T~1)), algébrique sur K(T), de degré n = 2 ou 3, alors a € H;. En effet
1, a, a® et oP T sont liés sur K (T'). D’autre part nous verrons que H ne coincide pas
avec 'ensemble des éléments algébriques irrationnels de K ((T7!)). Les éléments
de H seront dit de type Homographie-Frobenius. Ces élements ont été étudiés en
particulier par J. Voloch et B. de Mathan ([18], [9]). Un des résultats importants
est que l'on a, pour tout élément a de ce type, B(a,v(a)) # 0,00. De plus B. de
Mathan a développé une méthode [9] qui permet le calcul explicite de v(«), si ce
nombre est assez grand.

La premiere partie de ce travail est consacrée a un théoreme, établi en col-
laboration avec B. de Mathan, et publié au Journal de Crelle [6]. Ce travail montre
la spécificité des éléments de type Homographie-Frobenius. Il s’agit d’un analogue
du célebre théoreme de Thue, établi en 1908 ([16]), selon lequel si « est un nombre
algébrique réel de degré n > 1 alors, pour tout € > 0, nous avons

|Oé o p/q| > q—(n/2+1+e)
pour tout rationnel p/q, avec ¢ assez grand. Nous montrons ici que si « est un
élément de K ((T~1)), algébrique sur K(T'), de degré n > 1 et o ¢ H, alors pour

tout € > 0, nous avons
o = P/Q| > |Q|~ (/21

pour tout rationnel P/Q € K(T), avec |Q] assez grand.

Dans la deuxieme partie on utilise la méthode différentielle. Le fait que
'on puisse introduire une dérivation dans K ((T~!)) implique que tout élément,
algébrique sur K(T'), vérifie une équation algébrico-différentielle. L’étude de 1'ap-
proximation rationnelle des solutions d’une équation algébrico-différentielle a été



commencée par E. Kolchin [5]. En 1974, C. Osgood a établi un théoréme d’appro-
ximation rationnelle pour des fonctions algébriques qui ne sont pas solutions d’une
équation différentielle de Riccati [13]. Nous en redonnons une démonstration, avec
un résultat un peu plus précis. Ensuite nous montrons le lien entre un élément de
type Homographie-Frobenius et ’équation différentielle de Riccati. Nous montrons
alors, en reprenant un argument de Voloch, que, dans le cas ou K est fini, la
méthode d’Osgood permet aussi de démontrer le théoreme “de Thue”, avec de plus
des estimations effectives. Puis nous nous intéressons aux équations différentielles
de Riccati et en déduisons des propriétés d’approximation rationnelle pour certains
élements. Pour terminer ce chapitre, nous donnons un résultat concernant des
éléments de H, algébriques de degré 4, sur K (T).

Dans la derniere partie nous donnons, d’abord, quelques résultats concer-
nant Iexposant d’approximations de certains éléments algébriques de K ((T1)).
On donne, en particulier, une condition pour qu’une racine n-ieme d’un élément
rationnel ait un exposant d’approximation maximal. Ensuite nous étudions un tres
curieux exemple qui a été donné récemment par Buck et Robbins (Journal of Num-
ber Theory 1995). Ces auteurs ont trouvé le développement en fraction continue
explicite d'un élément qui ne rentre dans aucune catégorie précédemment connue
(en particulier, il s’agit d’un élément algébrique qui n’est pas dans #H). Curieuse-
ment, Buck et Robbins n’ont pas cherché a étudier I'approximation rationelle de
cet élément. On peut montrer que cet élément, «, vérifie le théoreme de Roth, i.e.
la — P/Q| >> |Q]727¢, pour tout € > 0, mais pas |a — P/Q| >> |Q|™2. Cest
le premier exemple de ce type connu. Nous considérons la suite d’éléments de H,
(0tg)q, indexée par g, oll ¢ est une puissance d’un nombre premier p impair et oy
est la solution dans F, ((T71)) de '’équation X = 1/(T"+ X?). Nous considérons

alors 1’élément 6, = a((zqﬂ)/Z. L’élément de Buck et Robbins est 03(v/T). Pour
q = 3, nous donnons une méthode nouvelle pour en obtenir le développement en
fraction continue. Dans le cas général, pour ¢ > 3, nous donnons seulement une
description partielle du développement en fraction continue de 6,, qui nous permet
de conjecturer que cet élément a les mémes propriétés d’approximation rationnelle
que 3. Pour terminer cette partie, nous donnons le développement en fraction
continue du célebre exemple de K. Mahler, déja mentionné. Ces derniers travaux
font ’objet d’un article a paraitre prochainement dans la revue Journal of Number
Theory.



CHAPITRE I
La méthode de Thue en caractéristique positive

§1. Sur ’approximation rationnelle des éléments algébriques de K ((T!))
qui ne sont pas de type Homographie-Frobenius.

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoreme 1.1 ci-dessous. Ce
théoreme est obtenu par une adaptation du célebre théoreme de A.Thue, démontré
en 1908. Ce dernier théoréme ne se transpose pas dans K ((T71)), avec car(K) > 0,
car nous savons qu’il existe des éléments, algébriques sur K(T'), qui sont trop
bien approchables par des rationnels. La premiere adaptation consiste donc a
trouver une condition restrictive. Il est normal de penser a écarter les éléments,
algébriques sur K (T'), qui appartiennent & 7. D’autre part, nous avons di renoncer
a l'utilisation du calcul différentiel a cause de la caractéristique positive.

THEOREME I.1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Soit « un élément
de K((TY)), algébrique sur K(T), de degré n > 1. Supposons que o ¢ H. Alors
pour tout nombre réel positif €, et pour tout couple (P,Q) de K[T| x K[T], avec
deg QQ assez grand, nous avons

| P —aQ |>] Q|~("/2+9

Remarque. Icionan > 4 carsinon a € ‘H. D’autre part nous observons, avec les no-
tations utilisées dans I'introduction, que la conclusion du théoreme est équivalente
av(a) <[n/2.

D’abord, il est possible de supposer que « est un entier algébrique sur K[T'].
Eventuellement en remplagant a par @ — E(«), nous pouvons aussi supposer que
deg o < 0. En effet si A # 0 et B sont deux éléments de K[T] alors I'inégalité
| a— P/Q |>| Q |~["/2+1+9) pour |Q| assez grand, entraine | Ao+ B — P'/Q |>
Al | Q |m(I/2A+14e > @ |=([/2+1+€)  hour |Q| assez grand et pour tout € > .
Donc si le théoreme est vrai pour « il 'est pour Ao + B.

Alors il existe des coefficients ag, a1, ...., a1, dans K[T| tels que o™ +a,_ 1™+
<. + ap = 0. Nous posons F(X) = X"+ a,_1 X" ' +.... + ap € K[T][X].

La preuve fait appel & plusieurs lemmes. Le premier lemme est analogue au
lemme de Siegel :

LEMME 1.1. Soient M et N des entiers positifs, avec M < N. Considérons un
systeme (S) de M équations a N inconnues

N
(S) Y aimi =0 (1<j<M)
i=1



ot a;; sont des éléments K[T]. Soit d € N tel que pour chaque %,j nous avons
deg a;; < d. Alors (S) a une solution non triviale (x;)1<i<y € (K[T])Y avec deg
x; < Md/(N — M) pour 1 <i<N.

PREUVE . Pour chaque k € N, soit Ej ’ensemble des polynéomes x € K[T] avec
deg x < k. Cet ensemble est un K-espace vectoriel de dimension k£ + 1. Posons
d' = [Md/(N — M)]. Nous avons une application linéaire ¢ : EJ} — EJ , telle

que W((l'i)lgiSN) = (Zivzl a,-jxi)lngM . Comme d’' > (Md)/(N — M) — 1, nous
avons
dim EY = N(d'+1) > M(d+d + 1) = dim E}}

donc nous pouvons en conclure que ker ¢ # {0}. Alors il existe (z;)1<i<n € Eé\,r,
différent de (0,0, ...,0), tel que Zfil a;jz; = 0 , pour chaque j, avec deg z; < d’
pour chaque <.

Maintenant nous allons utiliser des polynémes G € K[T][X]. Pour un tel
polynome, nous notons degx G le degré de G, considéré comme un polynéme en
X a coefficients dans K[T]. Nous notons degr G le maximum des degrés de ces
coefficients dans K|[T| (i.e., le degré de G, considéré comme un polynéme en T &
coefficients dans K[X]).

LEMME 1.2. Pour chaque m € N, il existe F,,, € K[T|[X] satisfaisant les condi-
tions swivantes :

(1) degx Fr <n-—1
(2) a™ = Fp (@)
(3) degr F,, < Cim

ou C est une constante positive réelle.

PREUVE . Les conditions (1) et (2) déterminent les polynémes F,,. Posons
n—1
Fu(X) =) frmX™, oft fem € K[T].
k=0

Pour m < n — 1, nous avons Fy,,(X) = X™, et pour chaque m > 0
Fm—i-l(X) = XFm(X) - fn—l,mF(X)-

Alors il est clair que 'on a, par récurrence sur m, l'inégalité (3), avec C; = degr F.

Dans la méthode originale de Thue, on construit deux polynomes U et V de
Z[X] tels que le polynéme U — oV s’annule en « avec un grand ordre. Ici ceci est
réalisé en utilisant des polynomes s’annulant en .

LEMME 1.3. Pour tout couple (k,s), ot k est un entier tel que 0 < k <n —1
et s est un entier positif, il existe des polynomes non nuls Uy s, Vi, s € K[T][X]
satisfaisant les conditions suivantes :
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4
5
6
7

Uk,s(aps) — aVk,s(aps) =0
degx Ups <k el degx Vi o <n—Fk—1
Uk,s et Vi s sont premiers entre eur dans K[T|[X]

degr Uy,s < Cap® et degr Vi, s < Cop®

(4)
(5)
(6)
(7)

ou Cy est une constante réelle positive.

PREUVE . D’abord nous déterminons un couple (Uy ., V;,) de polynomes de
K|[T][X], non tous deux nuls, satisfaisant (4), (5) et (7). En utilisant le lemme 1.2,
nous voyons que la condition (4) peut étre écrite comme un systéme de n équations
linéaires, dont les inconnues sont les n + 1 coefficients des deux polynomes U,gys et
Vko,s. Les coefficients de ce systeme linéaire sont des polynémes de K[T], avec des
degrés au plus Cymax(kp®, (n—k—1)p°+1) < nCyp®. Alors le Lemme 1.1 entraine
Pexistence de polynomes Uy , et V), € K[T|[X], satisfaisant (4),(5) et (7), avec
CQ = nzCl.

Maintenant, comme il est bien connu que l'extension K(T')(«) de K(T)
est séparable, nous avons nécessairement K(T)(a?’) = K(T)(c). Ainsi I'élément
algébrique o?” a le méme degré, n, que . Alors si W est un polynéme non nul de
K[T][X] avec degx W < n, nous avons W (a?") # 0. Nous utilisons cette remarque,
en prenant pour W le P.G.C.D. de U,g,s et Vko,s € K[T][X]. Posons U,g,s = U, W
et Vi), = Vi sW. Nous déduisons de (4)

(Ur.s(@?") — aVi s(a? )W (a?") = 0.

Comme degx U,g,s =degx Uy s +degx W, et aussi pour V, nous avons degx W <
n, et par conséquent W (aP ) # 0. Il s’en suit que

(4) Ukys(aps) — akas(aps) =0.

Vu que degx Uy s < degx U,gs , et la méme chose en T', et pour V, les conditions
(5) and (7) sont encore satisfaites. Enfin Uy s et Vi ; sont tous les deux non nuls.
Par exemple, si Vj, s = 0, nous aurions Ukys(aps) =0, d’ou Uy, s = 0, puisque Uy s a

un degré en X plus petit que n.

Observons que les polynomes Uy, s et Vi, s sont déterminés de facon unique,
modulo K*, par les conditions (4), (5) et (6). En effet, si (U, Vi.s) est un autre
couple de polynomes satisfaisant ces trois conditions, la condition (4) implique
Uk,s(aps)f/k’s(aps) — ﬁk,s(aps)kas(aps) = 0. Comme (5) entraine deg (Ukysf/kys —
Uk,SVk,S) < n, nous devons avoir Uk,sf/k,s — Uk,st75 = 0, puisque o est de degré
n sur K(T). Alors (6) implique qu'il existe A € K* tel que Uy, = AUy, et

Vi,s = AV s.

Comme dans la méthode originale de Thue, nous utilisons les polynomes
Uk,s et Vi s pour construire, a partir d’une approximation rationelle, P/, donnée
de «, une nouvelle approximation rationnelle de « :

Un,s (P/Q)P")/Vieys (P/Q)7).
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Il sera nécessaire de prendre max (degx Us,degx V5) aussi petit que possible. Par
conséquent, dans la suite, nous utilisons le lemme 1.3 avec k = [n/2]. Nous posons

Us = U[n/2],s ’ Vs = ‘/[n/2],s et (s = max (degX U87degX ‘/s)

Ainsi nous avons degx Us; < [n/2] et degx Us < n —[n/2] —1 < [n/2], donc
ps < /2],

LEMME 1.4. Pour chaque entier positif s, soient U et Vi les deux polynomes
de K[T|[X], définis ci-dessus. Soit (P, Q) un couple de K[T| x (K[T|]\{0}) avec
deg (P — aQ) < 0. Nous définissons As et B, €léments de K[T], par

Ay = Q*P UL ((P/Q)P") et By = QP V,((P/Q)¥").

Alors nous avons :

(8) deg By < (Cs + psdeg Q)p®
et

(9)  deg (As —aB,) < (Cy + (ps — 1)degQ +deg (P — aQ))p®.

PREUVE . Comme deg (P/Q)—«) < 0, nous avons deg (P/Q) < 0 vu que deg o < 0.
Alors, par (7) deg Vi((P/Q)?") < Cyp®. Par conséquent , deg B, < Chp® +
pspideg Q, et (8) est prouvé. Pour établir (9) nous observons que

deg (Us(a?”) — Uy (P/Q)P")) < Cop® + pdeg (o — P/Q).

En effet, comme deg « et deg (P/Q) sont négatifs, nous avons, pour tout entier
positif 7, deg (a??" — (P/Q)P") < p*deg (oo — P/Q). Alors (4) entraine

deg (Us((P/Q)"") = aVi((P/Q)"")) < Cop® + p*deg (= P/Q)

et ceci donne immédiatement (9).

Dans la méthode classique de Thue, I'idée est de “classer” cette nouvelle
approximation A,/Bs construite au lemme 4, parmi d’autres approximations ra-
tionnelles de «. En fait ce classement sera impossible si 'on part d’une trop bonne
approximation P/Q. Mais il est nécessaire d’avoir pour chaque s, deux approx-
imations distinctes As1/Bs1 et As2/Bs2. Ceci est un point critique. Une telle
démarche est aussi possible ici (en utilisant deux valeurs distinctes de k dans le
lemme 1.3). Mais, en suivant cette voie, on obtient seulement

| P —aQ|>| Q| ™9

pour |@Q| suffisamment grand. Nous obtiendrons un meilleur résultat en estimant
le degré du dénominateur “exact” de A;/Bs. Cela fait 1'objet des deux lemmes
suivants.
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LEMME 1.5. Soient U etV des polynomes non nuls de K[T][X], premiers entre
eur dans K(T)[X]. Posons m =degx U et m' =degx V. Soit M un entier positif.
Supposons que U etV soient de degré M au plus, en T.

Alors il existe des polynomes A € K[T], A # 0, R et S de K[T|[X], tels

que :
10
11
12
13

RU + SV =A
deg A< (m+m')M
degx R<m' etdegx S <m

(
(
(
( degr R< (m+m' —1)M etdegyr S < (m+m'—1)M.

)
)
)
)

PREUVE . Comme U et V sont premiers entre eux dans K (7")[X], U et V, considérés
comme des polynomes en X a coefficients dans K (T'), ont un résultant non nul
A € K[T]. 11 est bien connu qu’il existe des polynomes en X, R et S, satisfaisant
les conditions (10) et (12). Comme A est un déterminant a m + m' lignes de
polynomes en T' de degrés n’excédant pas M, (11) est vérifié. Les coefficients des
polynomes en X, R et S sont, au signe pres, des sous-déterminants, & m +m’ — 1
lignes, du résultant. Par conséquent, ces coefficients ont un degré en T' au plus égal
a (m+m' —1)M. Ainsi (13) est établi.

LEMME 1.6. Avec les mémes notations que dans le lemme 1.4, il existe une
constante réelle positive C3, dépendant seulement de «, telle que les conditions
sutvantes soient satisfaites :

Pour tout couple (P,Q) de polynomes premiers entre eux dans K[T], avec
deg Q > C5 et deg (P — aQ)) < 0, nous avons :

(14) deg By > (pusdeg Q@ — C3)p*®

et, si Dy est le plus grand commun diviseur (unitaire) de As et By dans K[T),
(15) deg Ds < C3ps-

PrREUVE . Comme U, et V sont premiers entre eux, nous voyons grace au lemme

LI.5, qu’il existe des polynémes G5 and H,, de K[T'][X], et un polynéme non nul Ay
de K[T], tels que :

(10") GsUs + HVy = Ag

(117) deg As < (n—1)Cyp®

(12" max (degx G, degx Hy) < pis

(13" max (degr Gg,degr Hy) < (n—2)Cqp®.

En effet, d’apres le lemme 1.3, si degx Uy, = m et degxV, = m/, nous avons
max (degr Us, degr Vi) < Cop® m+m' <n-1 m+m' > ps > 0.

Observons que ps = 0 est impossible, vu que « est irrationel, Us et V sont non
nuls et vérifient Uy (a?”) — aV,(a?”) = 0.
D’apres (10') nous avons, G, ((P/Q)P")As + Hy((P/Q)P")Bs = A,Q"<P" et donc

deg (G5((P/Q)P")As + H,((P/Q)P")By) > psp®deg Q.
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D’autre part, puisque deg P/Q < 0, (13") implique
max (deg G((P/Q)")),deg Hy((P/Q)"")) < (n — 2)Cop®.
Alors nous ne pouvons pas avoir simultanément :
deg A, < (psdeg @ — (n —2)Ca)p® et deg B, < (usdeg Q@ — (n —2)Ca)p®.
Mais, d’autre part, (9) entraine
deg (As — aB;) < (Cy + (s — 1)deg Q)p°
puisque deg(P — a@®) < 0. Supposons que deg ) > (n — 1)C5. Alors nous avons
deg (As — aB;) < (usdeg Q — (n — 2)Ca)p°.

Ainsi, si nous avions deg Bs; < (usdeg Q@ — (n — 2)Cq)p® et donc aussi degaBs <
(nsdeg Q@ — (n—2)Cs)p®, vu que deg v < 0, nous aurions aussi degAy < (pusdeg @ —
(n—2)C3)p®, ce qui est impossible. Par conséquent nous avons deg By > (pusdeg Q —
(n —2)Cq)p®, i.e. (14), deés que C3 > (n — 1)Cs.

Maintenant , nous pouvons aussi écrire, d’aprés (10'),
Q(us—l)pSGs((p/Q)ps)As + Q(“S_l)psHs((P/Q)ps)Bs — ASQ(2MS—1)PS_

Alors, d’apres (12)', QUW=—DP"G((P/Q)*") € KI[T], et QW==YP H,((P/Q)*") €
K|[T], donc le plus grand commun diviseur Dy de A, et B divise AyQ@ms—1)p"

Maintenant nous introduisons les éléments Uy and V* de K[T][X] définis
par

U*(X) = X" U, (1/X) et V(X)) = X" V,(1/X).

Les polynomes U} et V* sont premiers entre eux dans K[T'][X], puisque U et Vj
le sont. Alors, d’apres le lemme 1.5, il existe des polynomes A2 € K[T], A2 #
0, G? and HY € K|[T][X], tels que :

(107)  GEUs + HJVY = A

(11") deg A% < nCop*

(12") max (degx G2, degx H?) < ps.
En effet (SiegX Ur < s et degx V' §S fLs, donc deng U +degx V) <2us <n. Vu
que PHP U*((Q/P)P") = A et PHP V*((Q/P)? ) = B, nous pouvons en déduire,
comme ci-dessus, que Dy divise ASP(Z“S_I)I’S. Alors, comme P et () sont premiers
entre eux , Dy divise AgAY et par conséquent deg Dy < (2n —1)Cap®, d’apres (117)
et (11”). Ainsi le lemme est prouvé avec C3 = (2n — 1)Cs.

Maintenant nous allons prouver le théoreme 1.1, et plus précisément :
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THEOREME 1.2. Soit o un élément algébrique de K((T™1)), de degré n > 1.
Supposons que o ¢ H. Soit p et r des entiers positifs. Supposons que pour tout
s € 'N*, nous avons ps < p, avec les notations déja introduites.

Alors pour tout réel positif €, et pour tout couple (P, Q) € K[T| x K[T] avec
deg Q) suffisamment grand, nous avons

| P—aQ|>| Q|-+

Le théoreme 1.1 découle du théoreme 1.2 , si on remarque, comme nous
I'avons déja mentionné apres le lemme 1.3, que nous avons ps < [n/2], pour tout
entier s.

Nous divisons la preuve en deux parties, chacune faisant 'objet d’un lemme.
D’abord, nous remarquons que, « ne satisfaisant aucune équation de la forme

a= (A + B)/(Ca® + D)

il est impossible que les polyndomes U et V; soient tous deux de degré inférieur a
2. Donc pg > 2 pour tout entier s.

Avec les mémes notations et conditions que dans le théoreme 1.2 et les lemmes
précédents, en fixant C3 = (2n — 1)Cy > 0, nous avons :

LEMME L7. Soit 0 < € < 1/2. Soient (P,Q) et (P1,Q1) deux couples de
K[T] x (K[T]\{0}), avec P.G.C.D.(P,Q) = P.G.C.D(P1,Q1) =1 et deg Q > 4Cs.
Supposons qu’il existe un entier s € rN* tel que :

deg Q1 << (n+ e)deg Q1

(16) (1+e)deg @ —Cy =7 — pdeg Q + Cs

Alors on ne peut avoir simultanément

(17) deg (P—aQ) < —(u+e)deg Q@ et (18) deg (P1—a@Q;) < —(p+e€)deg Q1

PREUVE . Supposons (17) et (18) vérifiées. Nous considérons Ay and By, les
éléments de K[T] obtenus a partir de (P, Q), comme indiqué dans le lemme I.4.
Puis nous cherchons un entier positif s € rN* tel que :

(19) deg (Bs(Py—aQ1)) <0 et (20) deg (Q1(As —aBs)) <0

D’apres (18) et (8), et avec ps < p, la condition (19) est satisfaite si (C2 +
podeg Q)p® < (p+ €)deg Q1 ie., si

S < (/j/_{_e)deg Q].
= pdeg Q +Co

D’apres (17) et (9), et avec ps < p, nous avons deg (As; — aB;) < (Cy — (1 +
€)deg Q)p®. Donc nous aurons (20), si deg Q1 — ((1 + €¢)deg Q@ — C2)p® < 0. Clest-
a-dire, comme deg ) > Cs, si

s deg Ql

> .
Pr=¥odeg @ -y
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Donc s’il existe un entier s € rN* vérifiant (16), alors il vérifie (19) et
(20). Par soustraction on obtient deg (AsQ1 — BsP1) < 0, et par conséquent
AsQ1 — BsPy = 0, puisque A;Q1 — BsPy est un élément de K[T]. Mais cette
égalité est impossible si deg () est assez grand : en effet, si A;QQ1 — BsP; = 0, nous
avons A;/Bs = P1/Q1 et donc deg Q1 = deg Bs — deg Dy, puisque P; et 1 sont
premiers entre eux. Or nous avons deg B > (us — C3)p® et deg Dy < Csp®, si
deg Q > C3, d’apres le lemme 1.6. Par conséquent deg Q1 > (usdeg Q — 2C3)p°.
Vu que ps > 2 pour chaque s et deg Q > 4C3, nous obtenons deg Q1 > 2(deg @ —
C3)p® > (3/2)p°deg Q. Tandis que d’aprés (16), deg Q1 < (1 + e)p*deg Q@ <
(3/2)p*deg @, d’out la contradiction. Ainsi s’il existe s satisfaisant (16), on ne peut
avoir simultanément (17) et (18).

Nous établissons enfin le dernier lemme :
LEMME 1.8. Soit (dj)jen une suite, strictement croissante, d’entiers positifs.

Sotent i, € et C' des réels positifs, et r, un entier positif. Il existe des triplets
(7,7',8) € N* x N* x rN*, avec j arbitrairement grand, satisfaisant

dir dir
(21) .7'_ SpSS(lu-l_e)]
(1+e€d; —C pd; + C
PREUVE . Pour d; > 2C/¢, (21) est vérifié si 'on a

djl

(1 + €)dyr
(u+e/2)d;’

Si nous posons s = rt et ¢ = p", la condition (22) s’écrit :

(23) logy(djr/dj) —logy(1+€/2) <t <logy(djr/dj) + logy((1n+€) /(1 + €/2)).

I1 est clair que l'on peut remplacer la suite (d;)jeny par une sous-suite. Alors,
comme R/Z est compact, nous pouvons supposer que la suite (log,d;);jen converge
modulo 1. Nous pouvons aussi supposer que d;41 > qd;. Alors log,d; 1 —log,d; =
logy(djy1/d;) tend vers zéro dans R/Z et logy(d;ji+1/d;) > 1 pour tout j € N.
Comme —log,(1 +€/2) < 0 < log,((1r + €)/(1 + €/2)), il existe pour tout couple
(7,7)) = (J,j + 1), avec j suffisamment grand, un entier positif ¢ satisfaisant la
double inégalité (23).

(22) <p’<

La preuve du théoreme 1.2 résulte de la comparaison des lemmes 1.7 et 1.8.
Si on avait une suite infinie (P(5)/Q(j));en, d’approximations rationnelles de «,
vérifiant, pour tout 7 € N,

deg (P(j) —aQ(7)) < —(n + €)deg Q(j)
avec la suite (deg Q(j))jen stictement croissante, alors le lemme 1.8, avec C' = C»

et d;j = deg Q(j), contredirait le lemme 1.7, avec Q = Q(j) et Q1 = Q(j').

Dans des cas particulier, le théoréme 1.2 peut étre appliqué avec p < [n/2].
Par exemple, soit ¢ = p”, ot1 7 € N*. Supposons que « est une racine dans K ((T~1))
d’un polynoéme irréductible sur K[T'] de la forme

(24)  F(X)=ao+ a1 X +as X7+ az X
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ou ag, a1, az,az sont des polynémes non nuls de K[T]. Supposons de plus que «
ne satisfait aucune équation de la forme o = Aa?” + B, pour s € N* et (A, B) €
K(T) x K(T) (pour un exemple voir [9]). Alors pour tout entier ¢ € N*, il existe
des éléments e, f; et g; de K(T'), tels que

(25) o= e+ ftaqt + gtath-

En effet, o étant racine de f, (24) montre que (25) est vraie pour ¢t = 1. Alors, par
récurrence sur ¢ > 1, nous avons

+1 qt+2
+ gtr1x

2 t t+1 t

a=e; — fi((ao + aza? + aza?)/a1)? + gia? = epp1 + fry10?

Alors, si 'on pose e; = Ey/Dy, fi = Fi/Dy, et g¢ = Gt/Dy, avec Ey, Fy, Gy, Dy €
K|T] et P.G.C.D.(Ey, Fy, Gy, D) = 1, I'égalité (25) peut s’écrire

U(e?) —aV(a?) =0

ou U(X) = By + Ft X + Gy X% et V(X) = Dy, sont deux polynomes de K[T|[X]
premiers entre eux. On a degx U = ¢ et degx V = 0. On voit, avec les notations
du lemme 1.3, que pour ¢ < k < ¢?> —1et s =rt, on a Ugs =Ucet Vi, =V, a
cause de 'unicité (modulo K*) du couple (U5, Vi s). Ainsi Us = U, Vo =V et
ps = q. D’autre part a ¢ H. En effet si I'on avait a € H;, alors on aurait o € H,.
Donc ceci contredirait ’égalité (25), en vertu de l'unicité (modulo K*) du couple
(Ukrs, Vi,rs) pour k = ¢ (voir lemme 1.3). Alors le théoreme 1.2 peut s’appliquer
avec 1t = ¢ et donc nous avons

| P—aQ |2 Q|

pour tout rationnel P/Q € K(T'), avec deg Q assez grand.
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CAPITRE 11
La méthode différentielle

Dans ce chapitre nous introduisons la dérivation naturelle sur K ((T1)) :
la dérivation formelle terme & terme des séries. Si o € K((T!)), nous notons o'
la série dérivée de . Le sous-corps des constantes pour cette dérivation contient
K. Mais si la caractéristique de K est p nous avons « = 0 si et seulement si
« = [(TP). Donc le sous-corps des constantes est K ((T~P)). Nous notons o la
k-ieme fonction dérivée de a.. Si p est la caractéristique de K, pour tout k£ € Z nous
avons (T*)®) = k(k —1)...(k —p+ 1)T*P = 0 car p divise k(k — 1)...(k —p + 1),
et par conséquent, pour tout a € K ((T~1)), nous avons a(P) = 0 et aussi aP~1) ¢
K((T7F)).

Soit a € K((T~1)) algébrique sur K(T) de degré n > 1. Il existe F €
K|[T, X], polynéome minimal de «, avec degx F = n, tel que
(1) F(T,a) =0.
Si nous dérivons cette égalité nous obtenons
Fr(T,a) + o' F5x (T, a) = 0.

Comme « est séparable, nous avons F% (T, o) # 0. Cette égalité montre donc que
o € K(T,a). Ainsi il existe G € K(T')[X], avec degx G < n, tel que

Si 'on a degx G < 2, nous dirons que « satisfait une équation différentielle de
Riccati a coefficients rationnel. Nous avons

o =aa? +ba+c

avec a,b et ¢ € K(T). Si a = 0 I"équation différentielle obtenue est linéaire, ce que
nous considérons comme un cas particulier d’équation différentielle de Riccati.

§1. Le Théoreme d’OSGOOD.

A la suite des travaux de E. Kolchin [5], C. Osgood a étudié 'approximation
rationnelle des séries formelles a 'aide de la dérivation. En 1973 et 1974 il publie
deux articles ([12], [13]) traitant d’ approximation diophantienne dans K ((7T~1)), ot
K est un corps arbitraire. Nous donnons ici, de nouveau, la démonstration de deux
résultats issus de ces articles. Précisons que, dans les deux théoremes qui suivent,
nous ne faisons, exceptionnellement, aucune hypothese sur la caractéristique du
corps K.
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THEOREME II.1. Soit K un corps et a € K(T™Y)), algébrique, de degré n,
sur K(T). Si a ne satisfait pas une équation différentielle de Riccati a coefficients
rationnels, alors il existe une constante réelle positive C', dépendant de «, telle que

|Qa— P| > C|Q|™"*?
pour tout couple (P, Q) € K[T| x K[T], avec @ # 0.

Remarque. Ici on a n > 4 car sinon « satisfait une équation différentielle de Ric-
cati. Nous pouvons remarquer que la conclusion du théoreme est équivalente a
B(a,n —2) > 0.

PREUVE . Soient P, € K[T], avec Q # 0. Si |P/Q| > |a|, alors nous avons
(1) la=P/QI=1|P/Q|> |a| = |af |QI7"*".

Supposons maintenant que |P/Q| < |a|.
Soit F' € K(T')[X] le polynome unitaire minimal de a.. Nous avons

FX)=X"4+a, 1 X" " +...4ap et F(a)=0

avec a; € K(T), pour 0 < i < n — 1. Par hypothese, il existe un polynéme
G € K(T)[X] tel que

G(X) - mem -+ bm_le_l +..... + b() et a/ = G(a)

avec 2 <m < n, b; € K(T), pour 0 <i <m, et b, #0.
Nous introduisons les deux polynomes différentiels :

(2) Hi(X)=X'"—-G(X) et (3) Hy(X)=F(X)+b,'X""™H(X).

On a, d’aprés (2), H1(P/Q) = (QP'—PQ')/Q*~G(P/Q). Comme degx G < n—1,
on voit qu'il existe un polynéme non nul, A € K[T], tel que AQ" 1H,(P/Q) €
K|[T]. Nous remarquons que (3) peut s’écrire

(4) Hy(X) = F(X) = X" 4+b 1 (X" "X b X" ™ — by X" by X",

Comme n —m + 2 < n — 1, on voit, de méme, qu’il existe un polynéome non nul,
B € K|[T], tel que BQ" 'Hy(P/Q) € K[T]. D’autre part si Hi(P/Q) = 0 et
Hy(P/Q) = 0, alors, d’apres (3), on a F(P/Q) = 0, ce qui est impossible. Nous
avons donc

(5) |AQ"'H(P/Q)|>1 oubien |BQ" 'Hy(P/Q)|>1

Comme F(a) = 0 et Hi(a) = 0, on a aussi, d’apres (3), Ha(a) = 0. Alors nous
avons

(6) [Hi() — H(P/Q)| = [HL(P/Q)] et [Hx(a) - K(P/Q)| = [H2(P/Q)].

Maintenant nous voulons montrer qu’il existe deux constantes réelles positives C
et Cy, dépendant de «, telles que

(7)  [Hi(a)=Hi(P/Q)| < Cila=P/Q| et |Hy(o)—H2(P/Q)| < Cola—P/Q).
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En effet, si 'on pose Cy = max(1, |a|), alors, comme |P/Q| < |«, il est facile de
voir que

(= (P/Q))| < la=P/Q] o' = (P/Q)'| < C§*a— P/Q)
pour tout entier 7, avec 1 <17 <n — 1 et aussi
/o™ — (P/Q)(P/Q)"™| < Cy ™| — P/Q).
Alors en écrivant
Hy(o) — Hi(P/Q) = (a = (P/Q))' = > bi(a’ = (P/Q)")
1<i<m

et
Hy(o) — Hy(P/Q) = ) ai(e’ — (P/Q))

1<i<n—1
Y bRtb(@ T — (P/Q)" T 4 0 (T — (P/Q) (P/Q)M ™)
1<i<m—1
et en utilisant les inégalités ci-dessus, nous voyons que (7) est vérifié.

Maintenant, en comparant (5), (6) et (7), nous obtenons
o = P/Q| > CTHAITHQ|I™F!  ouben |a—P/Q| > CyBI7HQIT"H

donc

(8) la—P/Q > Csl@|™"

avec C3 = inf (C7|A|=Y, Cy Y B|~Y). Silon pose C = inf (Jal,Cs), on obtient,
par (1) et (8),
o = P/Q| > ClQ| ™"

pour tout couple (P,Q) € K[T] x K[T], avec Q # 0. Le théoréme est ainsi prouvé.

Le deuxieme et principal théoreme est une version plus forte du précédent.
Il convient de remarquer, de maniere plutéot anecdotique, que dans ’article cité plus
haut ([13]), Osgood donne le résultat ci-dessous avec un exposant [(n + 3)/2] au
lieu de [n/2]4 1. Ce dernier exposant est meilleur et s’obtient sans modification de
la preuve. Ainsi nous avons :

THEOREME I1.2. Soit K un corps et o € K((T™Y)), algébrique, de degré n,
sur K(T). Si a ne satisfait pas une équation différentielle de Riccati a coefficients
rationnels, alors il existe une constante réelle positive C', dépendant de «, telle que

Qo — P| > C|Q| "/
pour tout couple (P,Q) € K[T| x K[T], avec @ # 0.

Remarque. Comme déja mentionné, nous avons n > 4 . D’autre part la conclusion
de ce théoréme est équivalente & B(«, [n/2]) > 0.
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PREUVE . Comme ci-dessus, si on a un couple (P, Q), avec Q # 0 et |P/Q| > ||,
alors nous avons

1) |a—P/Q| > |af Q|21

Soit donc un couple (P, Q) € K[T] x K[T] avec Q # 0 et |P/Q]| < |a].

Nous posons d = [(n — 2)/2], et nous considérons les n + 1 éléments de K (T, «) :
La,a? ..o %1 o/ oa,...,a’a?. Ces éléments sont liés sur K (T). Par consé-
quent il existe deux polynémes R et S dans K[T][X], que nous pouvons supposer
premiers entre eux, tels que

(2) 'R(a)=S(a) avec (3) degx R<d degx S<n—d-1.
Nous introduisons le polynome différentiel
(4) H(X)=X'R(X)-S5(X)

Nous remarquons que max(d+2,n—d—1) = [n/2]+1. Par conséquent (3) entraine
que QI*/2H1H(P/Q) est un élément de K[T.

Supposons que H(P/Q) # 0. Alors nous avons (5) |Q|"A+H(P/Q)| > 1.
Les mémes arguments que dans le théoreme précédent, montrent qu’il existe une
constante réelle positive C, dépendant de «, telle que

(6) [H(e) — H(P/Q)| < Cila— P/Q).
Comme H(a) = 0, par (5) et (6), nous avons
o — P/Q| > C1 ' |H(a) - H(P/Q)| = CTHH(P/Q)| 2 Oy M@~/

Il reste a considérer les rationnels P/Q tels que H(P/Q) = 0. Tout d’abord,
observons que 1’on peut évidemment se restreindre aux couples (P, Q) € K[T|xK|[T]
avec P.G.C.D.(P,Q) = 1. La fin de la démonstration résultera du lemme I1.2 qui
va suivre. En effet ce lemme établit qu’il existe une constante réelle positive Cj
telle que si (P, Q) € K[T| x K[T] avec P.G.C.D.(P,Q) =1 et H(P/Q) = 0, alors
|Q| < Cy. Ainsi, si 'on pose

Ca= jnf {la=P/QIIQI"1} et C=inf(lal,C;",Cy)

nous avons 'inégalité attendue pour tout couple (P, Q) € K [T x K[T] avec @ # 0.
Le théoreme II.2 sera ainsi démontré.

La démonstration du lemme II.2 se décompose en deux étapes. Nous prou-
vons d’abord le lemme suivant :

LEMME I1.1. Soient R et S, deux polynomes en X, premiers entre eux, a coef-
ficients dans K[T|. Considérons ’équation différentielle
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Supposons que degx R > 0. Alors il existe une constante réelle positive C,
dépendant de R et de S, telle que si (P, Q) € K|[T|xK|[T], avec P.G.C.D.(P,Q) = 1,
et P/Q) est une solution de (1), nous avons max(|P|,|Q|) < C.

PREUVE . La premiere étape consiste a montrer qu’il existe une constante réelle
positive C; telle que |R(P/Q)| > C4, pour toute solution P/() de (1).
Soit P/@) solution de (1). Supposons que |R(P/Q)| < 1. Nous pouvons écrire

R(X)=roXP 4+ r Xt ... +7,=1o(X —01)(X —02)....(X —0,)

our9g # 0 et p > 0. Nous étendons la valeur absolue au corps K(T,64,...,6,)
de décomposition du polynome R. Alors |rg] > 1 et |R(P/Q)| < 1 entrainent
existence d’un indice i tel que |P/Q — 0;| < 1. Posons ||R|| = |T'|9%T B et Cy =
max(||R||,||S]]). Comme R(0;) = 0, nous avons |0;| < Cy : en effet, si 0] > ||R||
alors |R(0)| = |ro#”| # 0. Donc si |[P/Q| > Cy, alors |P/Q — 6;| = |[P/Q| > 1. Par
conséquent nous avons

(2) |P/QI < Cy
et aussi [(P/Q)'| < Cy. Comme P/Q est solution de (1), nous obtenons

(3) [S(P/Q)| < Co|R(P/Q)|.

Distinguons deux cas. Si 0 = degx S = 0 alors S(X) = so # 0 et (3) entraine
|R(P/Q)| = |s0]/Co.
Si o = degx S > 0 alors il existe deux polynomes R; et S; de K|[T']|[X], tels que

(4) RRy+S8; =A

ou A € KIT] est le résultant des deux polynémes R et S, premiers entre eux.
D’aprés le lemme 1.5, nous avons

degxRy <o —1, degxS; <p—1 et max(||Ry]], ||S1|]) <CIt~"

Alors par (2), nous avons |R1(P/Q)| < ||R1||CJ ™" et une majoration du méme type
pour |S1(P/Q)|. Donc par (3) et (4), nous voyons qu'il existe une constante réelle
positive C} telle que |A| < CH|R(P/Q)|.

En conclusion, il existe un réel positif C tel que, pour tout P/Q solution de (1),
on a

(5) [R(P/Q)| = Ch.

Maintenant nous introduisons sur K (7') une nouvelle valeur absolue. Soit
z € K et a € K(T), nous étendons a K(T) la valeur absolue T' — z-adique, définie
sur K[T] par
|P(T —2)"|, =T si P(z)#0.

Nous allons montrer qu’il existe un polynéme non nul, § € K[T|, tel que |R(P/Q)|.
> |0|,, pour toute solution P/Q de (1).

Soit P/Q solution de (1). Supposons que |R(P/Q)|, < 1. Comme ci-dessus, nous
étendons la valeur absolue au corps K(T,6,,...,0,). Comme |ry|, < 1, nous avons
[Ticic, Iro(P/Q—0:)|. = 0" 'R(P/Q)|, < 1. Ceci entraine Iexistence d’un indice
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i tel que |ro(P/Q — 0;)], < 1. d’autre part rof; étant un entier algébrique, nous
avons |rof;|, < 1, et par conséquent

(6) |ro(P/Q)]. < 1.

Maintenant remarquons que ||, < 1 entraine |o/|, < 1, et donc |ry(P/Q) +
ro(P/Q)’'|, < 1. On en déduit, en multipliant par |ro|,, [r3(P/Q)’|. < 1. L’équation
différentielle (1) implique alors

(7) [r3S(P/Q)|: < [R(P/Q)].-
Comme précédemment, distinguons deux cas. Si o0 = degx S = 0 alors S(X) =
sp # 0 et (7) entraine |sor3|, < |R(P/Q)|,.
Si 0 = degx S > 0, alors les majorations sur les degrés en X de R; et S; et
'inégalité (6), conduisent &

T RU(P/Q). <1 et [rTISI(P/Q)]L <1

D’oil nous obtenons, par (4) et (7), |Ar{T*1 |, < |R(P/Q)|,. Donc il existe, dans
tous les cas, un polynéme non nul, § € K[T], tel que |R(P/Q)|. > |d],, pour toute
solution P/() de (1).

Nous écrivons
8) R(P/Q) = (roP? + 1 P*'Q+ ... +1,Q°)/Q° =U/V

avec U,V € K[T] et P.G.C.D.(U,V) = 1. Alors si |U|, < 1, nous avons |V|, =1 et
|U|, = |R(P/Q)|. > |0].. Si |U|, =1 alors il est clair que |U|, > |d|,. Maintenant,
nous pouvons supposer le corps K algébriquement clos. Alors |U|, > |d|,, pour
tout z € K, entraine que U divise § dans K[T] et donc

9) Ul <16l
Par (5), (8) et (9), il vient |V| < |d|/C;. De plus si
D =PG.CD.(roPP+...+7,Q°,Q°) et Dy =PGCD.(roP’+..+7,Q°,Q)

alors D divise D7, et D1 = P.G.C.D.(r9,Q) car P.G.C.D.(P,Q) = 1, donc D divise

p
TO-

Nous avons donc |Q?| = |[VD| < |rf| |6]/C1, et il existe une constante réelle, C' > 0
telle que

(10) |Q[<C".
Enfin UD = roP? +....4+r,QPF entraine |roP?| < max;<;<,(|UD|, |r; PP~*Q"|). Soit
lroPP| < |UD], et alors |P| < |§|Y/° |rép_1)/p|. Ou bien, il existe un indice ¢ > 1, tel
que |roP?| < |riPP7*Q?|, et alors |P| < |ri/ro|/* |Q|. Donc en tout cas, il existe
une constante réelle, C” > 0, telle que

(11) |P|<cC”.

Ceci termine la démonstration du lemime.

Nous pouvons maintenant démontrer :
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LEMME I1.2. Soient R et S, deux polynomes en X, premiers entre eux, a coef-
ficients dans K[T|. Considérons l’équation différentielle

(1) X'R(X)=S(X).

Supposons que nous n’avons pas simultanément degx R = 0 et degx S < 2, i.e.,
I’équation différentielle (1) n’est pas de Riccati. Alors il existe une constante réelle
positive C, dépendant de R et de S, telle que si (P,Q) € K[T] x K[T], avec
P.G.C.D.(P,Q) =1, et P/Q est une solution de (1), nous avons |Q| < C.

PREUVE . Posons degx R = petdegx S =0o. Sip > 0, alors le lemme II.1 entraine
le résultat voulu. Si p = 0, alors, par hypothése, nous avons o > 3. Soit P/Q une
solution de (1). Alors /P est une solution de I’équation différentielle

(2)  (/X)R(1/X) = S(1/X).
Donc @/P est une solution de 'équation différentielle
(3)  X'Ri(X) = Si(X)

avec Ry(X) = —roX7 2 et S1(X) =80+ 81X + ... +5,X7, sion a R(X) =rg et
S(X)=80X +5 X7+ ...+ 5,.

Comme R; et S; sont premiers entre eux, avec degx R; > 0. Nous pouvons donc
invoquer le lemme II.1, pour la solution @Q/P de I'équation différentielle (3), et le
résultat s’en suit. Ceci acheve la démonstration du lemme I1.2 et donc aussi du
théoreme I1.2.

Les deux théoremes précédents sont a rapprocher du théoreme I.1. Bien
que les hypotheses soient différentes, la conclusion des deux théoremes 1.1 et I1.2
entraine que v(a) < [n/2]. Comme nous I'avons signalé lors de la démonstration
du théoreme 1.1, nous aurions pu obtenir une version plus faible de ce théoreme
dont la conclusion aurait été semblable a celle du théoreme II.1. L’avantage du
théoreme I1.2, sur le théoreme 1.1, est son effectivité (i.e., v(a) < [n/2] et en outre
B(a,[n/2]) > 0). Cet aspect a été souligné par W. Schmidt [15], dans un article
précisant et éclairant les résultats d’Osgood, dans le cas ou la caractéristique de
K est nulle. Cet article nous a inspiré, pour la présentation de ces résultats et en
particulier celle des lemmes II.1 et I1.2. L’objet du paragraphe suivant est de faire
la lumiere sur le lien entre les théoremes 1.1 et 11.2.

62. Sur le lien entre 1’équation différentielle de Riccati et les éléments
de type Homographie-Frobenius.

Nous commencons par faire une remarque générale sur ’approximation ra-
tionnelle d’ une solution d’équation différentielle de Riccati.
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Si « € K((T™1)), irrationnel, satisfait une équation différentielle de Riccati (R),
alors nous pouvons séparer les éléments P/Q) € K(T) en deux groupes : ceux qui
satisfont I’équation (R), et ceux qui ne la satisfont pas. Si P/Q n’est pas solution
de (R), alors le raisonnement déja utilisé dans la démonstration des théoremes II.1
et I1.2 (en fait le principe de Liouville), montre qu’il existe une constante réelle
positive C', dépendant de « telle que

= P/Q| > ClQ|™>.

Maintenant considérons exceptionnellement le cas ou la caractéristique de K est 0.
Si P/Q est solution de (R), et si car(K) = 0, alors, ( voir Osgood [12] ou Schmidt
[15]), il existe une constante réelle positive C’, dépendant de « telle que

la - P/Q| > C".

Alors | — P/Q| > inf (C,C")|Q|=2 pour tout P/Q € K(T). C’est-d-dire que
v(ia) =1 et B(a,1) > 0.

Si car(K) > 0, la situation est bien différente. En effet, il est facile de voir qu’un
élément de H satisfait une équation différentielle de Riccati (lemme I1.3 ci-dessous).
D’autre part nous savons qu’il peut se faire qu'un tel élément soit tres bien ap-
prochable par des rationnels (exemple de Mahler, [7]), ou bien, a ’opposé, soit tres
mal approchable par des rationnels (exemple de Baum et Sweet, [1]).

Nous allons voir, dans ce paragraphe, que le théoréme I1.2 permet de démon-
trer le théoreme I.1, avec une hypothese restrictive. Pour commencer, nous donnons
ce résultat, dans un cas tres particulier, en utilisant une méthode élémentaire. Cet
exemple a pour but d’illustrer les idées qui permettront de passer a un cas plus
général. Nous prouvons le résultat suivant :

THEOREME IL.3. Soit K =T, et « € K((T™")), algébrique sur K (T'), de degré
4. Sia ¢ H alors B(a,2) > 0.

PREUVE . Nous allons nous servir du fait que ’homomorphisme de Frobenius,
ainsi que I’homographie, conservent la qualité de I’approximation rationnelle. Plus
précisemment si a, 8 € K((T™1)), avec a = f(39), ou f est une homographie &
coefficients rationnels, s un entier positif ou nul, ¢ = p*® et p =car(K), alors v(«a) =
v(0). En effet, soit f ’homographie définie par f(X) = (AX + B)/(CX + D), avec
A,B,C et D € K[T], A= AD — BC # 0. Si a = f(#?) et U = AP?+ BQY,
V = CP?+ DQ?, nous avons U/V = f((P/Q)?) et il est facile de vérifier que
Va—-U = (A/(CB? + D))(QB — P)?. D’autre part |V| = |Q|? |C(P/Q)? + D|.
Observons que si |QS — P| est assez petit, alors |C3?7+ D| = |C(P/Q)?+ D|. Alors
si p est un réel positif, et si |QF — P| est assez petit, nous avons

V" [Va - U| = |A] |CB7+ DI"~" (IQ1" |QB — P|)™.

Ceci montre que B(f3, i) est nul si et seulement si B(«, p) est nul, (par conséquent

v(e) = v(f)).
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Nous allons voir que I'on peut constuire une suite finie d’éléments de K ((T~1)),
a = oy, Qs, ..., a, telle que :

1) pour 1 < i < k — 1, il existe un entier positif ou nul s;, et une homographie a
coefficients rationnels f; telle que a1 = fi(a2™).

2) «; satisfait une équation différentielle de Riccati, pour 1 < i < k — 1, et ay ne
satisfait pas une équation différentielle de Riccati.

Alors nous avons B(«;,2) # 0, pour 1 < i < k, d’aprés le théoreme IL.2 et
I’argument ci-dessus, ce qui prouve le résultat voulu.

Soit a € K((T~1)) solution de I'équation irréductible
(1) zt +ar® +br? +cx+d=0

oua,b,c,d € K(T). Si « ne satisfait pas une équation différentielle de Riccati, alors
k =1 et c’est terminé. Sinon, si « satisfait une équation différentielle de Riccati,
il est facile de voir, en dérivant I’équation (1), que 'on doit avoir soit a = 0, soit
a#0et(c/a) =0.

Si a = 0, alors ¢ # 0 sinon «o? serait algébrique de degré 2 sur K(T'), mais « et «?
ont méme degré 4, car K = Fy. L’équation (1) entraine o = d/c+(b/c)a®+(1/c)a’.
Sia#0et(c/a)’ =0, alors ¢/a = A% o A € K(T). Dans ce cas, 1’équation (1)
entraine (o + A)~! = 1/a+ (b/a + A)(a+ A)~2 + ((bA%2 + A* + d)/a)(a + A)~%.
Nous posons 3 = (b/c)a, sia =0,et 3= (b/a+A)(a+A)~, sia#0et (c/a) =0.
Alors nous voyons que [ est solution d’une équation irréductible

2

(2) r=e+a2+ fot

oue, f € K(T). Remarquons que f # 0, car 3 a le méme degré que « sur K (T'). De
plus f # 1, car sinon 3 = e+ 3%+ 3* entraine, par élevation au carré, 8 = e+e?+ 38,
ce qui est contraire a ’hypothese a ¢ H. Comme f # 0, 1, il existe un entier positif
ounul l et f; € K(T), tels que f = flzl, ou f; n’est pas un carré dans K(7T), i.e.
fl #0. Sil> 0, posons f = fZ, et /1 = B+ f14%. Alors 3 étant solution de (2),
nous obtenons 3= e+ (% et B1 = ey + 52 + f18}, ot e; = e+ €2F; € K(T). Nous
pouvons répéter ce raisonnement en posant fi = f2 et 3> = (31 + f13?, et ainsi
de suite fo = f2..., jusqu'a f;_1 = f?. Nous avons une suite (8;)o<r<; d’éléments
de K((T~1)) et deux suites (er)o<w<i et (fr)o<r<i d’éléments de K(T), telles que
Or = ex + B,%H et O, = ex + B2 + Fkﬁ,‘i. Nous posons v = 3, E =¢; et F = fi,

alors nous avons 8 =Y, ., eik + 42", D’autre part « est solution de ’équation
(3) t=FE+ 2%+ Fat

oun E,F € K(T) et F' # 0. Nous voyons que 7 est solution de I’ équation
différentielle
(4)  (Fz) = (EF) + F'z%

Alors deux cas se présentent : 1’ équation différentielle (4) a ou n’a pas de solution
dans K(T). Si (4) n’a pas de solution dans K (T'), alors il existe une constante réelle
positive C telle que |y — P/Q| > C|Q|™? (voir raisonnement ci-dessus et lemme
IL.5 ci-dessous), donc v(y) = 1 et v(«) aussi. Si (4) a une solution dans K(T),
notons la yp. Nous remarquons que (4) est équivalente a

5) ((w+ E+a2%)/F) =0.
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Alors, comme vy € K(T'), et est solution de (5), il existe y1 € K(T') tel que
(6) v+ +E=Fri.

D’autre part, comme v et g sont solutions de (5), nous avons, par addition, (((y-+
Y0) + (v +7)%)/F) = 0, ou encore ((1/(y+ 7o) + 1)/F)" = 0. Par conséquent, il
existe 0 € K((T1)) tel que 1/(y+ ) +1 = F42, ou encore v = vo + 1/(1 + F?).
En portant dans (3), nous avons

Yo+1/(14F6?) =E+ 2 +1/(1+ F6%)? + F~yt + F/(1 + F6%)*.
I1 vient alors, par (6),
(Fv; + Fyg)(1+ F6*)* + (1 + F6%)* + (14 F6°)> + F =0
et enfin 0 est solution de ’équation
(1) F*(n+5)a* + Fo’ + o+ 1471+ = 0.

Alors ¢ ne satisfait pas une équation différentielle de Riccati. En effet, avec les
notations du début, nous avons une équation algébrique (7), de degré 4, avec a # 0
et ¢c/a=1/F, donc (c/a) = F'/F? # 0. Ainsi le théoréme est démontré.

La démonstration de ce théoréme, dans un cas particulier (K = Fy et n = 4),
montre que si « est un élément algébrique de K ((T~1)), avec o ¢ H mais satis-
faisant une équation différentielle de Riccati, alors il ne la satisfait que “provisoirem-
ment”. Autrement dit, on peut penser qu'un élément de K ((T!)), algébrique sur
K(T), satisfaisant une équation différentielle de Riccati, “de facon définitive”, doit
étre un élément de H. C’est ce que nous verrons avec le théoreme I1.4. Auparavant,
nous donnons un résultat général sur I’équation différentielle de Riccati.

LEMME I1.3. Soit K un corps de caractéristique p. Si o, 3 € K((T™1)), et sl
existe une homographie a coefficients rationnels f, telle que « = f((P), alors o est
solution d’une équation différentielle de Riccati, a coefficients rationnels, ayant une
solution dans K(T).

Supposons le corps K parfait. Soit (R) une équation différentielle de Riccati, a
coefficients rationnels, ayant une solution u dans K(T'). Alors il existe une homo-
graphie a coefficients rationnels, f, telle que pour toute solution, € K((T~1)),

a #u, de (R), il existe B € K((T~1)) tel que o = f(f3P).

Remarque. Ainsi si a € H, alors « satisfait une équation différentielle de Riccati.
La réciproque est inexacte : en effet si 3 ¢ H et a = [P alors o ¢ H ( en effet
a € H entraine § € H, si K est parfait ) et « satisfait une équation différentielle
de Riccati.

PREUVE . Observons que si v € K((T™!)) vérfie une équation différentielle de
Riccati, a coefficients rationnels, alors il en est de méme de Ay, v+ B et 1/, pour
A, B € KI[T]. Donc s'il existe une homographie a coefficients rationnels f, telle que
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a = f(BP), comme [P est solution de 1’équation différentielle de Riccati y' = 0, il
en est de méme pour . D’autre part si v est un rationnel tel que f(y?) existe,
alors ce dernier est une solution rationnelle de cette équation.

Montrons maintenant la deuxieme partie du lemme. Auparavant, faisons la
remarque suivante :
si « € K((I'"')), on peut écrire, en regroupant les termes de la série suivant le
reste [ modulo p de leurs degrés,

o= Z oy (TP)T avec aq € K(T™Y) pour 0<I<p-—1.
0<I<p—1

Si 'on note a(® la i*®™e fonction dérivée de a, il est clair que 'on a

o= 3" q@)/1-)HT""  pour  0<i<p-L
i<I<p—1

Supposons que a € K((T~1)) et o = r € K(T) alors oY) € K(T) pour 1 <
i < p—1. En inversant le systeme ci-dessus, on obtient «;(7?) € K(T) pour
1 <i<p-—1. Par conséquent o = ap(TP)+ R ou R € K(T). Ainsi o/ = R’, et tout
élément rationnel, ayant une primitive dans K ((7~1)), a une primitive rationnelle.
Si le corps K est parfait K((TP)) = (K((T~')))?. En particulier o~ =
ap—1(TP)(p — 1)! € (K((T™1)))? et, d’autre part, o/ = r € K(T') entraine que
a=pP+Ravec f€ K(T™1), Re K(T) et R =r.
Soit I’équation différentielle de Riccati
(R) o' =az*+bz+c avec a, b, ce K(T).
Comme « et u sont solutions de (R), nous avons
P2 r_ 2
o =aa”+ba+c et u =au”+bu+c.
Ces deux égalités entrainent par soustraction,
(@ —u) =ala—u)*+ (b+ 2au)(a — u).
Posons v = 1/(« — u), alors la derniére égalité entraine
v = —a— (b+ 2au)y = a1 + b1y avec a1, by € K(T).
Dérivons cette égalité, il vient
7" = al+ byt by = al+ By bi(an+ biy) = @i+ biar+ (B +7)y = ax+ bay
avec ay et by € K(T'). En réitérant la dérivation, nous obtenons

(1) v = qap + by  pour 1<k<p-1, et avec ak, by € K(T)

Maintenant, en remarquant que si by = 0 alors bgyy; = 0 pour 0 < <p—1—k,
trois cas se présentent.
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Cas 1: b1 =0

L’égalité (1) entraine v’ = a; et par la remarque ci-dessus, il existe 8 € K((T~1))
et 71 € K(T), tels que v = P + ;.

Cas 2: b1 #0et by =0 pour k donné avec 2 <k <p-—1

Par (1) nous avons

FFD = gy 4 be1y et ) = ay
donc (y¢=1) = a;. Par la remarque ci dessus, il existe 3 € K((T~1)) et ry €
K(T), tels que y*=1Y = P + py. Alors il vient v = (8P + 2 — ap_1)/bp_1.
Cas 3: b,_1 #0
L’égalité (1) entraine v = (v~ — a,_;)/by_1 et donc, par la remarque ci-dessus,
il existe 3 € K((T™1)) , tels que v = (87 — ap—1)/bp—1-

Alors d’apres & = u+ 1/, dans chacun de ces cas on a une homographie a
coefficients rationnels, f telle que a = f(OP). Le lemme I1.3 est ainsi établi.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 1.1, a partir
du théoreme I1.2, toutefois avec une hypothese plus forte : le corps K doit étre fini.
Ce résultat, qui utilise une remarque de J. Voloch ([19]), est di a B. de Mathan.

THEOREME IL.4. Soit K un corps fini et « € K((T™Y)), algébrique, de degré
n, sur K(T). Si a ¢ H, alors il existe une constante réelle positive C, dépendant
de «, telle que

Qo — P| > Clo|/
pour tout couple (P,Q) € K[T]| x K[T], avec Q # 0.

Remarque. On notera que ce résultat est un peu plus précis que celui obtenu dans
le théreme 1.1, mais avec I’hypothese restrictive d’un corps de base fini.

D’autre part, ici nous avons n > 4 et la conclusion de ce théoreme est équivalente
a B(a,[n/2]) > 0.

PREUVE . Nous supposons que B(«,[n/2]) = 0 et nous allons montrer que o € H.
D’apres le théoreme IL.2, nous savons que B(q,[n/2]) = 0 implique que « est
solution d’une équation différentielle de Riccati. De plus cette équation différentielle
de Riccati admet une solution rationnelle, sinon nous avons déja remarqué que
l'on aurait v(a) = 1. Donc, d’apres le lemme I1.3, il existe une homographie a
coefficients rationnels f1, et un élément oy € K ((T71)), tels que o = f1(af). Alors
B(aq, [n/2]) = 0 (voir le raisonnement au début du théoreme I1.3). Comme toute
extension algébrique de K (T') est séparable, nous avons K (ay,T) = K(of,T). 11
s’en suit que « et ap ont le méme degré, n, sur K (7). Ainsi le méme raisonnement
s’applique a «, et il existe une homographie a coefficients rationnels fs, et un

élément ap € K((T71)), tels que ay = fa(ah). Nous avons o = f1((f2(ah))?), ou
encore o = gz(agz), ou g2 est une homographie a coefficients rationnels. De proche
en proche, il existe donc, pour tout 7 > 1, une homographie a coefficients rationnels
gi, et un élément o; € K((T71)), tels que a = gi(afl). Soient L le corps de
décomposition du polynéme minimal de « sur K (T'), et soit G le groupe de Galois
des K (T)—automorphismes de L. Si o € G, nous avons o () = g;((c())?'). Soient
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01,02 et o3 dans G, alors considérons le birapport des 4 éléments a, 01 (), o2()
et o3(a). Nous avons, pour ¢ > 1,

[, 01(a), oa(e), o3(c)] = [gi(af ), gil(01 ()" ), gil(o2(ci))? ), gi((o5(cxi))”)]

et en raison de 'invariance du birapport par une homographie, et de ’action de
I’homomorphisme de Frobenius sur ce birapport, il vient

A

[, 01(a), 02(), 03()] = [, 01 (), 02(0), o3 () [P

Donc

[a, 01(a), o2(), o3()] € ﬂ L.

i>0

Cette intersection, ensemble des fonctions constantes de L, est une extension algé-
brique K’, de degré s de K. En effet si § € L?", alors le polynéme irréductible de £,
sur K (T), est & coefficients dans K (T?"), donc si 3 € Ns>0 LP" | alors le polynome
irréductible de 3, sur K(T'), est & coefficients dans K, i.e. 3 est algébrique sur K.
Nous avons K (T') C K'(T) C L, donc s = [K'(T) : K(T)] divise n = [L : K(T)].
Soit ¢ le cardinal de K', nous avons ¢ = (card(K))®. Alors, si 0 € G, nous avons

[0(@), 01(@), 03(@), 03()] = [0 (), 01 (), 03 (), 73 () ]

Comme n > 4, il existe 01,02 et o3 dans G, tels que o1(a), o2(a) et o3() soient
distincts deux a deux. Considérons 'unique homographie f, a coefficients dans L,
telle que o1(a) = f((01(a))9), o2(a) = f((o2())?) et o3(a) = f((03(x))?). Nous

pouvons écrire

[0(a), 01(a), 02(), o3()] = [f (o)), f(01()), fo2(a)), fos())]*

donc

[O'(Oé), Jl(a)v 02(0‘)7 03(a)]q = [f(o(a)q), 01 (a)v 02(0‘)7 0'3(01)].
I en résulte que o(a) = f((o(a))?), pour tout o € G.

Soient A, B,C,D € L tels que f(X)=(AX + B)/(CX + D). On peut sup-
poser que 1'un de ces coefficients soit égal a 1. Pour 7 € GG, notons f, ’homographie
définie par f(X) = (7(A)X+7(B))/(7(C)X+7(D)). Comme 7o () = f((To(a))?),
pour tous o,7 € G, nous avons f = f,, pour tout 7 € G. Par conséquent
nous obtenons 7(A) = A,7(B) = B,7(C) = C et 7(D) = D, pour tout T,
K (T)—automorphisme de L, puisque 1'un de ces coefficients est égal a 1. Ainsi,
comme L est une extension galoisienne de K (T'), les coefficients de f sont des
éléments de K(T'), donc o € H. Le théoreme est démontré.

Pour terminer ce paragraphe nous voulons donner un résultat classique de
théorie élémentaire des nombres. Il est amusant de constater que ce résultat peut
étre obtenu comme un corollaire de la démonstration du théoreme précédent.



30

COROLLAIRE I1.4.1. Soient A1 et Ay deux nombres entiers supérieurs ou égaur
a 1. Soit la suite (un)nZO de nombres entiers définie par la relation de récurrence
suivante :

up=1,u1 =X et  Upya = AMUpt1 + A2u,  pour n > 0.

Alors pour tout nombre premier p, avec p > sup(Ay, A2), il existe n > 0 tel que p
divise u,,.

PREUVE . Soit p > sup(A1, Az), un nombre premier. Il est facile de voir qu’il existe
a € F,((T™1)) unique avec |a| < 1, défini par I'égalité

(1) a=1/T+ \c® + Aoe?”

Le polynome Ao X?" + A XP — X + 1/T est irréductible sur F,(T) : en effet le
polynome réciproque de AzTsz 4+ MTXP —TX + 1 est T-d’Eisenstein. D’autre
part, il est facile de voir que 1’égalité (1) entraine, pour tout n > 1,

(2) a=a,+ o + Azun_laan

ol a, € Fp(T) et (un)n>o est la suite définie dans l'enoncé. L’égalité (2) montre
que l'on a a = f,(aZ"), pour n > 1, avec a,, € F,((T~1)) et f,, homographie &
coefficients dans F, (7). Donc nous concluons comme ci-dessus : a € H. Alors
comme « € H, a cause de 'unicité mentionnée dans le lemme I.3, nous devons
avoir, dans [, u,, = 0, pour un certain n. Le corollaire est donc établi.

63. Sur les équations différentielles de Riccati sans solution rationnelle.

Pour un élément o de K((T~1)) satisfaisant une équation différentielle de
Riccati sans solution rationelle, nous avons signalé, au début du paragraphe précé-
dent, que 'on a v(a) = 1 et B(a, v(a)) > 0. Alors une question se pose : existe-t-il
des équations différentielles de Riccati avec une solution dans K((T71)) et sans
solution dans K(T') 7

Nous avons pensé que la réponse était négative. Au départ, nous avons
étudié ce probleme dans le cas ou car(K) = 2. En cherchant & prouver 'existence
d’une solution rationnelle, dans ce cas, nous avons trouvé des contre-exemples. Il
faut indiquer que ces éléments particuliers ont été rencontrés, dans une toute autre
approche, par L. Baum et M. Sweet [2] (voir Corollaire I1.5.1). Pour le cas ou la
caractéristique du corps de base est supérieure a 2, nous n’avons obtenu que des
résultats partiels. Rappelons, enfin, que le lemme I1.3 permet d’obtenir toutes les
solutions a partir d’une solution rationnelle.

Nous traitons d’abord le cas de I’équation différentielle linéaire.
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LEMME 11.4. Soit K un corps de caractéristique p. Considérons [’équation
différentielle
(R) ' =ax+b ot aetbe K(T).

Si (R) a une solution dans K((T™1)), alors (R) a une solution dans K(T).

PREUVE . Soit o € K((T™!)) une solution de (R). Nous avons (1) o = aa + b.
En dérivant successivement cette égalité, et par substitution, il vient de proche en
proche,

(2) o™ =apa+b, pourk > 1.

Nous avons les formules de passage suivantes
(3) agsr1 = aj + aag et byr1 = b) + bay avec a; = a et by = b

En particulier on a :
aP) =0 = apo + by,

Si ap, # 0 alors (R) n’a qu’une solution —b,/a,. Si (R) a plus d’une solution alors
ap = 0 et b, = 0. Définissons alors le plus petit entier, noté ky, compris entre 1 et
p, tel que ag, = 0.

Sia; =a =0 alors o = b, et d’apres la remarque faite dans le lemme I1.3, nous
savons qu’il existe B € K(T') tel que B’ = b. B est donc une solution rationnelle
de (R).

Si ko > 1 alors ag,—1 # 0 et il vient

a= (0" — by, _1)/ax, et (@D = by,.

Il existe donc u € K(T') tel que v’ = by,. Posons g = (4 — bgy—1)/ak,—1. Nous
avons (ag,—100 + b,—1)" = u' = by, donc ag,_100 + a0 + by, 1 = by,.
Par (3), aj, _y + aag,—1 = ax, = 0 et aussi by, _; = b, — bag,—1, il vient donc
ago—1(g —acg —b) = 0. Comme ag,—1 7# 0, ag € K(T) est une solution de (R).
Le lemme est établi.

Dans le lemme suivant, nous étudions I’équation différentielle de Riccati non
linéaire, dans le cas ou la caractéristique de K est 2.

LEMME I1.5. Soit K un corps parfait, de caractéristique 2. Considérons I’équation
différentielle

(R) 2’ =az?+br+c ot abetcc K(T) aveca#D0.

Si (R) a plus de deuz solutions dans K((T~1)) (ou une solution non quadratique),
alors il existe A € K(T) et d € K(T) tels que :
a € K((T™1)) est solution de (R) si et seulement si Aa est solution de [’équation
différentielle

(Ry) 2’ =%+ d>

Supposons de plus K = Fy. Nous avons :
i) (R1) a une solution dans K((T™')) si et seulement si le développement en série



32

de d ne comporte pas de terme en 1/T.
ii) Si D € K[T|, D# 0 etd=1/(T(1+TD)), alors (R1) a une solution dans
K((T~1)) et pas de solution dans K(T).

PREUVE . Soit @ € K((T™1!)) solution de (R). Nous dérivons cette équation, il
vient

" =da?+ba+bd + ¢

0=0ac®+ba+blac®+ba+c)+c
0= (a’' +ba)a® + (b +b*)a+ be+

car o = 0 pour tout @ € K((T™1)). Alors si (R) a plus de deux solutions, la
derniere égalité entraine

(1) a'+ba=0 V +b>=0 bc+c =0.

Si b = 0, ces conditions entrainent a’ = 0 et ¢/ = 0. Donc il existe u et v dans
K(T) tels que a = u? et ¢ = v2 Ainsi « est solution de (R) si et seulement si
(u?a) = (v?a)? + u?v?.

Si b # 0, nous multiplions (R) par b, et obtenons ba’ = baa? + b2« + be, soit
compte tenu de (1), ba/ = a’a? + b'a + ¢/, ou encore (ba)’ = a’a? + ¢/. Remarqons
que a’ # 0, par (1), avec ab # 0. De plus o/,b" sont des carrés, et donc des
constantes, dans K(T'). Nous obtenons , en multipliant la derniére égalité par
a' /%, ((a' /b)) = ((a’/b)a)? + c'a’ V2.

Ainsi la premiere partie du lemme est démontrée.

Maintenant nous allons étudier 1’équation differentielle (R;), en supposant
K =T,.
Remarquons d’abord que si d contient 1/T dans son dévelopement en série, alors
(R1) n’a pas de solution dans K ((T71)). En effet, si « € K((T™1)), alors o/ + o2
ne contient pas 1/T? dans son développement en série, car le coefficient de 1/77
est A+ A2 = 0 si X est celui de 1/T dans le développement en série de a. Par
conséquent o + o? # d>.
Soit d € K(T), sans terme en 1/T dans son développement en série. Si d = d; + d»
et si x; est solution de z' = 2% + d? pour i = 1,2, alors x; + w2 est solution de
(R1). Montrons maintenant que si d = T"™ avec n > 0, alors (R;) a une solution
dans K(T). Si n = 2k, alors T2 est une solution. Si n = 2k + 1, on peut
raisonner par récurrence sur n. En effet il est facile de voir que si xp est une
solution de (Ry), pour n = k, alors T?**! + x;, est une solution pour n = 2k + 1.
Posons d = E(d) + §, ou E(d) est la partie entiere de d. Alors d’apres ce qui
précede, I’équation différentielle, z’ = z? + (F(d))?, a une solution u € K(T).
Remarquons que |T'§| < 1, par hypothese. Alors nous pouvons définir 1’élément
ve K(T™1)), parv = (1/T) Zn>0(T(5)2n+1. Observons que (Tv) = (T9)%+(Tv)?,
donc v = T6% + Tv? et par dérivation v’ = 62 4+ v2. Nous avons donc u + v solution
de (R1). ( On peut remarquer que u + v est algébrique, de degré inférieur ou égal
a2, sur K(T).)
Il nous reste & montrer la derniére propriété. D’abord si d = 1/(T'(1 + T'D)), nous
avons |T'd| < 1, donc (R;) a une solution dans K ((7~!)). Nous pouvons plonger
le corps K(T) dans le corps K((T)). (Le corps K((T')) est le complété de K(T)
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pour la valeur absolue | |g, mentionnée dans le lemme II.1). Nous allons voir que
cette équation n’a pas de solution dans ce corps et donc a fortiori dans K(7'). En
effet, nous avons d = 1/(T(1 +TD)) = (1/T) >_,,~o(T'D)™. 1l apparait ainsi que
|dT|o = 1, c’est-a-dire que d contient le terme 1/T dans son développement en
série dans K ((T')). Pour les mémes raisons que ci-dessus, dans le cas de K ((T~1)),
I'équation différentielle, (R1), ne peut avoir de solution dans K ((T')). Ceci termine
la démonstration du lemme.

Remarque. Dans la deuxieme partie du lemme, nous avons considéré K = sy, pour
simplifier. En fait on aurait pu obtenir un résultat similaire pour un corps fini de
caractéristique 2. Considérons, par exemple, K = Fy = {0, 1, u, u?} avec u? = u+1.
Alors I’équation t2+t = u? n’a pas de solution en ¢ dans K, donc le raisonnement ci-
dessus montre que I’équation différentielle (R1), n’a pas de solution dans K ((T"1)),
sid=u/T : en effet il suffit de considérer le coefficient de 1/T dans z. Cependant,
sid=u/(T(T + 1)), par exemple, cette équation différentielle a une solution dans
K((T~1)), mais pas de solution dans K (T').

Les conséquences de ce lemme sur ’approximation rationnelle de certains
éléments de Fy ((T1)) sont intéressantes. Nous donnons, par exemple, le résultat
ci-dessous, déja obtenu par L. Baum et M. Sweet dans [2].

COROLLAIRE I1.5.1. Soit a et 3 deux éléments de Fo ((T™1)), vérifiant
(1) o*+Ta+1=(T+1)3,
alors pour tout couple (P, Q) € Fo[T] x F3[T'] avec Q # 0 nous avons

(2) la—P/QI=|TI7HQI7*

Remarque. Pour tout B € Fy((T71)), avec |3] < 1, nous avons lexistence et
I'unicité de a € Fo((T71)), liés par (1). En effet (1) s’écrit a = 1/T + (1 +
1/T)3? + a?/T = g(c). L’application g est une contraction de la boule unité dans
la boule unité, et admet donc un point fixe unique.

D’autre part, observons que la conclusion du corollaire est équivalente a dire que
tous les quotients partiels (sauf le premier) du développement en fraction continue
de «, sont des polynomes du premier degré.

PREUVE . En dérivant I’égalité (1), nous obtenons (T«)’ = 32. En reportant cette
égalité dans (1), et en posant v = a/(T(T + 1)), il vient

(3) 7 =1/(T(T+1))* ++*
D’apres le lemme précédent, cette équation différentielle n’a pas de solution ra-

tionnelle. Posons H (z) = ' + 2%+ 1/(T(T +1))2. Alors, pour tout rationnel P/Q,
nous avons (4) |H(P/Q)| > |Q|72|T|~*. D’autre part

(5) |H(P/Q)| = |H(y)— H(P/Q)| = max(|(y — P/Q)'|, |y — P/QI).
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Nous avons |(y—P/Q)'| <|T|7! |[y—P/Q|. Si |y —P/Q|* > |T|~! |y — P/Q]|, alors
|y — P/Q| > |T|~*. Sinon |y — P/QJ?> < |T|7! |y — P/Q] et (5) entraine

6) [HP/Q)<ITI™ v = P/qQl.

En comparant avec (4), nous obtenons |y — P/Q| > |Q|72|T|=3. Cette inégalité est
donc vraie pour tous les couples (P, Q) € K[T| x K[T| avec @ # 0. Nous avons
donc | — PT(T +1)/Q| > |Q|~2|T|~! pour tous les couples (P, Q) € K[T]| x K|[T|
avec () # 0. Le corollaire est établi.

Une question se pose alors : le cas de la caractéristique 2 est-il spécifique,
pour l'existence d’équations différentielles de Riccati sans solutions rationnelles ?
On peut le penser, vu le role joué par l'interférence entre 1’élévation au carré et
I’homomorphisme de Frobenius. Cependant nous n’avons pas pu y répondre en
général. Pour essayer d’y répondre, nous avons utilisé une méthode qui, bien
qu’élémentaire, nous a permis d’aboutir dans le cas de la caractéristique 3.

LEMME I1.6. Soit K un corps de caractéristique p > 3. Considérons [’équation
différentielle

(R) 2’ =az?+brx+c ot abetcc K(T) aveca#D0.

Il existe A\ # 0, p € K(T) et d € K(T) tels que :
a € K((T™1)) est solution de (R) si et seulement si Aa+p est solution de [’équation
différentielle

(Ry) o' =a%+d.

Sicar(K) = 3 et si (R1) a plus de deuz solutions dans K((T™1)) (ou une solution
non quadratique) alors (Ry) a une solution dans K(T).

PREUVE . Posons X = ax + b/2 4+ a//2a , alors il est facile de vérifier que, x est
solution de I’équation (R) si et seulement si X est solution de I’équation (R;) ou d
est 'élement de K (T), défini par d = ac — b*>/4 +b'/2 + (a'/2a) — (a’/2a)?.
Maintenant supposons que la caractéristique de K est 3. Soit o € K((T™1!)) une
solution de (Ry). Nous avons (1) o = o? + d. En dérivant cette égalité, nous
obtenons (2) o = 2a® 4 2da + d'. Puis en dérivant de nouveau (3) 0= a® =
2da? + 2d'a 4+ 2d62 + d”. Ainsi 1’ hypothese du lemme implique que les coefficients
de cette équation sont nuls, donc d = 0. Alors (R;) admet la solution rationnelle
0. Le lemme est démontré.

Remarque. En utilisant la méme méthode pour les caractéristiques supérieures,
on obtient comme ci-dessus, par exemple pour p = 5 ou p = 7, en dérivant, p
fois, ’équation différentielle satisfaite par «, une équation algébrique de degré 2
satisfaite par o, d’ott 'on tire une condition satisfaite par d. Cette condition (d =0
pour p = 3) est une équation différentielle a coefficients dans F,, d’ordre p — 3
(2d" +d? = 0 pour p = 5). Cette équation différentielle admet d = 0 pour solution,
mais a aussi d’autres solutions rationnelles, ce qui ne permet pas de conclure aussi
facilement que pour p = 3.
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64. Sur des éléments de type Homographie-Frobenius algébriques de
degré 4.

Dans ce dernier paragraphe, nous étudions la possibilité, pour un élément de
K((T™1)), algébrique sur K(T'), de reconnaitre son appartenance a H, & partir de
son polynome minimal. Nous nous sommes restreint au cas d’un élément algébrique
de degré 4. Dans ce cas nous obtenons une condition suffisante simple pour que cet
élément appartienne a H.

Nous allons nous servir du fait qu’une condition nécessaire évidente (lemme II.3)
pour appartenir a H, est que cet élément satisfasse une équation différentielle de
Riccati.

Soit a € K((T~1)), solution de 1’équation algébrique de degré 4 :
(1) vt +ar® +br? +er+d=0

ou a,b,c et d sont dans K(T) Alors « est solution d’une équation différentielle de

la forme

(2) ' = ag + a1z + azx? + azx®

ou a; est dans K(T') pour i =0,1,2,3.

Si car(K) = 2, alors nous avons vu, dans la démonstration du théoreme I1.3,
que 1’équation différentielle (2) est de Riccati si et seulement si (ac)’ = 0.

Si car(K) > 2, alors si « est solution de I’équation (1), en écrivant § =
a + a/4, nous voyons que 3 est solution de 1’équation suivante :

(1" xt+ A2? + Bx + D =0,

Dans ce cas, en écrivant 1’équation différentielle issue de ’équation algébrique (1),
on peut voir que celle-ci est de Riccati, (i.e. a3 =0 dans (2)), si et seulement si

(3) A'((3/2)AB?* —4A%C +16C?) — BB'(A? +12C) + C' (243 + 9B* —8AC) = 0.
Si car(K) = 3, la condition ci dessus se réduit a :
B'BA* = (2A4% + C)(AQC)'.
Supposons que car(K) > 3. La condition (3) peut aussi s’écrire :
(4) 3B%*(A% +120) — 2(B%)(A? +120) + 8(A? —4C)(C'A - 2A'C) = 0.
On voit donc que si nous avons (5) A% + 12C = 0, alors 12C" = —2A4A’ donc

12C"A = —2A%2A" = 24CA’, i.e. C"A—2A'C =0, et la condition (4) est manifeste-
ment satisfaite.

Nous avons donc étudié les solutions de (1’) dans K ((T~1)), avec la condition
(5), et car(K) > 3.
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THEOREME I1.5. Soit p un nombre premier superieur a 3. Soient A, B et C
des éléments de F,(T) tels que A% +12C = 0. Alors si o € F,((T~1)) est solution
de ’équation algébrique, irréductible

(1) a2+ Az>+Bz+C =0,

nous avons o € Hy sip =1 mod 3 et p < 109 et nous avons o € Ho \ Hi si
p=2mod 3, pour p=>5,11 et 17

Remarque. La formulation du résultat peut surprendre. En effet les limitations sur
la taille du nombre premier p sont imposées, comme nous le verrons, par la longueur
des calculs effectués par ordinateur (cette longueur est liée & p ou p? suivant le reste
de p modulo 3). On peut conjecturer le méme résultat, sans limitation de la taille
de p.

D’autre part la condition A% 4+ 12C = 0 est suffisante pour que la solution de (1)
satisfasse une équation différentielle de Riccati, mais pas nécessaire. En effet, soit
a € K((T~1)) algébrique sur K (T), de degré 4, avec o ¢ H, considérons 3 = f(aF)
ou f est une homographie a coefficients rationnels. Alors /3 est algébrique sur K (7T'),
de degré 4, satisfait une équation différentielle de Riccati, mais # ¢ H, donc les
coefficients de I’équation algébrique satisfaite par 8 ne remplissent pas la condition
ci-dessus (pour p = 5, par exemple).

PREUVE . Nous avons, pour tout entier k > 0, o € F, (T, «). Ainsi nous pouvons
écrire, pour tout entier k£ > 0 :

(2) ok = A + Bro + Ckoz2 + Dka3

ou Ay, B, Cy, et Dy, € F,,(T'). Nous remarquons que 'existence d’une homographie,
f, & coefficients dans F,[T] telle que a = f(a¥) est équivalente & I'existence d’une
relation de dépendance linéaire, sur F,(T), entre les quatre éléments 1, a, o et
aFtt. Ces quatre éléments sont liés sur F, (T) si Cra®+ Dya? et Cxp10? + Dyy1a®
sont liés sur F,,(7"). Donc il existe une homographie, f, a coefficients dans F, [T']
telle que o = f(a®) si

Ck+1Dk — Cka+1 = 0.

Nous posons, pour tout entier £ > 0: Ay = Ciy1Dg — CxDg+1. Nous voulons
montrer que A, =0, si p=1mod 3, et A, #0, A, =0, 81 p=2mod 3.
A partir de (1) et (2), nous pouvons écrire

ot = Apa + Bro? + Cra® + Dip(—C — Ba — Aa?)

d’ou 'on déduit, pour tout entier £ > 0 :
Dy = Cy,
Cr+1 = By — ADy,
By, = Ax — BDy,
Apy1 = —CDy,
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Il vient alors Dy42 = Cg41, on a donc
(3) Ag = Dgy2Dy— Di 4.

D’autre part, nous avons Dy +CDy_4+BDy_3+ADy_o = By_o— Ap_o+CDj_4s+
BDy,_3 + ADj_5 = Ap_3 + CDy_4 = 0. Donc la suite (Dy)r>0 est définie par la
relation de récurrence :

(4) Dy =—ADy_o— BDy_3—CDy_4
pour tout entier k > 4, avec les conditions initiales Dy = D1 = Dy =0 et D3 = 1.

Maintenant nous introduisons ’hypothese A2+12C = 0, i.e. C = (—1/12) A2
La relation de récurrence (4) et I’égalité précédente, montrent que D,, € F,[A, B]
pour tout n > 0. On montre, par récurrence, a partir de (4), qu’il existe des
éléments d; ; € I, tels que

[(k—1)/3]
(5) Dyj 1 = Z dog g1, AP I3 B2
1=0
et
[(k—3)/3]
(6) D2k; — Z dzk,lAk_3_3l32l+1
1=0

pour tout entier £ > 0 (les sommes vides sont égales a 0).
Si 'on distingue deux cas, n pair ou n impair, on voit, a partir de (4), (5) et (6),
que les coefficients d; ;, des polynomes D,,, vérifient la relation de récurrence:

(7) dnj=—dp_2; —dp_31—c, + (1/12)dp_4,

avec €, = 0 si n est pair, et ¢, = 1 si n est impair.

La relation (7) est valable, pour n > 0 et [ > 0, avec dy,,_1 = 0 et dy,; = 0 si
[ > [n/6] et n pair, ou bien si { > [(n + 3)/6] et n impair. Les conditions initiales
sont données par

(8) d(),() = d170 = d2,0 =0 et dgyo =1.

Les égalités (3), (5) et (6) montrent que Agg41 est un polynéme en A et B a
coefficients dans IF,,, pour tout £ > 0, et qu’il existe des éléments dop41 ; € I, tels

que :
[(2k—1)/3]

(9) A2k;~|—1 — Z 52k+1,1A2k_1_3lB2l
=0

avec les formules liant les 6; ; aux d; ; qui en découlent:

(10) Ookt1,1 = E dok+3,idok+1,j — E dok+2,idok+2 5
itj=l ipj=l—1

pour k> 0et 0 <[ <[(2k—1)/3].
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Il nous reste a montrer que :

sip=1mod 3 alors Ay, =0, i.e. 6,; =0 pour 0 <[ < (p—2)/3

sip=2mod 3 alors Ayz =0, i.e. dp2; =0 pour 0 <[ < (p?—2)/3

Ceci a été verifié, par ordinateur a partir de (7), (8) et (10), si p = 1 mod 3 pour
p < 109 et si p =2 mod 3 pour p=>5,11 et 17.
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CHAPITRE III
L’exposant d’approximation
et le développement en fraction continue

61. Sur ’exposant d’approximation de certains éléments algébriques de
K(T"1)).

Dans ce paragraphe nous allons donner des exemples d’éléments algébriques
de K((T™1)) pour lesquels on a calculé I’exposant d’approximation. Nous savons
que ce nombre appartient a Uintervalle I = [1,n — 1], si n est le degré de I’élément
algébrique considéré. Nous verrons que cet exposant peut prendre, dans certains
cas, toutes les valeurs rationnelles d’un intervalle I’ = [A,n — 1], ou A > 1. Toute-
fois le calcul repose sur un résultat qui ne permet pas, dans les cas ou il est ap-
pliqué, d’obtenir des valeurs proches de 1. Le principe de la proposition suivante
est di a J. F. Voloch ([18]). Nous en donnons ici une forme plus élaborée, avec sa
démonstration, telle qu’elle se trouve dans [10].

PROPOSITION IIL.1. Soit K un corps et o € K((T™')). Supposons qu’il
existe une suite (Pp, Qn)n>0, 0t P, et Qn sont des polynomes de K[T', vérifiant
les conditions suivantes :

(1) Il existe deuz constantes réelles X > 0 et p > 1, telles que

|Qn| = AQn-1"" et |Qn|>|Qn-1| pour toutn > 1.

(2) Il ewiste deuw constantes réelles p >0 et v > 1+ /1, telles que

o — P, /Qn| = p|Qn|™"  pour tout n > 0.

Alors, si P.G.C.D.(P,,Q) =1 pour n > 0, nous avons
vi)=y—1 e Blav()) =p,
et si la suite (P.G.C.D.(P,,Qy))n>0 est bornée, nous avons

vie)=y—1 et B(a,v(a))#0,occ.

PREUVE . Supposons d’abord que P.G.C.D.(P,,Q,) = 1 pour n > 0. Il est clair
que la condition (2) entraine v(«) > v —1 et B(a,v—1) < p. Nous allons montrer
qu’il existe deux constantes réelles p’ > 0 et 7' < 7 telles que si P/Q € K(T),
avec |Q| assez grand, et P/Q différent de P, /Q.,, alors |a — P/Q| > p/|Q|™"". Ceci
impliquera que v(a) = v — 1 et que B(a,vy — 1) = lim, |Q,|"7||Qnal| = p.
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Soit P/Q € K(T) avec |Q| > p~'/Qo|""*. Nous avons donc |Qo| < (p|Q])*/ (1.
Soit n le plus grand entier tel que |Qn,_1] < (p|@Q])* =1, nous avons donc

(PlQDYO™Y < 1Qul < Mpl@N/ O
d’apres la condition (1). Alors si P/Q # P,/Qy, il vient

|O[—Pn/Qn| = )0|Qn|_’y < |QQn|_1 S |P/Q_ Pn/Qn|

et donc

|a - P/Q| = |P/Q - Pn/Qn| > |QQn|_1 > |Q|_1)\_1(p|Q|)_N/(’Y—1)

ou encore
o= P/Q| > Q™" avec p=A"T'p O Vet o =1+ p/(y-1).

Vu que v > 1+ /p implique 7" < 7, nous avons l'inégalité voulue et la premiere
partie de la proposition en découle.

L’hypothese P, et (), premiers entre eux n’est pas nécessaire pour mon-
trer que les meilleures approximations rationnelles de « sont les éléments de la
suite (P,/Qn)n>0. Posons D, = P.G.C.D.(P,,Qy) et P,/Q, = P)/Q, avec
P.G.C.D.(P},Q.) = 1. Alors la condition (2) s’écrit

o = PL/Q| = plQ | /1o @

Il est donc clair que v(a) = v — 1, si et seulement si lim,, deg @Q,,/deg Q) = 1, ou
encore si et seulement si lim, deg D,,/deg @, = 0. De plus, dans ce cas, comme
Q|7 vdes @n/deg @ — Q! |=7|T'|=7de8 Dn on a B(a,v(a)) = 0 si et seulement si
lim,, deg D,, = co. Ceci termine la démonstration.

Nous allons utiliser cette proposition pour déterminer ’exposant d’appro-
ximation de certaines classes d’éléments algébriques de K ((T~1)).

§1.1. Les racines n-iemes d’un rationnel.

Soit K un corps de caracteristique p. Soit n € N avec P.G.C.D.(n,p) = 1.
Soit R € K(T), R n’etant pas une puissance n-ieme d’un élément de K (7). Nous
considérons ’équation algébrique irréductible

(1) z" = R.

Sin > 2, et si « est une solution de (1) dans K ((T~1)), alors nous savons que cette
solution a un exposant d’approximation, v(«), dans l'intervalle [1,n — 1]. Nous
voulons préciser la valeur de v(«a) en fonction de R, et en particulier déterminer R
pour qu’il soit maximal.

Si s est 'ordre de p dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles de
Z/nZ, posons q = p* et r = (¢ — 1)/n, alors toute solution de I’équation (1) est
solution de

(2) x = R"z9.
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Donc toute solution de 1’équation (1) est un élément de H. Ainsi nous pouvons
utiliser la méthode des chaines de réduites, décrite dans [9], pour ces éléments.

Si a € K((T™1)) est solution de (1), alors a = apT* + ap_TF 1 + ..., et
a/aT* est solution de (1) avec un nouveau R unitaire de degré 0. Nous pouvons
donc considérer les équations (1) avec R = P/Q, ou P et () sont deux polynomes
unitaires de K[T'], de méme degré et premiers entre eux. Dans ce cas si « est une
solution de (1), les autres solutions sont acx ot a € K et a™ = 1.

C. Osgood, (voir [13]), a été le premier a remarquer que, pour R =1+ 1/T,
'équation (1) a une solution dans K ((T"!)), avec un exposant d’approximation
maximal, égal & n — 1. En substituant & T un polynéme C' € K[T], de degré
supérieur ou égal a 1, 'exposant d’approximation est conservé, et nous obtenons un
élément ayant la méme propriété d’approximation rationnelle. Nous allons prouver
la réciproque de ce résultat, comme corollaire de la proposition suivante.

Nous donnons deux corollaires de cette proposition. Le premier est la récipro-
que du résultat de C. Osgood.

COROLLAIRE III.2.1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Soit n un
entier supérieur a 2, tel que n et p soient premiers entre eux. Soient P et
deuz polynomes unitaires de K[T], de méme degré et premiers entre eur. Soit
a € K(T™Y)) avec o™ = P/Q. Alors v(a) = n — 1 si et seulement s’il existe
Py, Qo et C € K[T| tels que P/Q) = (Po/Qo)"(1+ 1/C).

PREUVE . Si a"™ = (Py/Qo)"(1 + 1/C) alors (aQo/Py)" = (1 +1/C) et v(a) =
v(aQo/Py) = n — 1, d’aprés ii). Réciproquement si v(a) = n — 1, alors par iii)
on peut écrire P/Q = (Py/Qo)"(A/B) avec v(a) = n — 1 — ndeg(A — B)/deg(B).
Donc deg (A — B) =0, c’est-a-dire A/B=1+1/C ou C € KI[T].

Dans [9], B. de Mathan a posé la question de savoir si une racine n-iéme d’un
rationnel peut avoir un exposant d’approximation égal a 1. Le deuxieme corollaire
est motivé par cette question, sans en apporter la réponse.

COROLLAIRE 11I1.2.2. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Soit n un
entier supérieur a 2, tel que n et p soient premiers entre eux. Soient P et () deux
polynomes unitaires de K[T|, de méme degré et premiers entre eux. Supposons
que P/Q ¢ K(T)". Soit « € K((T™1)) tel que o™ = P/Q. Alors v(a) > 1 si et
seulement s’il existe A, B, Py et Qo dans K[T] tels que :

|A| = |B| et P.G.C.D.(A,B) =1 |Po| = |Qol| et P.G.C.D.(Py, Qo) =1
P/Q = A/B(Po/Qo)" et deg(A—B) < (1—2/n)deg(B).
PREUVE . Si v(a) > 1 alors, par i), nous avons les conditions voulues car
v(a) =n—1—ndeg(A— B)/deg(B) > 1 entraine deg (A — B) < (1 —2/n)deg(B).

Réciproquement si les conditions sont remplies alors (aQo/FPy)™ = A/B et par i)
nous avons v(a) = v(aQo/Py) > n — 1 — ndeg(A — B)/deg(B) > 1.
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§1.2. Les solutions d’équations du type = = ag + Y ;) aiz?.

Ici nous allons voir comment on peut appliquer la proposition III.1 a une
catégorie d’éléments qui englobe une partie de H. Il s’agit des solutions d’équations
du type

ou les a; € K(T) et les ¢; sont des puissances de la caractéristique p de K. Pour
illustrer notre propos nous avons choisi une famille particuliere d’équations de ce
type. Ainsi nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION I11.3. Soient m,mq et my trois entiers tels quem > 1, my > 0
et mo > 0. Considérons l’équation algébrique

(1) =T ™4+T ™gP 4 T "™gF

Cette équation admet une racine ag dans F,((T1)), avec |ap| < 1. Si de plus
m1 = 0 ou mgo = 0 avec my+mqo > 0, alors cette équation admet p racines o;, pour
i=0,...,p—1, dans F,((T~1)). Dans ce cas, il existe w € F,((T™1)) avec |w| =1
et a; = ag+tw pouri=1,...,p—1.

Sim=1,my =0, my =2, et p> 3 nous avons

viag) =p(p* —1)/(®* +1) =1 etv(a;) = (> —1)/(2p) — 1 pouri=1,..,p—1

lorsque ces quantités sont supérieures a \/p.

PREUVE . Soit f l'application de K((T~1!)) dans K((T~1)), définie par f(z) =
T—migP 4 T—m22P" Cette application est F,—linéaire. De plus si |z| < 1 alors
|f(2)| < |z|P, et donc par itération |fF(z)] < |$|pk, pour tout £ > 1. Il s’en suit
que |[fR(T—™)| < |T_m|pk, pour tout k > 1. Alors la suite (f*(T~™))x>0 converge
vers 0, et donc la série Y, o f*(T~™) converge dans K((T"')). Si on note ap
cette limite, il est clair que |ag| < 1 et f(ap) = ag — T~™, donc ayq est solution de
I'équation (1).

Si de plus my = 0 ou my = 0 avec my + mg > 0, alors nous avons |f(1) — 1] < 1.
Comme fk+1(1) — f*(1) = f¥(f(1) — 1) nous avons limg(f**1(1) — f*(1)) = 0,
donc la suite (f*(1))g>0 converge dans K ((T~')). Notons w cette limite, nous
avons |w| =1 et f(w) = w. Sil'on pose a; = g + iw, pour i = 1,...,p — 1, alors
f(a;) = flag) +if (w) = a; — T~™, donc «; est solution de 1’équation (1).

Considérons maintenant 1’équation particuliere
(2) z=T"'+2P+ T2z

avec p > 3. On voit que ag = Y 50 fH(T7Y) = Y507~ ™. On peut remarquer
que la suite (nl)lzo est constituée des entiers naturels dont I’écriture en base p
est n; = 10z1x223...75, ou les chiffres suivant les deux premiers, s’il y en a, sont
tous égaux a 0 ou 2, sans que deux chiffres 2 soient consécutifs. De méme on a
i = 5o 7™ + > 50t~ ™ . On peut remarquer que la suite (1;);>0, disjointe
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de la suite (n;);>0, est constituée des entiers naturels dont I’écriture en base p est
la méme que celle d’un entier n;, sauf pour le premier chiffre, ou le chiffre 1 est
remplacé par le chiffre 2.

Nous allons approcher «y. Considérons 'entier A\g, de la suite (nl)lzo, tel que

Me =pF +2(0F 2+ 4 .+ poul)

L’entier suivant A dans la suite (n;);>o est p**1. Posons Py/Q) = an<)\k T—™,
avec Q = T**. Alors nous avons

a0 = P/ Qi = [T = [Qu ™ et [Qua| = [Qul M/
Donc nous avons, pour k pair, vu que A\ = p¥ +2(pF — 1)/(p? — 1),
o — Po/Qi| = |T|—2p/(p2—1)|Qk|—p(p2—1)/(p2+1) et |Quit| = |Qul?
et, pour k impair, avec A\, = p* + 2p(p*~t —1)/(p? — 1),
@y = P/ Q| = [T|72°/ @ =0 Q| 7P#=D/@4D et |Qupa| = [T2|Qu[?

Nous pouvons appliquer la proposition III.1 (avec une modification due au fait que
les deux constantes p et A prennent deux valeurs distinctes suivant la parité de k).
Ainsi nous avons v(ag) = p(p? — 1)/(p? + 1) — 1, si cette quantité est supérieure 3

VD
Maintenant nous allons approcher «;. Nous avons «; = leo an;T_"; ou an; =1
ou ¢, et n; représente n; ou m;. Dans ce cas, considérons l'entier \i, de la suite
(n)i>0, tel que

Me =208 +pF 2+ p" .+ poul)

. . . — 4
L’entier suivant Ay dans la suite (17);>0 est p*+*. Posons Pp/Qr = ",/ <y T,
> 1<

avec Q, = T**. Alors nous avons
o = Pe/Qul = [T = [Qu 772 et Qi = Qe
Donc nous avons, pour k pair, vu que Ay = 2(pF*t2 —1)/(p? — 1),
a0 = Pe/Qul = |TI7|Qul~ @ ~D/CP et |Qusa| = |Qul”
et, pour k impair, avec A\, = 2p(p*tt —1)/(p? — 1),
oo — Pi/Qu| = IT17HQu = =D/C et Qppn| = [T12|Qw

Donc, en appliquant la proposition III.1, nous avons v(«;) = (p* —1)/(2p) — 1, si
cette quantité est supérieure a /p, et pour ¢ =1,...,p — 1.
Observons aussi que, pour ¢ = 0,...,p — 1, nous avons B(«;,v(a;)) fini et non nul.

Remarque. 1l est facile de voir que si «v est solution de (1), avecm > 1 et my, mg > 0,
alors, sauf si my = my = 0, on a « ¢ H. En effet nous avons vu a la fin du
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chapitre I que, si « est solution de (1), alors il existe ey, fs et gs dans K(T) tels
que @ = ez + foaP + gsapSH, pour tout s > 1. Pour des raisons de degré on peut
voir que fs.gs # 0, pour tout s > 1, et ceci entraine o ¢ H. Donc, si I'équation est
irréductible (c’est le cas pour 1’équation (2)), on doit avoir v(a) < p, comme nous
I’avons vu a la fin du chapitre I, par application du théoreme I.2.

D’autre part, signalons que si nous avons donné des valeurs particulieres a m,mi et
may, c’est pour simplifier ’exposé et réduire la longueur de la rédaction. En fait le
meme raisonement, basé sur ’écriture des entiers en base p, peut s’appliquer pour
I’équation (1), dans une situation plus générale. On obtient, en particulier, avec
m>1et 0 <mg,my <p—1, les résultats suivants :

si mi; > 0 et mo > 0, nous avons pour «

v(ao) = p(m +ma/(p* = 1))/(m +m1/(p— 1)) — L.

Si un seul des deux entiers mi et ms est nul, en notant m’ celui qui est non nul et
[=1sim' =my, | =2sim' =msy, nous avons pour oy

v(ag) = pm/(m+m'/(pt — 1)) — 1
et pour les p — 1 autres racines oy, avec 1 <¢ <p—1,
(o) :pm'/(m+m'/(pl —1)—-1 si m' <m

via)) =m@ —1)/mp™H -1 si m'>m

a condition que chacune de ces quantités soit supérieure a ,/p. On peut remarquer
que, dans tous les cas, on a v(a) < p — 1.

§1.3. Les fonctions rationnelles d’éléments de 7.

Nous montrons ici comment on peut déterminer I’exposant d’approximation
d’éléments qui sont les images, par une fonction rationnelle, de certains éléments
de H. Ce phénomene a été remarqué par J.F. Voloch, dans [19]. Nous utilisons la
proposition suivante :

PROPOSITION II1.4. Soit K un un corps de caractéristique p. Soit s € N* et
q=7p° Soita € Hs; et Re K[T|(X). Supposons que R’y () #0. Si R =U/V

ou U et V sont deux polynomes de K [T, X|, premiers entre eux, nous posons d =
max(degx U,degx V).

Alors siv(a) > d(\/g+1) —1 on av(R(a)) = (v(a) +1)/d—1

et B(R(a),v(R())) # 0, 0.

Remarque. Si (om)n>0 est une suite qui converge vers a, nous avons lim,, (R(o) —
R(ayn))/(a — apn) = Ry («). Donc si Ry () # 0, et si n est assez grand nous avons

(H)  [R(a) = R(an)| = Cla — ay]
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ou C' = |Ry ()| est une constante réelle positive. Signalons que la proposition
donnée dans [19] est inexacte dans le cas général. En effet la condition ci-dessus
est supposée réalisée, ce qui n’est pas toujours vrai. Par exemple, si R(X) = X¥,
pour appliquer la proposition il faudra que ’entier k soit premier avec p.

PREUVE . Comme « € H, nous savons, (cf. [9]), qu’il existe une suite d’approxima-
tions rationnelles de «, (P,/Qr)n>0, telle que

(1) |a - Pn/Qn| = 01|Qn|_(y(a)+1)

pour tout n > 0, ou C; est une constante réelle positive. Nous avons aussi
P.G.C.D.(P,,Q,) = 1 et il existe un réel positif p, tel que |Q,+1| = p|@n|%, pour
tout n. Alors d’aprés (H), nous avons, pour n assez grand

(2) |R(a) = R(P/Qn)| = Cla — Po/Qn| = CCL|Qn|~ ¥ (D),

D’autre part nous avons R = U/V avec U et V premier entre eux dans K[T]|[X],
et d = max(degx U,degx V). Donc R(P,/Q,) = U,/V,, avec

Un - QZU(Pn/Qn) et Vn - QZV(Pn/Qn)

Il existe donc un réel positif p; tel que |V,,| = p1|@Qn|?, pour n assez grand. Alors
(2) peut s’écrire

(3) |R(e) — Up/Viu| = CCyp" 0Ty, = (@) +1)/d

avec |[Vop1| = p1~7p|Va|2.

D’autre part, comme P.G.C.D.(P,,Q,) = 1, on peut montrer, en utilisant le méme
raisonnement que dans le Lemme 1.6 du chapitre I, que P.G.C.D.(U,,V,,) divise un
polynoéme de K[T] qui ne dépend que de U et V. Alors le résultat découle de la
proposition III.1.

Nous donnons deux types d’exemples d’application de cette proposition :

Ezemple 1. Soit a € F, ((T'')), Pexemple de Mahler, vérifiant « = T~ + «, ou ¢
est une puissance de p. Alors nous avons v(a) = ¢—1. Donc si k et p sont premiers
entre eux et si k < ¢/(y/q + 1), la proposition ci-dessus entraine v(a*) = ¢/k — 1.
Soit ¢ > 5 et impair. Posons 3 = o2, alors on peut voir que 3 est de degré q et
B ¢ H ( on montre que (3 ne satisfait pas une équation différentielle de Riccati).
Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.1, on doit avoir v(3) < [¢/2]. D’autre part,
pour ¢ assez grand, nous avons vu que l'on a v(3) = q/2 — 1. Le théoréme 1.1 est
donc presque optimal.

Ezemple 2. Soit o I'élément de F, ((T1)) vérifiant « = 1/(T + a9), ou ¢ est une
puissance de p. Alors a = [0, 7, Tq,qu, ...] et on a v(a) = ¢q. Donc si k et p sont
premiers entre eux et si & < (¢ +1)/(y/¢ + 1), la proposition ci-dessus entraine
v(a®) = (¢ +1)/k — 1. Nous allons voir dans le paragraphe suivant que, si g est
impair, ceci reste vrai pour k = (¢ + 1)/2.
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62. Sur le développement en fraction continue de Buck et Robbins.

Dans ce paragraphe nous décrivons le développement en fraction continue
d’un élément de F3 ((T—1)), satisfaisant une équation algébrique du quatrieéme degré.
Puis a partir de ce développement en fraction continue, nous donnons les propriétés
d’approximation rationnelle de cet élément.

Cet élément a été mentionné pour la premiere fois par W. Mills et D. Robbins
dans [11]. Son remarquable développement en fraction continue a été observé par
ordinateur et sélectionné parmi celui de plusieurs éléments algébriques de degré 4.
Il s’agit de la solution dans F3((T~1)) de I'équation algébrique

(1)  z*+2>-Tr+1=0.

Pour comprendre et établir la particularité du développement en fraction
continue de cet élément, nous allons mettre a jour son origine qui est cachée par
I'équation (1), et voir qu’il fait partie d’une suite d’éléments particuliers.

Soit p un nombre premier impair et ¢ = p® ou s est un entier supérieur ou
égal & 1. Soit K = F,. Nous considérons 1'élément a, de K ((T!)) défini par son
développement en fraction continue :

(2)  a,=[0,T,T%..,T7,..]

Il est clair que cet élément est la seule solution, dans K((T~1!)), de I’équation
algébrique
(3) x=1/(T + x?)

Nous posons 7 = (g + 1)/2 et nous considérons I’élément 60,, de K((T~')), défini
par 0, = ag.

Comme «y est solution de (3), il vient g = (1/T)(1 — "), et ceci entraine,
par élévation a la puissance r, 6, = (1/T7)(1 — 62)". Ainsi 6, est une solution de
I’équation algébrique

4)  z=1/T7)(1-2%)"

Nous pouvons voir que cette équation n’a qu'une solution dans K ((7~')). En effet :
Si x est une solution de (4), dans K ((T~1!)), nous devons avoir || < 1. Sinon
|z| > 1 entraine |[(1 — z2)"| = |z|?", et par (4), |T|" = |z|? ce qui est impossible.
Considérons I'ensemble E = {z € K((T™'))/ |z| < 1}, et application f de F
dans lui-méme définie par f(x) = (1/T7)(1 — 2®)". Alors nous pouvons voir que
f est une contraction, E est complet, et par conséquent f(x) = x a une solution
unique dans E. Ainsi 0, est la seule solution de (4) dans K ((I'"!)). D’autre part
les coefficients de cette équation sont des éléments de K(T"), donc sa solution
0, est un élément de K((77")). Alors nous pouvons introduire I’élément 0 de
K((T~1)), défini par 8,(T) = 0(T"). Donc 0} est la seule solution, dans K ((T~1)),
de I’équation algébrique

(5) == (/T)(1-2?)".
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Maintenant nous pouvons voir que la solution de (1), dans F3((T1)), est 65. En
effet nous avons, d’apres (5), 05 = (1/T)(1 — (05)*)% = (1/T)(1 + (03)% + (65)*),
donc 0% est solution de (1).

Nous allons voir qu’il est possible de déduire le développement en fraction
continue de 03 de celui de 3. Le développement en fraction continue de ¢, donné

par (2), et le lien entre 0, et oy, i.e. 0, = g, sont assez simples pour que l'on

puisse obtenir une description partielle du développement en fraction continue de
6,. Toutefois, mis a part le cas ¢ = 3, nous n’avons pas pu aboutir a une description
complete de ce développement.

Nous partons du développement en fraction continue de ;. Considérons les
deux suites usuelles de polynomes de K[T'], définies inductivement par

Po=0,P=1,Qo=1,Q.=T,P, =T9 'Py_1+Pu_s Qn=T" Qu_1+Qn_s

pour n > 2. Ainsi (P,/Qn)n>0 est la suite des réduites de «,. D’apres (2), pour
n > 1, nous avons

n—1
P,/Q, =10,7,79 .., T" |1=1/(T+ (Pr-1/Qn-1)?).
Comme P, et (), sont premiers entre eux et tous deux unitaires, nous obtenons

(6) 0o=1 Qn=TQ ,+ P!, pourn>1.

Maintenant considérons le développement en fraction continue de 6,. Nous
posons 0, = [ag, a1, ...., Ay, ....]. Remarquons que ap = 0, d’apreés la définition de
64, vu que |oy| < 1. Puis nous introduisons les deux suites usuelles de polynomes
de K|[T], définies inductivement par

UO - 07 U, = 17 VO - 17 Vi= ai, Un = anUn—l + Un—2 Vn - anVn—l + Vn—2

pour n > 2. Ainsi (U, /V;,)n>0 est la suite des réduites de 6.

Dans un premier temps, nous allons donner quelques sous-suites particulieres
de réduites de 0,.

Nous utilisons les résultats auxiliaires suivants :

LEMME II1.1. Pourn > 0, le polynome a,, est un polynome impair de la variable
T" et le rationnel (P,/Qy)" est une réduite de 6.

PREUVE . Nous savons que l'équation (5) admet ¢7 comme unique solution dans
K((T~1)). A partir de (5), nous voyons que

03(=T) = (=1/T)1 = (65(=1))*)"  dott  —03(=T) = (1/T)(1 - (=0;(=T))*)"

Par conséquent —0; (—T') est aussi solution de (5), et nous en déduisons que —6; (=1')
= 03(T). C’est-a-dire que 0} est un élément impair de K ((I'"')). Par récurrence,
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nous voyons que les quotients partiels du développement en fraction continue de 6
sont des polynomes impairs de K[T]. A cause de l'identité 03:(T") = 04(T), si nous
écrivons 07 = [ag(T),ai(T), ..., ay,(T), ....], alors nous avons a,(T') = a;,(T").

ceeey Wy

Maintenant montrons que (P,/Qy)" est une réduite de 6,. En effet, pour
n > 0, nous avons

o = (Pu/Qu)"| = lag = Pa/Qul | > al(Pu/Qu) 177,
0<i<k—1

Comme |oy| = |P,/Qn| = |T|7!, nous avons r termes dans la somme, chacun
de valeur absolue |T'|~"*! et de coefficient dominant 1. Par conséquent, comme r
et p sont premiers entre eux, ceci devient

|O‘Z — (Pn/Qn)"| = |O‘q — Po/Qnl |T|_T+1 = |QnQn+1|_1|T|_r+1-
D’apres (6) nous obtenons |Qn+1| = |Qn|?|T|, ce qui implique
(1) 10— (Pa/Qu)"| = Q72T
Ceci montre que (P,/Q,)" est une réduite de 0, et termine la preuve du lemme.
LEMME IIL.2. Soient P et Q@ deux polynomes de K[T], avec @@ # 0, et n un
entier positif. St

|Qn"
Q]

alors P/Q est une réduite de 6,. De plus, si P et Q sont premiers entre eux et la
réduite P/Q est Uy /Vi, alors nous avons

9) lawg1| = [PQ;, — QP 7HQI™HQul"

®) QI <l@nl" et [PQ;, — QF| <

PREUVE . Par (7) et (8), nous avons
1 1 PQ! — QP!
- 2r r < r < | Qn TQ n|
Qul> [T~ 1Qnl"|Q |Qnl"|Q]
vu que |Q| < |Qn|" et (P, Qn) =1 implique PQJ, — QP! # 0. D’ou

|9q - (Pn/Qn)r| < |P/Q - (Pn/Qn)r|

|9q - (Pn/Qn)T|

donc

|9q_P/Q| = |9q_(Pn/Qn)T+(Pn/Qn)T_P/Q| = |P/Q_(Pn/Qn)T|
et, par (8),

0, — P/Q| < |QI72.
Ceci montre que P/(Q est une réduite de 6,. Maintenant si P et () sont premiers
entre eux et P/Q) = Uy/Vj, nous avons |Q| = |V|. D’autre part, nous savons que

104 — Uk/Vi] = [Vi|*|as1| ™"

Comme
0 — U/ V| = |P/Q— (Pn/Qn)"]

il est clair que I'égalité (9) est vérifiée. Ainsi le lemme est prouvé.
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LEMME II1.3. Considérons les éléments de K(T'), définis par

@ﬂ):% et @;(T):%

Alors nous avons les développements en fraction continue suivants :

(10) ©O4(T) =[0,T,2T,2T, ...... 2T, T (2T est répété q — 1 fois)

(11) ©4L(T) = [0,T, —21, 2T, ..., =21, 2T, ~T] (21,27 est répété L= fois).

PREUVE . Soit (R)o<k<q+1 la suite d’éléments de K (T'), définie par:
(12)Ry =0, Ry =1, Ry, =2TRp_1+Rp_2 pour 2<k<gq, Ryy1 =TR;+R; 1
Alors, par la propriété usuelle d’une suite linéaire récurrente, nous avons

1
2V/T2 1 1

Maintenant nous introduisons la suite (Si)o<k<q+1 d’éléments de K [T, définie par

(12)’ Ry = (TH+VT2+ 1) (T -T2+ 1)) pour 1<k <yq.

(13)50 = 1, Sl = T, Sk = 2TSk_1 + Sk_2 for 2 S k S q, Sq+1 = TSq + Sq—l-

Donc (Ri/Sk)o<k<q+1 sont les réduites de [0, 7, 2T....2T, T}, et (10) sera établi si
nous montrons que

(14) Ryp1=T7 et Sy =(T?+1)
D’abord nous prouvons que
(13)/ Sy =TRy + Ri_1

est vérifié pour 1 < k < ¢q. Par récurrence, comme Sj et Ry satisfont la méme
relation de récurrence, il suffit de voir que (13)" est vérifié pour k =1 et k = 2.
Ensuite nous prouvons que

(15) Ry=(T?+1)""' et S,=1T19

En effet, par (12), nous avons

1
Ry= ———((T"+ (VT2 +1)?) — (T? — (/T2 + 1)9)) = (T? + 1)"*
0= S (T (VTP D)) - (= (VTP 1)) = (1 4 1)
R 1 (Tq—{—( T2+ 1)7 T7—(VT?+1)4
T VTT AL TV AL T—VT?+1
Alors, avec (13)’, ces égalités entrainent S, = TR, + R,—1 = T9.
De méme avec (12), nous obtenons Ry41 = TRy + R,—1 = T'9. D’autre part nous

avons l'identité classique Rq41S — Sq+1Rq = —1. Alors, avec (14) et (15), il vient
Sg+1Ry =T?*1+1=(T?+1)%, et donc Sy = (T? +1)". Ainsi (10) est prouvé.

) =T —T(T*+ 1)}
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Maintenant nous montrons que (11) est une conséquence de (10). Soit u une
racine carrée de —1, éventuellement dans une extension de K. Nous avons

u?rTq K

uBy(uT) = Tz 1) = Tz 1) = 0,(T).

A partir de cette identité et de (10), nous obtenons
0,(T) = ul0,uT, 2uT, 2uT, ...., 2uT, uT].

En utilisant la propriété de la multiplication d’une fraction continue par un scalaire,
nous avons

0, (T) = [0,T,2uT, 2T, ..., 2T,u*T] = [0, T, —2T, 2T, ....,2T, T

et (11) est prouvé.

Nous pouvons remarquer, d’apreés (12)’ et (13)’, que le polynéme R; a une
parité opposée a celle de I'entier i, et le polynome S; a la méme parité que ’entier
i. Pour 0 <1i < ¢+ 1, nous introduisons les éléments de K[T'], définis par

6 R, = R;(uT) et Si(T)=—uS;(ul) pour ¢ impair

(16) R; =uR;(uT) et S;(T)=S;uTl) pour ¢ pair.

Comme nous avons u(R;/S;)(uT) = (R;/S!)(T), il est clair, par le méme argument
que ci-dessus, que R;}/S; sont les réduites de ©;(T'), pour i =0,1,..,q+ 1.

Le lemme suivant montre qu’il existe ¢ fonctions rationnelles, a coeflicients
dans K, W; € K(X) pour i =1, ..., ¢, telles que P, W;(Q7,) est une réduite de 6,
pour tout n > 0. Plus précisément, nous avons :

LEMME II1.4. Pour 1 < i < q, soient R;, S;, R} et S, les éléments de K[T]
introduits ci-dessus. Avec les notations précédentes, pour n > 0, nous posons

Ri, =P Ri(Q) et Sin,=5i(Qr) pour n impair,

Rin =P R{(Q) et Sin=5(Qr) pour n pair.

Alors, pour n > 0, R;,/Sin est une réduite de 0,. De plus R;,, et S;, sont
premiers entre euz, et si m(i,n) est Uentier tel que Upy(;n)y/Vim(in) = Rin/Sin,
alors (i ny+1 = AinT", 0 Ajy est un élément non nul de K.

En outre, pour n > 0, nous avons :
(17) Rl,n/sl,n = Pr:/QZ ) Rq,n/sq,n = QZ:Llng/Pﬁle

et la réduite précedant Ry ,,/S1 p, dans la suite des réduites de 6, est Ry pn—1/Sqn—1
c’est a dire

(18) Ryn—1/Sqn-1=Un@an)-1/Vman-1 pourtout n>1.
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PREUVE . Soient n et ¢ des entiers tels que n > 0 et 1 < ¢ < g. Nous allons
appliquer le lemme 2 avec P = R; , et Q = S;,,. D’abord, d’apres (13) et (16),
nous avons |S;| = |S!| = |T|* donc nous obtenons |S;,,| = |Q,|". Alors, par
(6), il vient |Q,|* < |Qn]? < |Qn+1|- Donc nous avons |S; | < |Qnt1]|", et ceci
est la premiere partie de la condition (8). Nous posons 0; , = R; Q11— SinP 1
Pour n impair, nous avons

0in = PLRi(Q1)Q7 1 — Si(Qr) P i1

Par (6), (14) et comme nous avons P, 1Q,, — P,Qn+1 = —1, nous obtenons
i = (Q7 + 1)"Ri(Qr,) — Si(Qr,) Q%

i = Sqr1(Qn) Ri(Q7,) — Si(Q,) Rer1(Q7)

6i,n = AZ(QZ), avec Az = Sq+1RZ’ — Squ+1.

De la méme fagon, pour n pair, par (6), (14) et comme nous avons P,11Q, —
P,Q,+1 =1, nous obtenons

Oin = (@7 — 1)'RY(Q,) — SH(QR) Q%

Nous observons, d’aprés (14) et (16), que R, = (=1)"T% et S}, = (=T* +1)",
ainsi nous obtenons

0in = (=1)"A(Q},), avec A = S, 1 R — SRy 4.

D’autre part nous avons |Rg41/Sq+1 — Ri/Si] = 1/|Si4+15:| et par conséquent

|Ail = [Sq415i] [Rg1/Sq+1 — Ri/Sil = [Sq41l/1Si41l-

Par (12) et (13), nous voyons que |S;| = |T|® et |R;| = |T|*~!, ceci entraine
|A;| = |T]9"*. De la méme fagon, par (16) |S;| = |Si|, |R;|] = |R}|, dou
(Al = |T|97% Comme |S;,] = |Qun|™, et par (6) |Qni1| > |Qn|?, nous avons
enfin

(G50l = 1Qnl" ™) < |Quar|"/|Sin

ce qui est la deuxieme partie de la condition (8), et ainsi par le lemme 2, R; ,,/S; »
est une réduite de 6, pour n > 0et 1 <14 <gq.

Maintenant nous voulons prouver que R, ,, et S;, sont premiers entre eux.
D’abord nous montrons que A; et S; sont premiers entre eux (de méme pour A} et
S!). Nous avons A; + S;T9 = (T?+1)"R;  (ou AL+ (=1)"SiT? = (-T? +1)"R.).
Alors, comme R; et S; sont premiers entre eux ( ou R; et S! ), nous voyons que
si A est un diviseur commun premier de A; et S; (ou de A} et S}) , alors il divise
T? +1 (ou T? — 1). Maintenant si S; a un tel diviseur alors nous avons S;(u) = 0
ou S;(—u) = 0, olt u est une racine carrée de —1. A partir de (13)’, nous pouvons
écrire

So(u) =1 Si(u) =u Si(u) = 2uS;_1(u) + Sj—2(u) pourl <i<gq

et ceci implique S;(u) = ' pour 1 < i < ¢q. Comme S; est alternativement un
polynéme impair ou pair, nous avons aussi S;(—u) = (—1)*S;(u). Par conséquent
Si(£u) # 0, et il s’en suit que A; et S; sont premiers entre eux. Pour Al et S;, on
peut faire le méme raisonement. Dans ce cas il faut voir que S/(£1) # 0, et ceci
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découle de (16), et du fait que S;(+u) # 0. Ainsi il existe des polynomes E et F
de K[T] tels que

EAi+ FS; =1 dou  E(Q)Ai(Qy) + F(Q,)S5i(Q) =1

Alors A;(Q7) et S;(Qr,) sont premiers entre eux (de méme pour AL(Qr) et Si(QF)).
Maintenant revenons a R; ,, et S; 5. Si B est un diviseur commun & eux deux, alors
B divise R’i,nQ:H—l - Si,nP:;-}-l = A,(QZ) et Si,n = SZ(QZ) (011 (—I)TA;(QZ) et
SHQr) ), et donc divise 1. Ainsi nous avons établi le résultat souhaité.

Alors nous pouvons appliquer la fin du lemme 2. Par (9), nous obtenons

TSl THQural” = 1QulTTNQu T Qual” = T

|am(i,n)+1| = |5’L,TI,

car [Qny1| = |T||Qn|%. Alors le lemme 1 entraine da,,(; ny+1 = AinT", o1t Aj,, est
un élément non nul de K.

Maintenant nous explicitons Ry ,,/S1,, et Rgn/Sqn- Comme Ry = R} =1
et S; = S] =T, la définition de Ry, et Si, donne immédiatement la premiere
partie de (17). Par (15), nous avons (R,/S,)(T) = (T?* + 1)"~1/T%. Par (15) et
(16), nous obtenons (R} /S;)(T) = (I'* — 1)"~'/T?. Par conséquent Ry, /Sqn =
Pr(Q% + (—1)»~Hr=1/Qre . De plus, par (6), nous avons Q¢ = P,y et donc
QItt — (=1)" = P,Qny1. Ainsi Ry/Sqn = P2 71QI11/Ph, 1, et (17) est établi.
Enfin, nous avons

Sgnl = 1@n|" = (1Quial/IT)" = |S1nal/IT]"-

Comme les dénominateurs des réduites sont des polynomes de K[T"|, Rqn/Sqn
doit étre la réduite précédant Ry n41/S1n+1. Ceci termine la démonstration du
lemme 4.

Nous pouvons maintenant décrire, en partie, la structure de la suite des
quotients partiels du développement en fraction continue de 6,. Nous introduisons
Qin, pour n > 0 et pour 1 <4 < ¢, comme étant la suite des quotients partiels
définissant la réduite R; ,,/S; . Ainsi

Rin/Sin=10,Q%n,] et Qi,=ay,.... yAmin) Pourn >0 et 1<i<gq.

’

Nous pouvons décrire € 1 and ;2. Nous avons Ry, /S1, = (P,/Qn)", d’aprés
(17). Puis Ry 1/S1,1 = (P1/Q1)" = 1/T", par (6), donc 41 = a; =T". D’autre
part , avec (6) et les notations du lemme 3, nous avons

Ri2/S12 = (P2/Q2)" =T /(TT +1)" = 0,(T").
Par conséquent 1’égalité (10) entraine
(19) Qqo=T",2T",2T",.....,27", T" (q+ 1 termes).
Observons que, pour n > 1, nous avons m(1l,n) < m(2,n) < ..... < m(q,n). En

effet [Siy1.n| > |Sinl, car |Sin| = |Qn]™ et |Qn| > 1, pour n > 1. Alors, d’aprés
les résultats obtenus dans le lemme 4, nous pouvons écrire :
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Q2,n - Q1,17,7 )\1,nTT7 A2,n QS,n - Ql,nv Al,nTra A2,nv )‘2,nTr7 A3,n -----
Qq,n - Q1,17,7 Al,nTra A2,nv ------ ’ )‘q—l,nTrv Aq,n

et enfin, comme G, (1,n41) = Am(q,n)+1 = Ag,nl” d’apres (18), nous pouvons écrire,
pour n > 1,

(19)/ Ql,n—i—l = Ql,na /\l,nTra Az,n, ------ ’ /\q—l,nTry Aq,n; )\q,nTT

ou les A;,, € K* et les A;,, sont des suites finies d’éléments de K[T']. (Pour n =1,
les suites A; 1 sont vides.)

Nous allons voir que cette description peut étre améliorée.. Auparavant nous
devons introduire les notations suivantes.

Si Q = xq1,29,...,7 est une suite de polynomes, nous notons €2 la suite
obtenue en inversant l'ordre des termes de €2, i.e. Q =z, xx_1,...,21. De plus, si

€ est un élément non nul de K, nous écrivons e pour ez, e 'z, ....,e(_l)k_lxk.
Observons que si [Q] représente 1'élément de K (T') qui a pour développement en
fraction continue €2, nous avons €[] = [e].

Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant :

LEMME 1I11.5. Il existe une suite (En)nZI d’éléments non nuls de K, telle que

(20)  amn)—k = 6%_1)kak+1 pour tout (k,n) avec 0 <k <m(l,n)—1etn>1

De plus nous avons pour n > 2

n+1
+1 +1

(21) AgnAgnT" = etl §~217n ANp—in = eﬁlfxm,n forl <i<r-—2,
Agn = €41 Ag—in = €py1din for1 <i<r-—1.

PREUVE . D’apres (17) et (18), nous pouvons écrire

(22) Um(l,n) = E:TPT: Vm(l,n) - 62@2

et
(23)  Unamy-1 =Pl ,Q"  Viam-1 =, b

ou €, et €/l sont des éléments non nuls de K. Nous posons €, = €, /el.

D’apres la définition de Vi, pour tout k£ > 1, nous avons Vi, /Vi_1 = [ag, ag—1, ..., a1],
donc nous pouvons écrire Vi, (1.1)/Vin(1,n)=1 = [@m(1,n)> Gm(1,n)—1, -+ G1]-

d’autre part, par (22) et (23), nous avons

Vm(l,n) — Vm(l,n) _ €n
Vm(l,n)—l n.Um(l,n) [07 A1y e Qm(1,n)

] = 6n[aly eeey am(l,n)]

par conséquent

(—1)i!

(_1)m(1,n)—1
[@m(1,n)s s 01] = €p[a1, sy 1 0)] = [€nG1, ooy € Ay ey €y,

am(l,n)]
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Ceci entraine (20) et se résume par 1, = €, .

Pour n > 1, nous posons £y, = a1,A1, = T",A1,. Ainsi, pour n > 1,
(19)" s’écrit

Pour toute suite de polynémes non nuls, nous définissons son degré comme étant
la somme des degrés de ses termes. Nous avons deg €2y ,, = deg S, = rdeg @, et,
pour 2 < ¢ < ¢, deg S; , —deg S;_1,, = rdeg Q,,. D’apres (6), nous avons deg Q,, =
gdeg Q-1 + 1 et deg Qo = 0, il en résulte deg @, = (¢" — 1)/(q¢ — 1). Posons
wy, = rqdeg Qy,_1, alors nous obtenons deg € ,, = wy, + 1 et deg Ay, = wy,. Aussi,
pour 2 <14 < g, deg A; ,, = wy,. Sinous écrivons la suite des degrés des composantes
a droite de (24), nous obtenons la suite, de 2¢ + 1 termes : 7, wy, 7', Wy, cveey Ty Wy, T
Comme cette suite est un palindrome et 5217”4_1 = €,4+1821 n+1, la relation (20) entre
deux termes symétriques par rapport au centre de £y ,, 11 se transmet entre deux
blocs symétriques par rapport a ce centre. Alors il est clair que

+1 +1 }{ +1
Aq’n/\q’nTT - 6n+191,n7 Aq—l,n - €n+1A2,n7 ceeey Ar—i—l,n - 6n+1Ar—1,n
et aussi
+1 +1 +1
AgnT" = €0 T A1 n T = €L A 0T e, AT = €51 A1 T

Ceci est (21), ainsi le lemme 5 est prouvé.

Nous pouvons remarquer que si €, = 1 alors la suite €2y ,, est un palindrome. Ceci
est, de fait, le cas si m(1,n) est impair : En effet si m(1,n) = 2[ + 1, alors (20)
implique a1 = 67(7,_1)lal+]_ et par conséquent €, = 1. Remarquons enfin que nous
avons évidemment €; = 1 et, comme €2 5 est un palindrome d’aprés (19), nous
avons aussi €5 = 1.

Comme nous 'avons indiqué au début de ce paragraphe, dans le cas général,
nous n’avons pas obtenu une description complete du développement en fraction
continue de 6, (Voir la remarque suivant le théoreme III.1. ci dessous). Le cas
q = 3, premiere valeur de ¢ possible, est tres particulier.

Si ¢ = 3 alors K = F3 et 7 = 2. Dans ce cas nous avons e¥! = e si e € K*.
Alors (20) devient

(20)"  am(in)—k = €nar41  pour 0 <k <m(l,n)—1let n>1.
D’aprés le lemme 5, (24) devient
(24)" Qung1 = Qs AT Az n1An T2, engp1Qm.
Dans ce cas, nous allons voir que le développement en fraction continue de 03 est

completement explicité. Nous prouvons le résultat deja obtenu par M. Buck et D.
Robbins dans [3].
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THEOREME IIL.1. Soit 0% la solution, dans Fs((T~1)), de I’équation
v = (/7)1 -2
Soit (Qn)n>1 la suite de suites finies d’éléments de F3 [T, définie par

=T Q=T2T2T,T et Quii=0, 27,05

n—1’

27,2,  pourn > 2

avec 97(13_)1 représentant la suite obtenue en élevant au cube chaque terme de €2,,_1.
Soit Qo la suite commencant par €2, pour tout n.
Alors le développement en fraction continue de 035 est donné par

05 = [0,Qu].

PREUVE . Compte tenu du lien entre 03 et 03 et avec les résultats et notations
antérieurs, il suffit de prouver que I'identité (24)" s’écrit

25)  Quin = Q0,202,008 2720, pourn > 2.
) + ) l,n 1 )

Soit n un entier, avec n > 2. D’abord nous allons déterminer Ay ,. Nous
avons Um(l,n)/vm(l,n) = [07 Ql,n]y Um(l,n)~|—1/vm(1,n)~|—1 = [O,Ql,n, /\l,nTz] et
Un2,n)/Vin(2,n) = 10,921 1y A1nT?, Ag ] . Sinous notons 3, 'élément de K (T')
défini par [Az ], alors il est un fait classique que nous avons

Um(Z,n) . x2,nUm(1,n)+1 + Um(l,n)
(26) = .
Vm(Z,n) x2,an(1,n)+1 + Vm(l,n)

Nous savons que Up,(2,n)/Vin(z,n) = R2,n/S2m. Nous avons Ro(T) = 2T, So(T) =
272 + 1 et aussi RL(T) = uRy(uT) = —2T, S4(T) = S2(uT) = —2T? + 1. Il en
résulte que Ra,,/S2, = P2Q2/(Q} + (—1)™). Nous posons

(27) P'=P2Q> et Q =Q)+ (-1
Alors la formule (26) peut étre inversée, et par (22), nous obtenons

2N _ N2 p!
(26), ‘/L‘2;n = 6:1 PnQ/ QnP 7"
Vm(l,n)+1p - Um(l,n)~|—1Q

Il faut déterminer Uy, (1 n)+1/Vin(1,n)+1. Nous utilisons le fait que R3,_1/S3,-1 et
Ry, /S1,n sont, d’aprés le lemme 4, les deux réduites precédant celle-ci.

Ainsi, nous considérons les polynémes P et Q de K[T], définis par
(28) P=2I°P2+ P} Q. et Q=21°Q.+P).

Nous appliquons le lemme 2, pour montrer que P/Q est une réduite de #3. D’abord
nous avons deg Q = 2deg @, + 2 et donc ) # 0. D’apres (28) et (6), nous
avons PQ2 — QP2 = PI_Q3 — P} = P30}~ PAQ3_, = (~1)", ainsi (P,Q) = 1.
Comme 2deg Q),, +2 < 2deg Q.11 pour n > 2, la premieére partie de la condition (8),
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ie. |Q| < |Qnt1]?, est satisfaite. Montrons que |[PQ2 ., — QP2 | < |Qn41/?/|Q] ,
I’est aussi. Nous posons

_ 2 2 2 p2 2 p2
Xl - n+1Pn - nPn+1 et X2 1Qn n+1 PnPn~|—1'

D’apres (28), il vient PQn+1 QP? il = = 272X, + X,. Comme P, 1Q,, — Qni1 Py
= (—1)", et avec (6), nous avons

X1 = (=" (2Qn Payr + (1)) = (-1)"*1(2Q; + (1)) = (-1)"Qy + 1
puis

Xo = Qn~|—1Pn 1@n — n~|—1P2 (Qn-l—l/Qn) (( ) +P4) P2-|-1P2

Xo = (Qn+1/Qn)*(=1)" + (Pn/Qn)* X1

X2 = ((Qn+1/Qn)? + (Pa@n)*)(=1)" + (Pn/Qn)*.

Nous posons X = PQn+1 QP? 1. Comme X = 272X, + X5, nous avons
X =2T% + (-1)"(2T%Q5 + (Qu+1/Qn)* + (PuQn)? + (—=1)"(Pn/Qn)?)

X =2T% + (-1)"(2T%Qn + (TQ;, + P} /Qn)* + (Pn/Qn)*(Qr + (1))
Comme Q2 — TP,Q3 — P} = P,y 1Qn — Quir Py = (=1)", il vient

X =212 + (-1)"(2TQn Py + P2 /Q7 + (Pu/Qn)*(2Qr, — TP,Q — Py))

X —2T% = (-1)™(TQun P, +2P;Q7) = (-1)" "' PiQn P4

Vu que, pour n > 2, |P3_,| < |Qn] et |P,| < |Qunl, cette égalité implique
|Qn—|-1|2
X| < |Qu|* =
[ X] < |@n ]

donc (8) est satisfait. Par conséquent P/ est une réduite de 63, et, comme
deg Q =deg Vi, (1,n)+2 et 03 € F3((T2)), il s’agit de celle qui suit Upy(1,n)/Vin(1,n)-
Nous pouvons donc écrire

(29) Um(l,n)+1 = 77nP and Vm(l,n)+1 = an

olt 7, est un élément inversible de F3. Par (22), (23), (28), et ¢~ = ¢ pour € € F},
la premiere égalité de (29) peut s’écrire

am(l,n)—i—lUm(l,n) + Um(l,n)—l = nn6;L2T2Um(1,n) + nnEZUm(l,n)—l-

Comme nous avons deg Um(l,n) >deg Un(i,n)—1, 1 en résulte que a,,(1,n)4+1 =
el 2T? et nuel =1, ie. n, = €. Alors, avec €,¢! = ¢,, nous obtenons

(30) @1yt = 217

Maintenant revenons a ’égalité (26)". Par (29), avec n,, = €, et €, el = ¢,

(26)" implique
P2 Q/ Q2 P!

(31) x2,n QP/ — PQ/ .
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Ceci nous permet de calculer zs,. Par (27) et (6),
PiQ = QuP' = PHQu + (-1)") — QR PQ7% = (-1)"Py = (-1)"Q5 .
Par (27), (28), et (6),
QP' - PQ' = PIQ;(21°Q7 + P7) — (@ + (=1)™)(2T* P} + P3_1Qn)
QP = PQ' = P07 — Qu Py — (-1)"(2T* i + Pi_1Qn)
QP — PQ' = Q%(PuQn-1 = QuPp_1)® + (1) (T*P2 — Q% + TQ,P,)
QP —PQ" = (-)"(T?P} + Q7 + TQnPn)
QP — PQ = (=1)"(Qn —TP,)* = (-1)"P7_,
Alors (31) entraine

(32) o, = €n(Qn_1/Pn_1)".

D’autre part nous avons

[alv ----aam(l,n—l)] - 1/[0,0,1, ----aam(l,n—l)] = 1/(Pn—1/Qn—1)2 = (Qn—l/Pn—l)z

et, comme K = 3, il vient

€n(Qn_1/Pn_1)° = [enal, ..., enaf’n(l,n_l)].

Donc, d’apres (32) et x3, = [A2 ], nous obtenons
(33) Ag, = e€nai, ..., enafn(lm_l).

D’apres (30) et (33), nous pouvons écrire (24)" de la facon suivante

(34) Ql,n—i—l 0y oy 6n2T Enala ) 6na?n(1,n_1)7 6n—i—lensza 6n-i-lQI,n
Alors le lemme 5 et la formule (20)" montrent que nous avons a la fois e,a3, (Lno1) =
€nt1€n03, Cest-d-dire Um(1,n—1) = €n+101 €6 Q1 n_1) = €p—1a1. Il s’en suit que
€n4+1 = €p—1 pour tout n > 2. Comme €3 = €; = 1, il en résulte que ¢, = 1 pour
tout n > 1. Finallement, d’apres (20)’, la suite €y ,, est un palindrome pour tout

n > 1, et donc ﬁl,n = Q. Ainsi (34) devient (25) pour n > 2, et le théoréme est
prouvé.

Remarque. Nous avons observé le début du développement en fraction continue de
04, a I'aide de 'ordinateur, pour ¢ < 27. Dans tous les cas et pour les valeurs de n
que nous avons pu atteindre, nous avons

=1 An=1 XNn.=2 powrl<i<qg et A,=A"_

’

comme cela est le cas pour ¢ = 3. Ainsi, pour ¢ > 3, nous pouvons conjecturer que
(19)" devient

Q1,n~|—1 = Q1,17,7 2Tr7 A2,n> seeey AT—l,nv 2Tr> Qg?y)q,_la 2TT7 Kr—l,na L) K2,n7 2Tr7 Ql,n
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ou encore

(©) Vg1 = Q1,n,Jn+1(Q)7Q§?,)7,_1,Jn+1((l)791,n

ou Jpy1(q) =217, A2y oooey Ay 10, 2177 pour n > 2. Il reste a décrire, si possible, la
structure de la suite (J5,(¢))n>2, dont la complexité augmente avec ¢. Nous n’avons
pas pu faire de conjectures a ce sujet, a partir des données obtenues par ordinateur.
(Voir la remarque suivant le théoréme I11.2.)

La connaissance, par le théoreme III.1, du développement en fraction con-
tinue de 63, nous permet d’en déduire ses propriétés d’approximation par les ra-
tionnels. La “particularité” de cet élément est de se comporter, du point de vue de
I’approximation rationnelle, comme “l'immense majorité” des éléments algébriques
de K((T~')) : un exposant d’approximation égal & 1 et une suite de quotients
partiels non bornée. Bien que ce cas soit apparemment et statistiquement le
plus répandu, il ne semble pas facile a mettre en évidence sans la connaissance
complete du développement en fraction continue. Observons que cet exemple sem-
ble étre le premier élément algébrique pour lequel on a pu prouver que l’exposant
d’approximation est égal a 1, hormis les cas ou les quotients partiels sont bornés.
Nous avons donc le résultat suivant :

THEOREME IIL.2. Soit 0% la solution, dans Fs((T~1)), de I’équation
= (1/T)(1 - z?)?

alors nous avons v(03) =1 et B(03,1) = 0.

Plus précisémment, il existe des constantes réelles explicites A1 et Ao telles
que pour certains rationnels P/Q) avec |Q| arbitrairement grand, nous avons

(35) |63 — P/Q| < |Q|7Bth/Vde @)

et, pour tous les rationnels P/Q) avec |Q| suffisamment grand , nous avons

(36) 105 — P/Q| > Q|7 +/Vdm @),
(On peut prendre Ay = 2/1/(3) et Ay > 2/1/(3).)

PREUVE . Soit o un élément irratinnel de K((T"!)), dont le développement en
fraction continue est donné par o = [ag, a1, asg, ...., 4y, ...] o0 ar, € K[T] pour k > 0
et deg ar > 0 pour £ > 0. Pour £ > 0, nous posons

dk = deg ag Pk/Qk = [a’Oa "'7ak]

et pour k > 1,

Vi = dk/deg Qk—l = dk/( Z dz)

0<i<k
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Comme (Pj,/Qk)r>0 est la suite des réduites de «, nous avons

o — Pe/Qi| = [QuQrs1]™? = larga] HQx|T2 = |Qx|7CHor).

Rappelons que v(a) = 1, est équivalent a :
Pour tout € > 0, il existe une constante réelle positive C, dépendant de « et de ¢,
telle que, pour tout P/Q € K(T),

o — P/Q| > C|Q|~ 3+

et aussi B(a, 1) # 0 est équivalent a :
Il existe une constante réelle positive C, dépendant de «, telle que, pour tout
P/Q € K(T),

o = P/Q| > ClQ|~2.

Nous pouvons observer que, du fait que les rationnels Pj/Q) sont les meilleures
approximations de «, nous avons v(a) = 1, si et seulement si limsupy~, vp =0, et
aussi B(a, 1) # 0 si et seulement si la suite (dy)r>0 est bornée. -

Il est clair qu'il suffit, pour établir le théoréme, de démontrer les inégalités (35) et
(36).

Nous partons de la suite des quotients partiels du développement en fraction
continue de 63, telle qu’elle est décrite dans le théoréme IIL.1. Il résulte de la
définition par récurrence de la suite (£2,,),>0 que tous les quotients partiels sont
des monomes et tous ont une puissance de 3 comme degré. Nous introduisons, pour
chaque n > 1, la suite €2} des degrés des éléments de €2,,. Nous obtenons

Q7 =1, Q5 = 1111, Q5 = 11111311111

A partir de la relation de récurrence définissant (£2,,),>1, nous voyons, par récurence
sur k, que
sup {25, o = sup Qo g = 3¥  pour k>0

il s’en suit que, pour k > 0, 2k + 1 est le plus petit entier n tel que 3¥ appartient &
Qr.

D’autre part cette meéme relation de récurrence montre, par induction sur k, que
(23541 @ un nombre impair de termes, avec 3% comme terme central et aussi la suite
Q3.1 est réversible. Pour ¢ > 1, nous définissons k; = inf{k > 1/ d = 3'}. Alors

tout cela entraine .
(B7) > dy=3"+2)  dp.
ar €241 k<k;
Maintenant, pour n > 1, nous posons D, = Zakeﬂn dr. Alors nous obtenons, a
partir de la relation de récurrence définissant (€2,)n>1,

(38) Dy=1, Dy=4, Dpi1=2D,+3D,_1+2 pourn> L.

Il est facile de voir que la suite ((3" —1)/2),>1 est celle qui est définie par (38).
(On aurait pu obtenir ce résultat différemment : en effet nous avons D,, = deg €2,,.
En tenant compte du lien entre 6, et 07, et de ce qui a été vu au lemme 5, nous
avons

D, = (1/r)deg Q1,, = (1/r)deg S1,, = deg @, = (¢" —1)/(¢ — 1)
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avec ¢ = 3.)
Ainsi, si (Up/Vi)k>o0 est la suite des réduites de 03, la relation (37) entraine, pour
i>1,
deg Vi,—1 = Z d, = (Dgsy1 — 3%)/2 = (3%t — 23" —1)/4
k<k;

et donc 3* > (2/v/3)y/deg Vi,_1, ou encore
T]7" < Vi |72/ V208 Vi,

D’autre part, pour ¢ > 1, nous avons
|9§ - Uki_l/vki_1| = |T|_3Z|Vki—1|_2

nous voyons donc que l'inégalité (35) est satisfaite pour P/Q) = Uy, _1/Vk,—1 et
pour i > 1, avec A\ = 2/\/§

De plus si Uy /Vj est une réduite de 0%, alors
deg Vi,—1 < deg Vi < deg Vi, ,—1 entraine |05 — Up/Vi| > [T~ V3|72

Comme 3¢/,/deg Vi,_1 converge vers 2/v/3, si Ay > 2/4/3, alors, pour i assez
grand nous avons 3° < Agy/deg Vi,_1 < Aay/deg V. Par conséquent (36) est
satisfaite pour Uy /V) avec k assez grand et, vu que les réduites sont les meilleures
approximations rationnelles, aussi pour tout P/Q avec |@Q| assez grand. Ainsi le
théoreme est démontré.

Remarque. Dans le cas général, avec la conjecture (C'), on peut appliquer le méme
raisonnement et obtenir la méme conclusion pour ¢7. Pour cela il faut que le degré
¢" apparaisse au centre de Q05,1 et soit le plus grand degré de cette suite. Ceci est
réalisé si les termes de la suite J,,(¢) n’ont pas un trop grand degré en T". Notons
jn(q) le plus grand degré en T" des termes de J,(q), alors il faut jj, . (q) < ¢"
et Joria(q) < ¢®, pour k > 0. (Avec ces hypotheses, le théoréme précédent se
transpose a 0 en remplagant la constante 2/ V3 par \/2(q — 1)/q). Observons que
si j/ (q) n’est pas tres grand, alors le nombre de termes dans J,,(¢) doit croitre avec
n, vu que le degré de J,(¢) augmente avec n. Dans cette direction nous avons
observé les données suivantes concernant .J,,(q) :

Table donnant le nombre de termes de J,(q) et (entre parenthéses) le plus haut
degré (en T") de ces termes.

n/q 5 7 9 11 13

3| 5(3) | 13(3) | 21(5) | 35(5) | 49(7)
1| 2203) | 93(3) | 154(9) | 413(5) | 754(7)
5 | 99(7) | 599(7) | 1239(15)
n/q 17 19 23 25 27

3 | 85(9) | 111(9) | 167(11) |193(13) | 231(13)
4 [1844(9) [2677(9)
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Il existe une autre raison pour penser que v(0,) = v(;) = 1, pour toute
puissance ¢ d’un nombre premier impair p, comme cela est le cas pour ¢ = 3.
Si nous replagons ’élément 0, parmi les éléments a’g pour 1 < k£ < r, nous pouvons
voir, comme nous l’avons fait pour 6, (Lemme 1), que (P,/Q,)" est une réduite de
a’g , des que k et p sont premier entre eux. Par conséquent, dans ce cas, I’exposant
d’approximation de a’; est supérieur ou égal a (¢+1)/k —1. Il est permis de penser
que cet exposant d’approximation est en fait égal a (¢+1)/k —1 (i.e. il n’existe pas
d’ approximations de a’; essentielement meilleures que (P,/Q,)*, en conséquence
v(04) = 1). Observons que cela est prouvé pour (¢ + 1)/k assez grand, comme
application de la proposition 1I1.4 . On peut se demander si dans ce cas la, ou
mieux pour une classe assez large d’éléments algébriques de K ((T~1)), il ne serait
pas possible de prouver que 'exposant d’approximation est 1, sans avoir recours au
développement en fraction continue.

63. Le développement en fraction continue de ’exemple de K. Mahler.

En 1949, K. Mahler [7], a introduit 'exemple d’un élément de F,((7'~1))
que nous avons déja mentionné a plusieurs reprises. Pour cet élément le théoreme
de Liouville est optimal. Ce dernier paragraphe est consacré a la description du
développement en fraction continue de cet élément. Pour ce faire, nous utilisons
une méthode inspirée par celle qui a été employée par M. Buck et D. Robbins
pour prouver le théoreme III.1 (voir [3]). Cependant nous pouvons observer que
cet élément étant de type Homographie-Frobenius, son développement en fraction

continue pourrait s’obtenir en utilisant la méthode introduite par W. Mills et D.
Robbins dans [11].

Nous avons le résultat suivant :

THEOREME I11.3. Soit p un nombre premier, ¢ = p°® avec s € N*,q > 2, et
K =TF,. Soit a l’élément de K((T'~')), defini par

(1) a=1/T+ o et |a|=|T|7"
Nous définissons la suite (2,)n>0 de suites finies d’éléments de K[T|, par la relation
de récurrence suivante :
(R1) =T  Q=Q, 1, -T2

niz, —ﬁn_l pour n > 2

0t 2y, = gy A1y oevny @1 €L =8, = —@1, —A2y eeeey — Ay, STy, = A1, A2y eeery Q.

Soit Qo la suite infinte commencant par $2, pour toutn > 1. Alors le développement
en fraction continue de o est [0; Q).

PREUVE . Nous allons montrer que si «, élément de K ((T~1)), a un développement
en fraction continue donné par a = [0; Q] = [0;a1,as, ..., apn, ...] alors il satisfait
(1). Observons que || = |T|71, puisque a; = T

Considérons la matrice carrée Ay, a coefficients dans K[T'|, définie pour k > 0, par

0 1
Ak_(l ak>'
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Nous savons que si (pn)n>0 €t (¢n)n>0 sont les suites usuelles de polynomes, telles
que pp/qn = [0; a1, az, ..., a,], alors nous avons

H Ak — (pn—l z:) )

qn—1

Soit m(n) la longueur de la suite €2,,. Nous pouvons ainsi associer a chaque 2,
une matrice carrée M,,, a coefficients dans K[T], définie, pour tout n > 0, par

2 M.= ][] A

1<k<m(n)

Nous remarquons, d’apres la relation de récurrence (Rp), que chaque aj est un
monome de K|[T], de degré impair, i.e. agx(—T) = —ag(T). Ceci entraine que
si M,,(T) est la matrice associée a 2y, alors M,,(—T') est celle qui est associée a
—{y,. D’autre part les matrices Ay étant symétriques, nous voyons que la matrice
transposée de M,,, notée M, est celle qui est associée a ﬁn. De sorte que (Rp)
devient

(Ry) My = <(1) ;) ot M,,(T) = M,,_1(T) (‘1) A ) Mo_1(~T)

pour n > 2.
Maintenant nous allons établir que la matrice M,, a, pour tout n > 1, la forme

suivante :
PR

1—w, Wy,

ol Uy, Uy, et wy, sont des polynomes de K[T'], avec u, et w, impairs, v, pair.
L’6galité (2) montre que det(M,) = (—1)™(™ = —1, puisque m(n) est impair : en
effet, d’apres (R1) nous avons m(n) = 2m(n — 1) + 1.

Nous faisons une démonstration par récurrence sur n. Le résultat est vraisin =1,
avec up = 0, v1 = 0 et wy = T. Supposons le vrai pour n, alors d’apres (Rs) et (3)
nous avons

M o Up, 1+ v, 0 1 . —u, 1—uv,
T\, wy 1 —7(a=2a"" 1+v, —w, )

Par (3) nous obtenons det(M,,) = u,w, — (1 —v2) = —1, et donc nous avons
(4)  upw, +v2 =0.
Par multiplication, et en utilisant (4), nous obtenons :

—T@=24" (14 9,)2 14w, T D7 (1 +0,) >

M1 = <1 _ wnT(q—Z)q"’l(l + vp) 11)721]1(q—2)qr"’1

Ainsi M,,+1 a la forme désirée, avec :
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(5) Ung1 = w727 (1 4 0y,)
Unt1 = _T(q—z)q”‘l(l + Un)z.

Ces relations montrent que u,+1 et w,4+1 sont impairs et v, 1 est pair. Ainsi les
relations (4) et (5) sont satisfaites, par induction, pour tout n > 0.

La premiere égalité de (5) et la condition initiale w; = T entrainent

—1

(6) w, =T pour n > 0.

Avec (6) la deuxieme égalité de (5) devient v,y = T@=D4"" (1 4 v,), ou encore

n n—1 n—1 . .
Upp1 T4 =T77 40,777 . Comme v; =0, il vient

(6") Uy = an_l( Z T_qk) pour n > 2.
0<k<n—2

Nous posons 2z, = Y gcrp<n_s T_qk, pour n > 2, et z; = 0. Nous avons
(7) Up = Wpz, pour n > 0.
De plus, par (4) et (7) nous avons aussi

(8) Uy = —wp 22 pour n > 0.

En outre, la définition de z,, montre que

(9) 21— 2 +T ' =w;' pourn > 0.

n

Maintenant u,, /(1 —wvy,) et (1+v,,)/w, sont donc des réduites de o pour tout
n > 0, et par conséquent nous avons limu, /(1 — v,) = «a et lim(1 + v,)/w, = a.
Si nous posons

(10) On = tn /(1 —vp) = (un/(1 - Un))q_l(l + vp) /Wy — T_lv

alors limd, = a — a? — T—!. Maintenant nous allons voir que limd, = 0, ceci
montrera que « satisfait (1).

En effet, par (10), (7) et (8), nous pouvons écrire :
6n(1 = 0,) Tt = (1 — v) 2 — w1 +vp) /wy, — T7H1 —w,) 971
On(1 =)0 = —wp22 (1 — v) T2 — w2227 2(1 4 v,) = T7H1 — v,) 77t
6n(l—v,)"" =X, +Y,

avec

Xo= w2 5 (1) et (1) )

0<k<q—3
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et

Y, = —wnzi(—vn)q_2 — wg_lziq_l — T_l(—vn)q_l.

Comme |z,| = |T|~! pour n > 1, et par (6'), (7) nous avons 1 < |v,| < |wy|,
nous voyons que chacun des trois termes de X,, est de valeur absolue inférieure a
lw,,|972. Dot | X,,| < |wy, |72 pour tout n > 1.

D’autre part, par (7) et (9), avec (—1)? = —1 dans F,, nous obtenons :

— 1,4 q-1,2g-1 —1l,,a-1a-1
Y, =wl"" 2 —wl 2] T wl= 2!
— i 1y2-1 q -1
Y, =wl 217z, — 21 —=T77)

— 42,91
Y, = —wl "2l

Comme |z,,| = |T'|~! pour n > 1, nous avons |Yy,| = |w, |772|T|*~% pour n > 1. Ainsi
16, (1 —v,)77 | = | X, + Yy,| < |w,|9"2 pour n > 1. Maintenant par (6) et (6') nous
avons |w,| = |T|7""" et |1 — v,| = T4 . 1l Sen suit, que |6,| < |T|=7" +a-1
pour n > 1. Ceci implique que lim §,, = 0, et termine la démonstration du théoreme.

n—l_l
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