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INTRODUCTION

L'origine de notre �etude se trouve dans l'approximation rationnelle des nom-

bres r�eels alg�ebriques. Il a �et�e remarqu�e par Liouville, vers 1850, que la pr�e
ision

de l'approximation rationnelle des nombres r�eels alg�ebriques a une limite �evidente :

si � est un nombre alg�ebrique irrationnel de degr�e n, alors

(1) j�� p=qj � A=q

n

pour tout rationnel p=q, o�u A est une 
onstante r�eelle positive ne d�ependant que

de �. Ce r�esultat fut le point de d�epart d'une re
her
he du plus grand nombre r�eel

positif r tel que l'in�egalit�e

(2) j�� p=qj < 1=q

r

ait une in�nit�e de solutions rationnelles p=q. Si r

0

est 
ette borne sup�erieure, le

th�eor�eme de Liouville montre que r

0

� n et l'approximation d'un nombre r�eel par

les r�eduites de son developpement en fra
tion 
ontinue montre que r

0

� 2. A. Thue

en 1908 [16℄, fut l'initiateur de 
ette re
her
he en prouvant que r

0

� n=2+1. Apr�es

les 
ontributions 
�el�ebres de Siegel et Dyson, la 
on
lusion revint �a K. Roth ave


son th�eor�eme prouv�e en 1955 [14℄, qui aÆrme que si � est un nombre alg�ebrique

irrationel et si (2) a une in�nit�e de solutions, alors r � 2. Ainsi r

0

= 2 et est

ind�ependant de n et de �.

La th�eorie de l'approximation rationnelle des nombres r�eels alg�ebriques a �et�e

transpos�ee aux 
orps de fon
tions ([8℄, [4℄) et 
'est dans 
e 
adre que se situe notre

�etude. Si K est un 
orps, nous 
onsid�erons l'anneau K[T ℄ des polynômes, et le


orps K(T ) des fon
tions rationnelles, �a 
oeÆ
ients dans K, de la variable T . Nous

plongeons le 
orps K(T ) dans le 
orps K((T

�1

)) des s�eries formelles de Laurent.

Si � =

P

k�k

0

a

k

T

k

est un �el�ement de K((T

�1

)), ave
 a

k

0

6= 0, nous introduisons

le degr�e de �, not�e deg � = k

0

, et la valeur absolue ultram�etrique j�j = jT j

deg�

et j0j = 0, ave
 jT j > 1. Ainsi le 
orps K((T

�1

)) s'identi�e au 
ompl�et�e de K(T ),

pour 
ette valeur absolue. Il a �et�e remarqu�e, d�es 1960 [17℄, que le th�eor�eme de

Roth se transpose dans 
e 
adre, sous r�eserve que l'on suppose la 
ara
t�eristique

de K nulle. Dans toute 
ette �etude nous faisons l'hypoth�ese 
ontraire, 
'est-�a-dire

que nous 
onsid�erons que K est un 
orps de 
ara
t�eristique p, o�u p est un nombre

premier arbitraire.

En 1949, K. Mahler [7℄ a montr�e la singularit�e de 
e 
as. Il remarque que

l'analogue du th�eor�eme de Liouville demeure : si � est un �el�ement de K((T

�1

))

alg�ebrique sur K(T ), de degr�e n > 1, alors

(1

0

) j�� P=Qj � A=jQj

n

pour tout �element P=Q deK(T ), o�u A est une 
onstante r�eelle positive ne d�ependant

que de �. Il souligne que 
e r�esultat ne peut etre am�elior�e en g�en�eral, dans le 
as
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qui nous int�eresse, en donnant l'exemple d'un �el�ement � de K((T

�1

)) alg�ebrique de

degr�e p sur K(T ), o�u p est la 
ara
t�eristique de K, v�eri�ant j��P

n

=Q

n

j = jQ

n

j

�p

pour une suite (P

n

=Q

n

)

n�0

d'�el�ements de K(T ) ave
 lim

n

jQ

n

j =1. Cet �el�ement

satisfait l'�equation alg�ebrique �

p

� �+ 1=T = 0.

D�es lors il apparâ�t que l' analogue du th�eor�eme de Roth est faux, ou plus

pr�e
isement que 
ertains �el�ements y font ex
eption. Ce
i nous 
onduit, a�n de

mesurer la qualit�e de l'approximation rationnelle d'un �el�ement de K((T

�1

)), �a

introduire les d�e�nitions suivantes.

Pour x 2 K((T

�1

)) il existe un polynôme y 2 K[T ℄ tel que jx� yj < 1. Ce

polynôme est appel�e partie enti�ere de x, et nous noterons y = E(x). Nous notons

jjxjj la quantit�e jx� E(x)j. Soit � un �el�ement irrationnel de K((T

�1

)). Pour tout

nombre r�eel �, nous d�e�nissons

B(�; �) = lim inf

jQj!1

jQj

�

jjQ�jj

et l'exposant d'approximation de � est d�e�ni par

�(�) = supf� j B(�; �) <1g:

Ces notations sont dues �a B. de Mathan [9℄.

Nous savons que la th�eorie du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue d'un nom-

bre r�eel se transpose aux s�eries formelles. En e�et, si � est un �element irrationnel de

K((T

�1

)), alors il peut être d�evelopp�e en une fra
tion 
ontinue, que nous noterons

� = [a

0

; a

1

; a

2

; ::::; a

n

; :::℄, o�u les quotients partiels a

k

sont des �el�ements de K[T ℄ et

deg a

k

> 0 pour k > 0. Si (P

k

=Q

k

)

k�0

est la suite des r�eduites de �, nous avons

j�� P

k

=Q

k

j = jQ

k

Q

k+1

j

�1

= ja

k+1

j

�1

jQ

k

j

�2

:

Nous voyons don
 que B(�; 1) � jT j

�1

et �(�) � 1. De plus, les meilleures approx-

imations rationnelles de � �etant ses r�eduites, on a

�(�) = lim sup

k

deg Q

k+1

=deg Q

k

:

D'autre part le th�eor�eme de Liouville s'exprime par �(�) � n�1 si � est un �el�ement

alg�ebrique sur K(T ), de degr�e n > 1. Ainsi tout �el�ement de K((T

�1

)) alg�ebrique

sur K(T ), de degr�e n > 1, a un exposant d'approximation �(�) appartenant �a

l'intervalle [1; n� 1℄. Observons que les deux bornes de 
et intervalle peuvent être

atteintes 
omme le montrent l'exemple d'un �el�ement quadratique et l'exemple de

l'�el�ement 
it�e plus haut. En outre il est 
lair que

B(�; �) =1 si � > �(�); B(�; �) = 0 si � < �(�) et 0 � B(�; �(�)) � 1:

On est alors 
onduit �a se demander si l'exemple introduit par Mahler (ex-

posant d'approximation maximal) est ex
eptionnel. En 1975, un autre exemple fut

donn�e par C. Osgood [13℄. En �etudiant le 
as K = F

2

, L. Baum et M. Sweet ([1℄,

[2℄), ont donn�e un nouvel exemple satisfaisant de fa�
on optimale le th�eor�eme de

Liouville. Ils donnent �egalement des exemples d'�el�ements non quadratiques ayant
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les quotients partiels du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue born�es (don
 �(�) = 1

et B(�; 1) > 0). Ensuite W. Mills et D. Robbins ([11℄) ont remarqu�e que la plupart

de 
es �el�ements �etaient li�es �a la transformation f(X) = (AX

q

+ B)=(CX

q

+ D),


ompos�ee d'une homographie �a 
oeÆ
ients dans K[T ℄ et de l'homomorphisme de

Frobenius h

q

(X) = X

q

o�u q est une puissan
e de la 
ara
t�eristique p de K. Ce
i

les a 
onduits �a introduire une m�ethode permettant d'obtenir le d�eveloppement en

fra
tion 
ontinue expli
ite de 
ertains �el�ements alg�ebriques de K((T

�1

)). Ainsi ils

donnent d'autres exemples d'�el�ements non quadratiques ayant les quotients partiels

du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue born�es, en toute 
ara
t�eristique p > 2.

Il est apparu progressivement que les �el�ements de K((T

�1

)) satisfaisant une

�equation alg�ebrique de la forme

(3) X = (AX

p

s

+ B)=(CX

p

s

+D)

ave
 A;B;C;D dans K[T ℄, AD � BC 6= 0 et s � 1, p �etant la 
ara
t�eristique

de K, m�eritaient une �etude parti
uli�ere. Nous utiliserons les notations suivantes.

L'ensemble des �el�ements, alg�ebriques irrationnels de K((T

�1

)), satisfaisant une

�equation alg�ebrique de la forme (3), pour un entier s donn�e est not�e H

s

. On pose

alors H =

S

s�1

H

s

. Remarquons que si � 2 H

s

alors il existe une homographie,

f , �a 
oeÆ
ients dans K[T ℄, telle que � = f(�

p

s

) et l'on obtient, par it�eration,

� = g

k

(�

p

ks

) o�u g

k

est une homographie �a 
oeÆ
ients dans K[T ℄. Ainsi nous

avons H

s

� H

ks

, pour tout k � 1. On peut remarquer que si � est un �el�ement

de K((T

�1

)), alg�ebrique sur K(T ), de degr�e n = 2 ou 3, alors � 2 H

1

. En e�et

1; �; �

p

et �

p+1

sont li�es sur K(T ). D'autre part nous verrons queH ne 
oin
ide pas

ave
 l'ensemble des �el�ements alg�ebriques irrationnels de K((T

�1

)). Les �el�ements

de H seront dit de type Homographie-Frobenius. Ces �elements ont �et�e �etudi�es en

parti
ulier par J. Volo
h et B. de Mathan ([18℄, [9℄). Un des r�esultats importants

est que l'on a, pour tout �el�ement � de 
e type, B(�; �(�)) 6= 0;1. De plus B. de

Mathan a d�evelopp�e une m�ethode [9℄ qui permet le 
al
ul expli
ite de �(�), si 
e

nombre est assez grand.

La premi�ere partie de 
e travail est 
onsa
r�ee �a un th�eor�eme, �etabli en 
ol-

laboration ave
 B. de Mathan, et publi�e au Journal de Crelle [6℄. Ce travail montre

la sp�e
i�
it�e des �el�ements de type Homographie-Frobenius. Il s'agit d'un analogue

du 
�el�ebre th�eor�eme de Thue, �etabli en 1908 ([16℄), selon lequel si � est un nombre

alg�ebrique r�eel de degr�e n > 1 alors, pour tout � > 0, nous avons

j�� p=qj � q

�(n=2+1+�)

pour tout rationnel p=q, ave
 q assez grand. Nous montrons i
i que si � est un

�el�ement de K((T

�1

)), alg�ebrique sur K(T ), de degr�e n > 1 et � =2 H, alors pour

tout � > 0, nous avons

j�� P=Qj � jQj

�([n=2℄+1+�)

pour tout rationnel P=Q 2 K(T ), ave
 jQj assez grand.

Dans la deuxi�eme partie on utilise la m�ethode di��erentielle. Le fait que

l'on puisse introduire une d�erivation dans K((T

�1

)) implique que tout �el�ement,

alg�ebrique sur K(T ), v�eri�e une �equation alg�ebri
o-di��erentielle. L'�etude de l'ap-

proximation rationnelle des solutions d'une �equation alg�ebri
o-di��erentielle a �et�e
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ommen
�ee par E. Kol
hin [5℄. En 1974, C. Osgood a �etabli un th�eor�eme d'appro-

ximation rationnelle pour des fon
tions alg�ebriques qui ne sont pas solutions d'une

�equation di��erentielle de Ri

ati [13℄. Nous en redonnons une d�emonstration, ave


un r�esultat un peu plus pr�e
is. Ensuite nous montrons le lien entre un �el�ement de

type Homographie-Frobenius et l'�equation di��erentielle de Ri

ati. Nous montrons

alors, en reprenant un argument de Volo
h, que, dans le 
as o�u K est �ni, la

m�ethode d'Osgood permet aussi de d�emontrer le th�eor�eme \de Thue", ave
 de plus

des estimations e�e
tives. Puis nous nous int�eressons aux �equations di��erentielles

de Ri

ati et en d�eduisons des propri�et�es d'approximation rationnelle pour 
ertains

�elements. Pour terminer 
e 
hapitre, nous donnons un r�esultat 
on
ernant des

�el�ements de H, alg�ebriques de degr�e 4, sur K(T ).

Dans la derni�ere partie nous donnons, d'abord, quelques r�esultats 
on
er-

nant l'exposant d'approximations de 
ertains �el�ements alg�ebriques de K((T

�1

)).

On donne, en parti
ulier, une 
ondition pour qu'une ra
ine n-i�eme d'un �el�ement

rationnel ait un exposant d'approximation maximal. Ensuite nous �etudions un tr�es


urieux exemple qui a �et�e donn�e r�e
emment par Bu
k et Robbins (Journal of Num-

ber Theory 1995). Ces auteurs ont trouv�e le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue

expli
ite d'un �el�ement qui ne rentre dans au
une 
at�egorie pr�e
�edemment 
onnue

(en parti
ulier, il s'agit d'un �el�ement alg�ebrique qui n'est pas dans H). Curieuse-

ment, Bu
k et Robbins n'ont pas 
her
h�e �a �etudier l'approximation rationelle de


et �el�ement. On peut montrer que 
et �el�ement, �, v�eri�e le th�eor�eme de Roth, i.e.

j� � P=Qj >> jQj

�2��

, pour tout � > 0, mais pas j� � P=Qj >> jQj

�2

. C'est

le premier exemple de 
e type 
onnu. Nous 
onsid�erons la suite d'�el�ements de H,

(�

q

)

q

, index�ee par q, o�u q est une puissan
e d'un nombre premier p impair et �

q

est la solution dans F

p

((T

�1

)) de l'�equation X = 1=(T + X

q

). Nous 
onsid�erons

alors l'�el�ement �

q

= �

(q+1)=2

q

. L'�el�ement de Bu
k et Robbins est �

3

(

p

T ). Pour

q = 3, nous donnons une m�ethode nouvelle pour en obtenir le d�eveloppement en

fra
tion 
ontinue. Dans le 
as g�en�eral, pour q > 3, nous donnons seulement une

des
ription partielle du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

q

, qui nous permet

de 
onje
turer que 
et �el�ement a les mêmes propri�et�es d'approximation rationnelle

que �

3

. Pour terminer 
ette partie, nous donnons le d�eveloppement en fra
tion


ontinue du 
�el�ebre exemple de K. Mahler, d�ej�a mentionn�e. Ces derniers travaux

font l'objet d'un arti
le �a parâ�tre pro
hainement dans la revue Journal of Number

Theory.
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CHAPITRE I

La m�ethode de Thue en 
ara
t�eristique positive

x1. Sur l'approximation rationnelle des �el�ements alg�ebriques de K((T

�1

))

qui ne sont pas de type Homographie-Frobenius.

Ce 
hapitre est 
onsa
r�e �a la d�emonstration du th�eor�eme I.1 
i-dessous. Ce

th�eor�eme est obtenu par une adaptation du 
�el�ebre th�eor�eme de A.Thue, d�emontr�e

en 1908. Ce dernier th�eor�eme ne se transpose pas dans K((T

�1

)), ave
 
ar(K) > 0,


ar nous savons qu'il existe des �el�ements, alg�ebriques sur K(T ), qui sont trop

bien appro
hables par des rationnels. La premi�ere adaptation 
onsiste don
 �a

trouver une 
ondition restri
tive. Il est normal de penser �a �e
arter les �el�ements,

alg�ebriques sur K(T ), qui appartiennent �aH. D'autre part, nous avons dû renon
er

�a l'utilisation du 
al
ul di��erentiel �a 
ause de la 
ara
t�eristique positive.

TH

�

EOR

�

EME I.1. Soit K un 
orps de 
ara
t�eristique p > 0. Soit � un �el�ement

de K((T

�1

)), alg�ebrique sur K(T ), de degr�e n > 1. Supposons que � =2 H. Alors

pour tout nombre r�eel positif �, et pour tout 
ouple (P;Q) de K[T ℄ � K[T ℄, ave


deg Q assez grand, nous avons

j P � �Q j�j Q j

�([n=2℄+�)

Remarque. I
i on a n � 4 
ar sinon � 2 H. D'autre part nous observons, ave
 les no-

tations utilis�ees dans l'introdu
tion, que la 
on
lusion du th�eor�eme est �equivalente

�a �(�) � [n=2℄.

D'abord, il est possible de supposer que � est un entier alg�ebrique sur K[T ℄.

�

Eventuellement en rempla�
ant � par � � E(�), nous pouvons aussi supposer que

deg � < 0. En e�et si A 6= 0 et B sont deux �el�ements de K[T ℄ alors l'in�egalit�e

j �� P=Q j�j Q j

�([n=2℄+1+�)

, pour jQj assez grand, entrâ�ne j A�+ B � P

0

=Q j�

jAj j Q j

�([n=2℄+1+�)

�j Q j

�([n=2℄+1+�

0

)

, pour jQj assez grand et pour tout �

0

> �.

Don
 si le th�eor�eme est vrai pour � il l'est pour A�+B.

Alors il existe des 
oeÆ
ients a

0

; a

1

; ::::; a

n�1

, dans K[T ℄ tels que �

n

+a

n�1

�

n�1

+

::::+ a

0

= 0. Nous posons F (X) = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ ::::+ a

0

2 K[T ℄[X℄.

La preuve fait appel �a plusieurs lemmes. Le premier lemme est analogue au

lemme de Siegel :

LEMME I.1. Soient M et N des entiers positifs, ave
 M < N . Consid�erons un

syst�eme (S) de M �equations �a N in
onnues

(S)

N

X

i=1

a

ij

x

i

= 0 (1 � j �M)
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o�u a

ij

sont des �el�ements K[T ℄. Soit d 2 N tel que pour 
haque i; j nous avons

deg a

ij

� d. Alors (S) a une solution non triviale (x

i

)

1�i�N

2 (K[T ℄)

N

ave
 deg

x

i

�Md=(N �M) pour 1 � i � N .

Preuve . Pour 
haque k 2 N, soit E

k

l'ensemble des polynômes x 2 K[T ℄ ave


deg x � k. Cet ensemble est un K-espa
e ve
toriel de dimension k + 1. Posons

d

0

= [Md=(N �M)℄. Nous avons une appli
ation lin�eaire ' : E

N

d

0

�! E

M

d+d

0

telle

que '((x

i

)

1�i�N

) = (

P

N

i=1

a

ij

x

i

)

1�j�M

. Comme d

0

> (Md)=(N �M)� 1, nous

avons

dim E

N

d

0

= N(d

0

+ 1) > M(d+ d

0

+ 1) = dim E

M

d+d

0

don
 nous pouvons en 
on
lure que ker ' 6= f0g. Alors il existe (x

i

)

1�i�N

2 E

N

d

0

,

di��erent de (0; 0; :::; 0), tel que

P

N

i=1

a

ij

x

i

= 0 , pour 
haque j, ave
 deg x

i

� d

0

pour 
haque i.

Maintenant nous allons utiliser des polynômes G 2 K[T ℄[X℄. Pour un tel

polynôme, nous notons deg

X

G le degr�e de G, 
onsid�er�e 
omme un polynôme en

X �a 
oeÆ
ients dans K[T ℄. Nous notons deg

T

G le maximum des degr�es de 
es


oeÆ
ients dans K[T ℄ (i.e., le degr�e de G, 
onsid�er�e 
omme un polynôme en T �a


oeÆ
ients dans K[X℄).

LEMME I.2. Pour 
haque m 2 N, il existe F

m

2 K[T ℄[X℄ satisfaisant les 
ondi-

tions suivantes :

(1) deg

X

F

m

� n� 1

(2) �

m

= F

m

(�)

(3) deg

T

F

m

� C

1

m

o�u C

1

est une 
onstante positive r�eelle.

Preuve . Les 
onditions (1) et (2) d�eterminent les polynômes F

m

. Posons

F

m

(X) =

n�1

X

k=0

f

k;m

X

m

; o�u f

k;m

2 K[T ℄:

Pour m � n� 1, nous avons F

m

(X) = X

m

, et pour 
haque m � 0

F

m+1

(X) = XF

m

(X)� f

n�1;m

F (X):

Alors il est 
lair que l'on a, par r�e
urren
e sur m, l'in�egalit�e (3), ave
 C

1

= deg

T

F .

Dans la m�ethode originale de Thue, on 
onstruit deux polynômes U et V de

Z[X℄ tels que le polynôme U � �V s'annule en � ave
 un grand ordre. I
i 
e
i est

r�ealis�e en utilisant des polynômes s'annulant en �

p

s

.

LEMME I.3. Pour tout 
ouple (k; s), o�u k est un entier tel que 0 � k � n � 1

et s est un entier positif, il existe des polynômes non nuls U

k;s

; V

k;s

2 K[T ℄[X℄

satisfaisant les 
onditions suivantes :
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(4) U

k;s

(�

p

s

)� �V

k;s

(�

p

s

) = 0

(5) deg

X

U

k;s

� k et deg

X

V

k;s

� n� k � 1

(6) U

k;s

et V

k;s

sont premiers entre eux dans K[T ℄[X℄

(7) deg

T

U

k;s

� C

2

p

s

et deg

T

V

k;s

� C

2

p

s

o�u C

2

est une 
onstante r�eelle positive.

Preuve . D'abord nous d�eterminons un 
ouple (U

0

k;s

; V

0

k;s

) de polynômes de

K[T ℄[X℄, non tous deux nuls, satisfaisant (4); (5) et (7). En utilisant le lemme I.2,

nous voyons que la 
ondition (4) peut être �e
rite 
omme un syst�eme de n �equations

lin�eaires, dont les in
onnues sont les n+ 1 
oeÆ
ients des deux polynômes U

0

k;s

et

V

0

k;s

. Les 
oeÆ
ients de 
e syst�eme lin�eaire sont des polynômes de K[T ℄, ave
 des

degr�es au plus C

1

max(kp

s

; (n�k�1)p

s

+1) � nC

1

p

s

. Alors le Lemme I.1 entrâ�ne

l'existen
e de polynômes U

0

k;s

et V

0

k;s

2 K[T ℄[X℄, satisfaisant (4),(5) et (7), ave


C

2

= n

2

C

1

.

Maintenant, 
omme il est bien 
onnu que l'extension K(T )(�) de K(T )

est s�eparable, nous avons n�e
essairement K(T )(�

p

s

) = K(T )(�). Ainsi l'�el�ement

alg�ebrique �

p

s

a le même degr�e, n, que �. Alors si W est un polynôme non nul de

K[T ℄[X℄ ave
 deg

X

W < n, nous avonsW (�

p

s

) 6= 0. Nous utilisons 
ette remarque,

en prenant pour W le P.G.C.D. de U

0

k;s

et V

0

k;s

2 K[T ℄[X℄. Posons U

0

k;s

= U

k;s

W

et V

0

k;s

= V

k;s

W . Nous d�eduisons de (4)

(U

k;s

(�

p

s

)� �V

k;s

(�

p

s

))W (�

p

s

) = 0:

Comme deg

X

U

0

k;s

= deg

X

U

k;s

+deg

X

W , et aussi pour V , nous avons deg

X

W <

n, et par 
ons�equent W (�

p

s

) 6= 0. Il s'en suit que

(4) U

k;s

(�

p

s

)� �V

k;s

(�

p

s

) = 0:

Vu que deg

X

U

k;s

� deg

X

U

0

k;s

, et la même 
hose en T , et pour V , les 
onditions

(5) and (7) sont en
ore satisfaites. En�n U

k;s

et V

k;s

sont tous les deux non nuls.

Par exemple, si V

k;s

= 0, nous aurions U

k;s

(�

p

s

) = 0, d'o�u U

k;s

= 0, puisque U

k;s

a

un degr�e en X plus petit que n.

Observons que les polynômes U

k;s

et V

k;s

sont d�etermin�es de fa�
on unique,

modulo K

�

, par les 
onditions (4), (5) et (6). En e�et, si (

~

U

k;s

;

~

V

k;s

) est un autre


ouple de polynômes satisfaisant 
es trois 
onditions, la 
ondition (4) implique

U

k;s

(�

p

s

)

~

V

k;s

(�

p

s

) �

~

U

k;s

(�

p

s

)V

k;s

(�

p

s

) = 0. Comme (5) entrâ�ne deg (U

k;s

~

V

k;s

�

~

U

k;s

V

k;s

) < n, nous devons avoir U

k;s

~

V

k;s

�

~

U

k;s

V

k;s

= 0, puisque �

p

s

est de degr�e

n sur K(T ). Alors (6) implique qu'il existe � 2 K

�

tel que

~

U

k;s

= �U

k;s

et

~

V

k;s

= �V

k;s

.

Comme dans la m�ethode originale de Thue, nous utilisons les polynômes

U

k;s

et V

k;s

pour 
onstruire, �a partir d'une approximation rationelle, P=Q, donn�ee

de �, une nouvelle approximation rationnelle de � :

U

k;s

((P=Q)

p

s

)=V

k;s

((P=Q)

p

s

):
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Il sera n�e
essaire de prendre max (deg

X

U

s

; deg

X

V

s

) aussi petit que possible. Par


ons�equent, dans la suite, nous utilisons le lemme I.3 ave
 k = [n=2℄. Nous posons

U

s

= U

[n=2℄;s

, V

s

= V

[n=2℄;s

et �

s

= max (deg

X

U

s

; deg

X

V

s

):

Ainsi nous avons deg

X

U

s

� [n=2℄ et deg

X

U

s

� n � [n=2℄ � 1 � [n=2℄, don


�

s

� [n=2℄.

LEMME I.4. Pour 
haque entier positif s, soient U

s

et V

s

les deux polynômes

de K[T ℄[X℄, d�e�nis 
i-dessus. Soit (P;Q) un 
ouple de K[T ℄ � (K[T ℄nf0g) ave


deg (P � �Q) < 0. Nous d�e�nissons A

s

et B

s

, �el�ements de K[T ℄, par

A

s

= Q

�

s

p

s

U

s

((P=Q)

p

s

) et B

s

= Q

�

s

p

s

V

s

((P=Q)

p

s

):

Alors nous avons :

(8) deg B

s

� (C

2

+ �

s

deg Q)p

s

et

(9) deg (A

s

� �B

s

) � (C

2

+ (�

s

� 1)degQ +deg (P � �Q))p

s

:

Preuve . Comme deg (P=Q��) < 0, nous avons deg (P=Q) < 0 vu que deg � < 0.

Alors, par (7) deg V

s

((P=Q)

p

s

) � C

2

p

s

. Par 
ons�equent , deg B

s

� C

2

p

s

+

�

s

p

s

deg Q, et (8) est prouv�e. Pour �etablir (9) nous observons que

deg (U

s

(�

p

s

)� U

s

((P=Q)

p

s

)) � C

2

p

s

+ p

s

deg (�� P=Q):

En e�et, 
omme deg � et deg (P=Q) sont n�egatifs, nous avons, pour tout entier

positif j, deg (�

jp

s

� (P=Q)

jp

s

) � p

s

deg (�� P=Q). Alors (4) entrâ�ne

deg (U

s

((P=Q)

p

s

)� �V

s

((P=Q)

p

s

)) � C

2

p

s

+ p

s

deg (�� P=Q)

et 
e
i donne imm�ediatement (9).

Dans la m�ethode 
lassique de Thue, l'id�ee est de \
lasser" 
ette nouvelle

approximation A

s

=B

s


onstruite au lemme 4, parmi d'autres approximations ra-

tionnelles de �. En fait 
e 
lassement sera impossible si l'on part d'une trop bonne

approximation P=Q. Mais il est n�e
essaire d'avoir pour 
haque s, deux approx-

imations distin
tes A

s;1

=B

s;1

et A

s;2

=B

s;2

. Ce
i est un point 
ritique. Une telle

d�emar
he est aussi possible i
i (en utilisant deux valeurs distin
tes de k dans le

lemme I.3). Mais, en suivant 
ette voie, on obtient seulement

j P � �Q j�j Q j

�(n�2+�)

pour jQj suÆsamment grand. Nous obtiendrons un meilleur r�esultat en estimant

le degr�e du d�enominateur \exa
t" de A

s

=B

s

. Cela fait l'objet des deux lemmes

suivants.
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LEMME I.5. Soient U et V des polynômes non nuls de K[T ℄[X℄, premiers entre

eux dans K(T )[X℄. Posons m =deg

X

U et m

0

=deg

X

V . Soit M un entier positif.

Supposons que U et V soient de degr�e M au plus, en T .

Alors il existe des polynômes � 2 K[T ℄; � 6= 0; R et S de K[T ℄[X℄, tels

que :

(10) RU + SV = �

(11) deg � � (m+m

0

)M

(12) deg

X

R < m

0

et deg

X

S < m

(13) deg

T

R � (m+m

0

� 1)M et deg

T

S � (m+m

0

� 1)M:

Preuve . Comme U et V sont premiers entre eux dansK(T )[X℄, U et V , 
onsid�er�es


omme des polynômes en X �a 
oeÆ
ients dans K(T ), ont un r�esultant non nul

� 2 K[T ℄. Il est bien 
onnu qu'il existe des polynômes en X, R et S, satisfaisant

les 
onditions (10) et (12). Comme � est un d�eterminant �a m + m

0

lignes de

polynômes en T de degr�es n'ex
�edant pas M , (11) est v�eri��e. Les 
oeÆ
ients des

polynômes en X, R et S sont, au signe pr�es, des sous-d�eterminants, �a m +m

0

� 1

lignes, du r�esultant. Par 
ons�equent, 
es 
oeÆ
ients ont un degr�e en T au plus �egal

�a (m+m

0

� 1)M . Ainsi (13) est �etabli.

LEMME I.6. Ave
 les mêmes notations que dans le lemme I.4, il existe une


onstante r�eelle positive C

3

, d�ependant seulement de �, telle que les 
onditions

suivantes soient satisfaites :

Pour tout 
ouple (P;Q) de polynômes premiers entre eux dans K[T ℄, ave


deg Q � C

3

et deg (P � �Q) < 0, nous avons :

(14) deg B

s

� (�

s

deg Q � C

3

)p

s

et, si D

s

est le plus grand 
ommun diviseur (unitaire) de A

s

et B

s

dans K[T ℄,

(15) deg D

s

� C

3

p

s

:

Preuve . Comme U

s

et V

s

sont premiers entre eux, nous voyons grâ
e au lemme

I.5, qu'il existe des polynômes G

s

and H

s

, de K[T ℄[X℄, et un polynôme non nul �

s

de K[T ℄, tels que :

(10

0

) G

s

U

s

+H

s

V

s

= �

s

(11

0

) deg �

s

� (n� 1)C

2

p

s

(12

0

) max (deg

X

G

s

; deg

X

H

s

) < �

s

(13

0

) max (deg

T

G

s

; deg

T

H

s

) � (n� 2)C

2

p

s

:

En e�et, d'apr�es le lemme I.3, si deg

X

U

s

= m et deg

X

V

s

= m

0

, nous avons

max (deg

T

U

s

; deg

T

V

s

) � C

2

p

s

m+m

0

� n� 1 m+m

0

� �

s

> 0:

Observons que �

s

= 0 est impossible, vu que � est irrationel, U

s

et V

s

sont non

nuls et v�eri�ent U

s

(�

p

s

)� �V

s

(�

p

s

) = 0.

D'apr�es (10

0

) nous avons, G

s

((P=Q)

p

s

)A

s

+H

s

((P=Q)

p

s

)B

s

= �

s

Q

�

s

p

s

et don


deg (G

s

((P=Q)

p

s

)A

s

+H

s

((P=Q)

p

s

)B

s

) � �

s

p

s

deg Q:
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D'autre part, puisque deg P=Q < 0, (13

0

) implique

max (deg G

s

((P=Q)

p

s

)); deg H

s

((P=Q)

p

s

)) � (n� 2)C

2

p

s

:

Alors nous ne pouvons pas avoir simultan�ement :

deg A

s

< (�

s

deg Q� (n� 2)C

2

)p

s

et deg B

s

< (�

s

deg Q� (n� 2)C

2

)p

s

:

Mais, d'autre part, (9) entrâ�ne

deg (A

s

� �B

s

) < (C

2

+ (�

s

� 1)deg Q)p

s

puisque deg(P � �Q) < 0. Supposons que deg Q � (n� 1)C

2

. Alors nous avons

deg (A

s

� �B

s

) < (�

s

deg Q� (n� 2)C

2

)p

s

:

Ainsi, si nous avions deg B

s

< (�

s

deg Q � (n � 2)C

2

)p

s

et don
 aussi deg�B

s

<

(�

s

deg Q� (n�2)C

2

)p

s

, vu que deg � < 0, nous aurions aussi degA

s

< (�

s

deg Q�

(n�2)C

2

)p

s

, 
e qui est impossible. Par 
ons�equent nous avons deg B

s

� (�

s

deg Q�

(n� 2)C

2

)p

s

, i.e. (14), d�es que C

3

� (n� 1)C

2

.

Maintenant , nous pouvons aussi �e
rire, d'apr�es (10

0

),

Q

(�

s

�1)p

s

G

s

((P=Q)

p

s

)A

s

+Q

(�

s

�1)p

s

H

s

((P=Q)

p

s

)B

s

= �

s

Q

(2�

s

�1)p

s

:

Alors, d'apr�es (12)

0

, Q

(�

s

�1)p

s

G

s

((P=Q)

p

s

) 2 K[T ℄, et Q

(�

s

�1)p

s

H

s

((P=Q)

p

s

) 2

K[T ℄, don
 le plus grand 
ommun diviseur D

s

de A

s

et B

s

divise �

s

Q

(2�

s

�1)p

s

.

Maintenant nous introduisons les �el�ements U

�

s

and V

�

s

de K[T ℄[X℄ d�e�nis

par

U

�

s

(X) = X

�

s

U

s

(1=X) et V

�

s

(X) = X

�

s

V

s

(1=X):

Les polynômes U

�

s

et V

�

s

sont premiers entre eux dans K[T ℄[X℄, puisque U

s

et V

s

le sont. Alors, d'apr�es le lemme I.5, il existe des polynômes �

0

s

2 K[T ℄; �

0

s

6=

0; G

0

s

and H

0

s

2 K[T ℄[X℄, tels que :

(10

00

) G

0

s

U

�

s

+H

0

s

V

�

s

= �

0

s

(11

00

) deg �

0

s

� nC

2

p

s

(12

00

) max (deg

X

G

0

s

; deg

X

H

0

s

) < �

s

:

En e�et deg

X

U

�

s

� �

s

et deg

X

V

�

s

� �

s

, don
 deg

X

U

�

s

+deg

X

V

�

s

� 2�

s

� n. Vu

que P

�

s

p

s

U

�

s

((Q=P )

p

s

) = A

s

et P

�

s

p

s

V

�

s

((Q=P )

p

s

) = B

s

, nous pouvons en d�eduire,


omme 
i-dessus, que D

s

divise �

0

s

P

(2�

s

�1)p

s

. Alors, 
omme P et Q sont premiers

entre eux , D

s

divise �

s

�

0

s

et par 
ons�equent deg D

s

� (2n�1)C

2

p

s

, d'apr�es (11

0

)

et (11

00

). Ainsi le lemme est prouv�e ave
 C

3

= (2n� 1)C

2

.

Maintenant nous allons prouver le th�eor�eme I.1, et plus pr�e
is�ement :
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TH

�

EOR

�

EME I.2. Soit � un �el�ement alg�ebrique de K((T

�1

)), de degr�e n > 1.

Supposons que � =2 H. Soit � et r des entiers positifs. Supposons que pour tout

s 2 rN

�

, nous avons �

s

� �, ave
 les notations d�ej�a introduites.

Alors pour tout r�eel positif �, et pour tout 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄ ave


deg Q suÆsamment grand, nous avons

j P � �Q j�j Q j

�(�+�)

Le th�eor�eme I.1 d�e
oule du th�eor�eme I.2 , si on remarque, 
omme nous

l'avons d�ej�a mentionn�e apr�es le lemme I.3, que nous avons �

s

� [n=2℄, pour tout

entier s.

Nous divisons la preuve en deux parties, 
ha
une faisant l'objet d'un lemme.

D'abord, nous remarquons que, � ne satisfaisant au
une �equation de la forme

� = (A�

p

s

+B)=(C�

p

s

+D)

il est impossible que les polynômes U

s

et V

s

soient tous deux de degr�e inf�erieur �a

2. Don
 �

s

� 2 pour tout entier s.

Ave
 les mêmes notations et 
onditions que dans le th�eor�eme I.2 et les lemmes

pr�e
�edents, en �xant C

3

= (2n� 1)C

2

> 0, nous avons :

LEMME I.7. Soit 0 < � < 1=2. Soient (P;Q) et (P

1

; Q

1

) deux 
ouples de

K[T ℄� (K[T ℄nf0g), ave
 P:G:C:D:(P;Q) = P:G:C:D(P

1

; Q

1

) = 1 et deg Q � 4C

3

.

Supposons qu'il existe un entier s 2 rN

�

tel que :

(16)

deg Q

1

(1 + �)deg Q � C

2

� p

s

�

(�+ �)deg Q

1

� deg Q + C

2

Alors on ne peut avoir simultan�ement

(17) deg (P��Q) < �(�+�)deg Q et (18) deg (P

1

��Q

1

) < �(�+�)deg Q

1

Preuve . Supposons (17) et (18) v�eri��ees. Nous 
onsid�erons A

s

and B

s

, les

�el�ements de K[T ℄ obtenus �a partir de (P;Q), 
omme indiqu�e dans le lemme I.4.

Puis nous 
her
hons un entier positif s 2 rN

�

tel que :

(19) deg (B

s

(P

1

� �Q

1

)) < 0 et (20) deg (Q

1

(A

s

� �B

s

)) < 0

D'apr�es (18) et (8), et ave
 �

s

� �, la 
ondition (19) est satisfaite si (C

2

+

� deg Q)p

s

� (�+ �)deg Q

1

i.e., si

p

s

�

(�+ �)deg Q

1

�deg Q + C

2

:

D'apr�es (17) et (9), et ave
 �

s

� �, nous avons deg (A

s

� �B

s

) � (C

2

� (1 +

�)deg Q)p

s

. Don
 nous aurons (20), si deg Q

1

� ((1 + �)deg Q� C

2

)p

s

� 0. C'est-

�a-dire, 
omme deg Q � C

2

, si

p

s

�

deg Q

1

(1 + �)deg Q � C

2

:
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Don
 s'il existe un entier s 2 rN

�

v�eri�ant (16), alors il v�eri�e (19) et

(20). Par soustra
tion on obtient deg (A

s

Q

1

� B

s

P

1

) < 0, et par 
ons�equent

A

s

Q

1

� B

s

P

1

= 0, puisque A

s

Q

1

� B

s

P

1

est un �el�ement de K[T ℄. Mais 
ette

�egalit�e est impossible si deg Q est assez grand : en e�et, si A

s

Q

1

�B

s

P

1

= 0, nous

avons A

s

=B

s

= P

1

=Q

1

et don
 deg Q

1

= deg B

s

� deg D

s

, puisque P

1

et Q

1

sont

premiers entre eux. Or nous avons deg B

s

� (�

s

� C

3

)p

s

et deg D

s

� C

3

p

s

, si

deg Q � C

3

, d'apr�es le lemme I.6. Par 
ons�equent deg Q

1

� (�

s

deg Q � 2C

3

)p

s

.

Vu que �

s

� 2 pour 
haque s et deg Q � 4C

3

, nous obtenons deg Q

1

� 2(deg Q�

C

3

)p

s

� (3=2)p

s

deg Q. Tandis que d'apr�es (16), deg Q

1

< (1 + �)p

s

deg Q <

(3=2)p

s

deg Q, d'o�u la 
ontradi
tion. Ainsi s'il existe s satisfaisant (16), on ne peut

avoir simultan�ement (17) et (18).

Nous �etablissons en�n le dernier lemme :

LEMME I.8. Soit (d

j

)

j2N

une suite, stri
tement 
roissante, d'entiers positifs.

Soient �, � et C des r�eels positifs, et r, un entier positif. Il existe des triplets

(j; j

0

; s) 2 N

�

� N

�

� rN

�

, ave
 j arbitrairement grand, satisfaisant

(21)

d

j

0

(1 + �)d

j

� C

� p

s

�

(�+ �)d

j

0

�d

j

+ C

:

Preuve . Pour d

j

� 2C=�, (21) est v�eri��e si l'on a

(22)

d

j

0

(1 + �=2)d

j

� p

s

�

(�+ �)d

j

0

(�+ �=2)d

j

:

Si nous posons s = rt et q = p

r

, la 
ondition (22) s'�e
rit :

(23) log

q

(d

j

0

=d

j

)� log

q

(1 + �=2) � t � log

q

(d

j

0

=d

j

) + log

q

((�+ �)=(�+ �=2)):

Il est 
lair que l'on peut rempla
er la suite (d

j

)

j2N

par une sous-suite. Alors,


omme R=Z est 
ompa
t, nous pouvons supposer que la suite (log

q

d

j

)

j2N


onverge

modulo 1. Nous pouvons aussi supposer que d

j+1

� qd

j

. Alors log

q

d

j+1

� log

q

d

j

=

log

q

(d

j+1

=d

j

) tend vers z�ero dans R=Z et log

q

(d

j+1

=d

j

) � 1 pour tout j 2 N .

Comme �log

q

(1 + �=2) < 0 < log

q

((� + �)=(� + �=2)), il existe pour tout 
ouple

(j; j

0

) = (j; j + 1), ave
 j suÆsamment grand, un entier positif t satisfaisant la

double in�egalit�e (23).

La preuve du th�eor�eme I.2 r�esulte de la 
omparaison des lemmes I.7 et I.8.

Si l'on avait une suite in�nie (P (j)=Q(j))

j2N

, d'approximations rationnelles de �,

v�eri�ant, pour tout j 2 N ,

deg (P (j)� �Q(j)) < �(�+ �)deg Q(j)

ave
 la suite (deg Q(j))

j2N

sti
tement 
roissante, alors le lemme I.8, ave
 C = C

2

et d

j

= deg Q(j), 
ontredirait le lemme I.7, ave
 Q = Q(j) et Q

1

= Q(j

0

).

Dans des 
as parti
ulier, le th�eor�eme I.2 peut être appliqu�e ave
 � < [n=2℄.

Par exemple, soit q = p

r

, o�u r 2 N

�

. Supposons que � est une ra
ine dansK((T

�1

))

d'un polynôme irr�edu
tible sur K[T ℄ de la forme

(24) f(X) = a

0

+ a

1

X + a

2

X

q

+ a

3

X

q

2
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o�u a

0

; a

1

; a

2

; a

3

sont des polynômes non nuls de K[T ℄. Supposons de plus que �

ne satisfait au
une �equation de la forme � = A�

p

s

+ B, pour s 2 N

�

et (A;B) 2

K(T ) �K(T ) (pour un exemple voir [9℄). Alors pour tout entier t 2 N

�

, il existe

des �el�ements e

t

; f

t

et g

t

de K(T ), tels que

(25) � = e

t

+ f

t

�

q

t

+ g

t

�

q

t+1

:

En e�et, � �etant ra
ine de f , (24) montre que (25) est vraie pour t = 1. Alors, par

r�e
urren
e sur t � 1, nous avons

� = e

t

� f

t

((a

0

+ a

2

�

q

+ a

3

�

q

2

)=a

1

)

q

t

+ g

t

�

q

t+1

= e

t+1

+ f

t+1

�

q

t+1

+ g

t+1

�

q

t+2

Alors, si l'on pose e

t

= E

t

=D

t

, f

t

= F

t

=D

t

, et g

t

= G

t

=D

t

, ave
 E

t

; F

t

; G

t

; D

t

2

K[T ℄ et P.G.C.D.(E

t

; F

t

; G

t

; D

t

) = 1, l'�egalit�e (25) peut s'�e
rire

U(�

q

t

)� �V (�

q

t

) = 0

o�u U(X) = E

t

+ F

t

X + G

t

X

q

et V (X) = D

t

, sont deux polynômes de K[T ℄[X℄

premiers entre eux. On a deg

X

U = q et deg

X

V = 0. On voit, ave
 les notations

du lemme I.3, que pour q � k � q

2

� 1 et s = rt, on a U

k;s

= U et V

k;s

= V , �a


ause de l'uni
it�e (modulo K

�

) du 
ouple (U

k;s

; V

k;s

). Ainsi U

s

= U , V

s

= V et

�

s

= q. D'autre part � =2 H. En e�et si l'on avait � 2 H

s

, alors on aurait � 2 H

rs

.

Don
 
e
i 
ontredirait l'�egalit�e (25), en vertu de l'uni
it�e (modulo K

�

) du 
ouple

(U

k;rs

; V

k;rs

) pour k = q (voir lemme I.3). Alors le th�eor�eme I.2 peut s'appliquer

ave
 � = q et don
 nous avons

j P � �Q j�j Q j

�(q+�)

pour tout rationnel P=Q 2 K(T ), ave
 deg Q assez grand.
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CAPITRE II

La m�ethode di��erentielle

Dans 
e 
hapitre nous introduisons la d�erivation naturelle sur K((T

�1

)) :

la d�erivation formelle terme �a terme des s�eries. Si � 2 K((T

�1

)), nous notons �

0

la s�erie d�eriv�ee de �. Le sous-
orps des 
onstantes pour 
ette d�erivation 
ontient

K. Mais si la 
ara
t�eristique de K est p nous avons �

0

= 0 si et seulement si

� = �(T

p

). Don
 le sous-
orps des 
onstantes est K((T

�p

)). Nous notons �

(k)

la

k-i�eme fon
tion d�eriv�ee de �. Si p est la 
ara
t�eristique de K, pour tout k 2 Z nous

avons (T

k

)

(p)

= k(k � 1):::(k � p+ 1)T

k�p

= 0 
ar p divise k(k � 1):::(k � p+ 1),

et par 
ons�equent, pour tout � 2 K((T

�1

)), nous avons �

(p)

= 0 et aussi �

(p�1)

2

K((T

�p

)).

Soit � 2 K((T

�1

)) alg�ebrique sur K(T ) de degr�e n > 1. Il existe F 2

K[T;X℄, polynôme minimal de �, ave
 deg

X

F = n, tel que

(1) F (T; �) = 0:

Si nous d�erivons 
ette �egalit�e nous obtenons

F

0

T

(T; �) + �

0

F

0

X

(T; �) = 0:

Comme � est s�eparable, nous avons F

0

X

(T; �) 6= 0. Cette �egalit�e montre don
 que

�

0

2 K(T; �). Ainsi il existe G 2 K(T )[X℄, ave
 deg

X

G < n, tel que

(2) �

0

= G(�):

Si l'on a deg

X

G � 2, nous dirons que � satisfait une �equation di��erentielle de

Ri

ati �a 
oeÆ
ients rationnel. Nous avons

�

0

= a�

2

+ b�+ 


ave
 a; b et 
 2 K(T ). Si a = 0 l'�equation di��erentielle obtenue est lin�eaire, 
e que

nous 
onsid�erons 
omme un 
as parti
ulier d'�equation di��erentielle de Ri

ati.

x1. Le Th�eor�eme d'OSGOOD.

A la suite des travaux de E. Kol
hin [5℄, C. Osgood a �etudi�e l'approximation

rationnelle des s�eries formelles �a l'aide de la d�erivation. En 1973 et 1974 il publie

deux arti
les ([12℄, [13℄) traitant d' approximation diophantienne dansK((T

�1

)), o�u

K est un 
orps arbitraire. Nous donnons i
i, de nouveau, la d�emonstration de deux

r�esultats issus de 
es arti
les. Pr�e
isons que, dans les deux th�eor�emes qui suivent,

nous ne faisons, ex
eptionnellement, au
une hypoth�ese sur la 
ara
t�eristique du


orps K.



18

TH

�

EOR

�

EME II.1. Soit K un 
orps et � 2 K((T

�1

)), alg�ebrique, de degr�e n,

sur K(T ). Si � ne satisfait pas une �equation di��erentielle de Ri

ati �a 
oeÆ
ients

rationnels, alors il existe une 
onstante r�eelle positive C, d�ependant de �, telle que

jQ�� P j � CjQj

�n+2

pour tout 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄, ave
 Q 6= 0.

Remarque. I
i on a n � 4 
ar sinon � satisfait une �equation di��erentielle de Ri
-


ati. Nous pouvons remarquer que la 
on
lusion du th�eor�eme est �equivalente �a

B(�; n� 2) > 0.

Preuve . Soient P;Q 2 K[T ℄, ave
 Q 6= 0. Si jP=Qj > j�j, alors nous avons

(1) j�� P=Qj = jP=Qj > j�j � j�j jQj

�n+1

:

Supposons maintenant que jP=Qj � j�j.

Soit F 2 K(T )[X℄ le polynôme unitaire minimal de �. Nous avons

F (X) = X

n

+ a

n�1

X

n�1

+ :::::+ a

0

et F (�) = 0

ave
 a

i

2 K(T ), pour 0 � i � n � 1. Par hypoth�ese, il existe un polynôme

G 2 K(T )[X℄ tel que

G(X) = b

m

X

m

+ b

m�1

X

m�1

+ :::::+ b

0

et �

0

= G(�)

ave
 2 < m < n, b

i

2 K(T ), pour 0 � i � m, et b

m

6= 0.

Nous introduisons les deux polynômes di��erentiels :

(2) H

1

(X) = X

0

�G(X) et (3) H

2

(X) = F (X) + b

�1

m

X

n�m

H

1

(X):

On a, d'apr�es (2), H

1

(P=Q) = (QP

0

�PQ

0

)=Q

2

�G(P=Q). Comme deg

X

G � n�1,

on voit qu'il existe un polynôme non nul, A 2 K[T ℄, tel que AQ

n�1

H

1

(P=Q) 2

K[T ℄. Nous remarquons que (3) peut s'�e
rire

(4) H

2

(X) = F (X)�X

n

+b

�1

m

(X

n�m

X

0

�b

0

X

n�m

�b

1

X

n�m+1

�::::�b

m�1

X

n�1

):

Comme n �m + 2 � n � 1, on voit, de même, qu'il existe un polynôme non nul,

B 2 K[T ℄, tel que BQ

n�1

H

2

(P=Q) 2 K[T ℄. D'autre part si H

1

(P=Q) = 0 et

H

2

(P=Q) = 0, alors, d'apr�es (3), on a F (P=Q) = 0, 
e qui est impossible. Nous

avons don


(5) jAQ

n�1

H

1

(P=Q)j � 1 ou bien jBQ

n�1

H

2

(P=Q)j � 1

Comme F (�) = 0 et H

1

(�) = 0, on a aussi, d'apr�es (3), H

2

(�) = 0. Alors nous

avons

(6) jH

1

(�)�H(P=Q)j = jH

1

(P=Q)j et jH

2

(�)�K(P=Q)j = jH

2

(P=Q)j:

Maintenant nous voulons montrer qu'il existe deux 
onstantes r�eelles positives C

1

et C

2

, d�ependant de �, telles que

(7) jH

1

(�)�H

1

(P=Q)j � C

1

j��P=Qj et jH

2

(�)�H

2

(P=Q)j � C

2

j��P=Qj:
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En e�et, si l'on pose C

0

= max(1; j�j), alors, 
omme jP=Qj � j�j, il est fa
ile de

voir que

j(�� (P=Q))

0

j � j�� P=Qj j�

i

� (P=Q)

i

j � C

n�2

0

j�� P=Qj

pour tout entier i, ave
 1 � i � n� 1 et aussi

j�

0

�

n�m

� (P=Q)

0

(P=Q)

n�m

j � C

n�m

0

j�� P=Qj:

Alors en �e
rivant

H

1

(�)�H

1

(P=Q) = (�� (P=Q))

0

�

X

1�i�m

b

i

(�

i

� (P=Q)

i

)

et

H

2

(�)�H

2

(P=Q) =

X

1�i�n�1

a

i

(�

i

� (P=Q)

i

)

+

X

1�i�m�1

b

�1

m

b

i

(�

n�m+i

� (P=Q)

n�m+i

) + b

�1

m

(�

0

�

n�m

� (P=Q)

0

(P=Q)

n�m

)

et en utilisant les in�egalit�es 
i-dessus, nous voyons que (7) est v�eri��e.

Maintenant, en 
omparant (5), (6) et (7), nous obtenons

j�� P=Qj � C

�1

1

jAj

�1

jQj

�n+1

ou bien j�� P=Qj � C

�1

2

jBj

�1

jQj

�n+1

don


(8) j�� P=Qj � C

3

jQj

�n+1

ave
 C

3

= inf (C

�1

1

jAj

�1

; C

�1

2

jBj

�1

). Si l'on pose C = inf (j�j; C

3

), on obtient,

par (1) et (8),

j�� P=Qj � CjQj

�n+1

pour tout 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄, ave
 Q 6= 0. Le th�eor�eme est ainsi prouv�e.

Le deuxi�eme et prin
ipal th�eor�eme est une version plus forte du pr�e
�edent.

Il 
onvient de remarquer, de mani�ere plutôt ane
dotique, que dans l'arti
le 
it�e plus

haut ([13℄), Osgood donne le r�esultat 
i-dessous ave
 un exposant [(n + 3)=2℄ au

lieu de [n=2℄+1. Ce dernier exposant est meilleur et s'obtient sans modi�
ation de

la preuve. Ainsi nous avons :

TH

�

EOR

�

EME II.2. Soit K un 
orps et � 2 K((T

�1

)), alg�ebrique, de degr�e n,

sur K(T ). Si � ne satisfait pas une �equation di��erentielle de Ri

ati �a 
oeÆ
ients

rationnels, alors il existe une 
onstante r�eelle positive C, d�ependant de �, telle que

jQ�� P j � CjQj

�[n=2℄

pour tout 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄, ave
 Q 6= 0.

Remarque. Comme d�ej�a mentionn�e, nous avons n � 4 . D'autre part la 
on
lusion

de 
e th�eor�eme est �equivalente �a B(�; [n=2℄) > 0.
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Preuve . Comme 
i-dessus, si on a un 
ouple (P;Q), ave
 Q 6= 0 et jP=Qj > j�j,

alors nous avons

(1) j�� P=Qj � j�j jQj

�[n=2℄�1

Soit don
 un 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄ ave
 Q 6= 0 et jP=Qj � j�j.

Nous posons d = [(n� 2)=2℄, et nous 
onsid�erons les n + 1 �el�ements de K(T; �) :

1; �; �

2

; :::; �

n�d�1

; �

0

; �

0

�; ::::; �

0

�

d

. Ces �el�ements sont li�es sur K(T ). Par 
ons�e-

quent il existe deux polynômes R et S dans K[T ℄[X℄, que nous pouvons supposer

premiers entre eux, tels que

(2) �

0

R(�) = S(�) ave
 (3) deg

X

R � d deg

X

S � n� d� 1:

Nous introduisons le polynôme di��erentiel

(4) H(X) = X

0

R(X)� S(X)

Nous remarquons que max(d+2; n�d�1) = [n=2℄+1. Par 
ons�equent (3) entrâ�ne

que Q

[n=2℄+1

H(P=Q) est un �el�ement de K[T ℄.

Supposons que H(P=Q) 6= 0. Alors nous avons (5) jQj

[n=2℄+1

jH(P=Q)j � 1.

Les mêmes arguments que dans le th�eor�eme pr�e
�edent, montrent qu'il existe une


onstante r�eelle positive C

1

, d�ependant de �, telle que

(6) jH(�)�H(P=Q)j � C

1

j�� P=Qj:

Comme H(�) = 0, par (5) et (6), nous avons

j�� P=Qj � C

�1

1

jH(�)�H(P=Q)j = C

�1

1

jH(P=Q)j � C

�1

1

jQj

�[n=2℄�1

Il reste �a 
onsid�erer les rationnels P=Q tels que H(P=Q) = 0. Tout d'abord,

observons que l'on peut �evidemment se restreindre aux 
ouples (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄

ave
 P:G:C:D:(P;Q) = 1. La �n de la d�emonstration r�esultera du lemme II.2 qui

va suivre. En e�et 
e lemme �etablit qu'il existe une 
onstante r�eelle positive C

0

telle que si (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄ ave
 P:G:C:D:(P;Q) = 1 et H(P=Q) = 0, alors

jQj � C

0

. Ainsi, si l'on pose

C

2

= inf

jQj�C

0

fj�� P=Qj jQj

[n=2℄+1

g et C = inf(j�j; C

�1

1

; C

2

)

nous avons l'in�egalit�e attendue pour tout 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄ ave
 Q 6= 0.

Le th�eor�eme II.2 sera ainsi d�emontr�e.

La d�emonstration du lemme II.2 se d�e
ompose en deux �etapes. Nous prou-

vons d'abord le lemme suivant :

LEMME II.1. Soient R et S, deux polynômes en X, premiers entre eux, �a 
oef-

�
ients dans K[T ℄. Consid�erons l'�equation di��erentielle

(1) X

0

R(X) = S(X):
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Supposons que deg

X

R > 0. Alors il existe une 
onstante r�eelle positive C,

d�ependant de R et de S, telle que si (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄, ave
 P:G:C:D:(P;Q) = 1,

et P=Q est une solution de (1), nous avons max(jP j; jQj) � C.

Preuve . La premi�ere �etape 
onsiste �a montrer qu'il existe une 
onstante r�eelle

positive C

1

telle que jR(P=Q)j � C

1

, pour toute solution P=Q de (1).

Soit P=Q solution de (1). Supposons que jR(P=Q)j � 1. Nous pouvons �e
rire

R(X) = r

0

X

�

+ r

1

X

��1

+ ::::::+ r

�

= r

0

(X � �

1

)(X � �

2

)::::(X � �

�

)

o�u r

0

6= 0 et � > 0. Nous �etendons la valeur absolue au 
orps K(T; �

1

; :::; �

�

)

de d�e
omposition du polynôme R. Alors jr

0

j � 1 et jR(P=Q)j � 1 entrâ�nent

l'existen
e d'un indi
e i tel que jP=Q� �

i

j � 1. Posons jjRjj = jT j

deg

T

R

et C

0

=

max(jjRjj; jjSjj). Comme R(�

i

) = 0, nous avons j�

i

j � C

0

: en e�et, si j�j > jjRjj

alors jR(�)j = jr

0

�

�

j 6= 0. Don
 si jP=Qj > C

0

, alors jP=Q� �

i

j = jP=Qj > 1. Par


ons�equent nous avons

(2) jP=Qj � C

0

et aussi j(P=Q)

0

j � C

0

. Comme P=Q est solution de (1), nous obtenons

(3) jS(P=Q)j � C

0

jR(P=Q)j:

Distinguons deux 
as. Si � = deg

X

S = 0 alors S(X) = s

0

6= 0 et (3) entrâ�ne

jR(P=Q)j � js

0

j=C

0

.

Si � = deg

X

S > 0 alors il existe deux polynomes R

1

et S

1

de K[T ℄[X℄, tels que

(4) RR

1

+ SS

1

= �

o�u � 2 K[T ℄ est le r�esultant des deux polynômes R et S, premiers entre eux.

D'apr�es le lemme I.5, nous avons

deg

X

R

1

� � � 1; deg

X

S

1

� �� 1 et max(jjR

1

jj; jjS

1

jj) � C

�+��1

0

Alors par (2), nous avons jR

1

(P=Q)j � jjR

1

jjC

��1

0

et une majoration du même type

pour jS

1

(P=Q)j. Don
 par (3) et (4), nous voyons qu'il existe une 
onstante r�eelle

positive C

0

0

telle que j�j � C

0

0

jR(P=Q)j.

En 
on
lusion, il existe un r�eel positif C

1

tel que, pour tout P=Q solution de (1),

on a

(5) jR(P=Q)j � C

1

:

Maintenant nous introduisons sur K(T ) une nouvelle valeur absolue. Soit

z 2 K et � 2 K(T ), nous �etendons �a K(T ) la valeur absolue T � z-adique, d�e�nie

sur K[T ℄ par

jP (T � z)

�

j

z

= jT j

��

si P (z) 6= 0:

Nous allons montrer qu'il existe un polynôme non nul, Æ 2 K[T ℄, tel que jR(P=Q)j

z

� jÆj

z

, pour toute solution P=Q de (1).

Soit P=Q solution de (1). Supposons que jR(P=Q)j

z

� 1. Comme 
i-dessus, nous

�etendons la valeur absolue au 
orps K(T; �

1

; :::; �

�

). Comme jr

0

j

z

� 1, nous avons

Q

1�i��

jr

0

(P=Q��

i

)j

z

= jr

��1

0

R(P=Q)j

z

� 1. Ce
i entrâ�ne l'existen
e d'un indi
e
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i tel que jr

0

(P=Q � �

i

)j

z

� 1. d'autre part r

0

�

i

�etant un entier alg�ebrique, nous

avons jr

0

�

i

j

z

� 1, et par 
ons�equent

(6) jr

0

(P=Q)j

z

� 1:

Maintenant remarquons que j�j

z

� 1 entrâ�ne j�

0

j

z

� 1, et don
 jr

0

0

(P=Q) +

r

0

(P=Q)

0

j

z

� 1. On en d�eduit, en multipliant par jr

0

j

z

, jr

2

0

(P=Q)

0

j

z

� 1. L'�equation

di��erentielle (1) implique alors

(7) jr

2

0

S(P=Q)j

z

� jR(P=Q)j

z

:

Comme pr�e
�edemment, distinguons deux 
as. Si � = deg

X

S = 0 alors S(X) =

s

0

6= 0 et (7) entrâ�ne js

0

r

2

0

j

z

� jR(P=Q)j

z

.

Si � = deg

X

S > 0, alors les majorations sur les degr�es en X de R

1

et S

1

et

l'in�egalit�e (6), 
onduisent �a

jr

��1

0

R

1

(P=Q)j

z

� 1 et jr

��1

0

S

1

(P=Q)j

z

� 1

D'o�u nous obtenons, par (4) et (7), j�r

�+�+1

0

j

z

� jR(P=Q)j

z

. Don
 il existe, dans

tous les 
as, un polynôme non nul, Æ 2 K[T ℄, tel que jR(P=Q)j

z

� jÆj

z

, pour toute

solution P=Q de (1).

Nous �e
rivons

(8) R(P=Q) = (r

0

P

�

+ r

1

P

��1

Q+ ::::+ r

�

Q

�

)=Q

�

= U=V

ave
 U; V 2 K[T ℄ et P:G:C:D:(U; V ) = 1. Alors si jU j

z

< 1, nous avons jV j

z

= 1 et

jU j

z

= jR(P=Q)j

z

� jÆj

z

. Si jU j

z

= 1 alors il est 
lair que jU j

z

� jÆj

z

. Maintenant,

nous pouvons supposer le 
orps K alg�ebriquement 
los. Alors jU j

z

� jÆj

z

, pour

tout z 2 K, entrâ�ne que U divise Æ dans K[T ℄ et don


(9) jU j � jÆj:

Par (5), (8) et (9), il vient jV j � jÆj=C

1

. De plus si

D = P:G:C:D:(r

0

P

�

+ ::::+r

�

Q

�

; Q

�

) et D

1

= P:G:C:D:(r

0

P

�

+ ::::+r

�

Q

�

; Q)

alors D divise D

�

1

, et D

1

= P:G:C:D:(r

0

; Q) 
ar P:G:C:D:(P;Q) = 1, don
 D divise

r

�

0

.

Nous avons don
 jQ

�

j = jV Dj � jr

�

0

j jÆj=C

1

, et il existe une 
onstante r�eelle, C

0

> 0

telle que

(10) jQj � C

0

:

En�n UD = r

0

P

�

+ ::::+r

�

Q

�

entrâ�ne jr

0

P

�

j � max

1�i��

(jUDj; jr

i

P

��i

Q

i

j). Soit

jr

0

P

�

j � jUDj, et alors jP j � jÆj

1=�

jr

(��1)=�

0

j. Ou bien, il existe un indi
e i � 1, tel

que jr

0

P

�

j � jr

i

P

��i

Q

i

j, et alors jP j � jr

i

=r

0

j

1=i

jQj. Don
 en tout 
as, il existe

une 
onstante r�eelle, C

00

> 0, telle que

(11) jP j � C

00

:

Ce
i termine la d�emonstration du lemme.

Nous pouvons maintenant d�emontrer :
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LEMME II.2. Soient R et S, deux polynômes en X, premiers entre eux, �a 
oef-

�
ients dans K[T ℄. Consid�erons l'�equation di��erentielle

(1) X

0

R(X) = S(X):

Supposons que nous n'avons pas simultan�ement deg

X

R = 0 et deg

X

S � 2, i.e.,

l'�equation di��erentielle (1) n'est pas de Ri

ati. Alors il existe une 
onstante r�eelle

positive C, d�ependant de R et de S, telle que si (P;Q) 2 K[T ℄ � K[T ℄, ave


P:G:C:D:(P;Q) = 1, et P=Q est une solution de (1), nous avons jQj � C.

Preuve . Posons deg

X

R = � et deg

X

S = �. Si � > 0, alors le lemme II.1 entrâ�ne

le r�esultat voulu. Si � = 0, alors, par hypoth�ese, nous avons � � 3. Soit P=Q une

solution de (1). Alors Q=P est une solution de l'�equation di��erentielle

(2) (1=X)

0

R(1=X) = S(1=X):

Don
 Q=P est une solution de l'�equation di��erentielle

(3) X

0

R

1

(X) = S

1

(X)

ave
 R

1

(X) = �r

0

X

��2

et S

1

(X) = s

0

+ s

1

X + :::+ s

�

X

�

, si on a R(X) = r

0

et

S(X) = s

0

X

�

+ s

1

X

��1

+ :::+ s

�

.

Comme R

1

et S

1

sont premiers entre eux, ave
 deg

X

R

1

> 0. Nous pouvons don


invoquer le lemme II.1, pour la solution Q=P de l'�equation di��erentielle (3), et le

r�esultat s'en suit. Ce
i a
h�eve la d�emonstration du lemme II.2 et don
 aussi du

th�eor�eme II.2.

Les deux th�eor�emes pr�e
�edents sont �a rappro
her du th�eor�eme I.1. Bien

que les hypoth�eses soient di��erentes, la 
on
lusion des deux th�eor�emes I.1 et II.2

entrâ�ne que �(�) � [n=2℄. Comme nous l'avons signal�e lors de la d�emonstration

du th�eor�eme I.1, nous aurions pu obtenir une version plus faible de 
e th�eor�eme

dont la 
on
lusion aurait �et�e semblable �a 
elle du th�eor�eme II.1. L'avantage du

th�eor�eme II.2, sur le th�eor�eme I.1, est son e�e
tivit�e (i.e., �(�) � [n=2℄ et en outre

B(�; [n=2℄) > 0). Cet aspe
t a �et�e soulign�e par W. S
hmidt [15℄, dans un arti
le

pr�e
isant et �e
lairant les r�esultats d'Osgood, dans le 
as o�u la 
ara
t�eristique de

K est nulle. Cet arti
le nous a inspir�e, pour la pr�esentation de 
es r�esultats et en

parti
ulier 
elle des lemmes II.1 et II.2. L'objet du paragraphe suivant est de faire

la lumi�ere sur le lien entre les th�eor�emes I.1 et II.2.

x2. Sur le lien entre l'�equation di��erentielle de Ri

ati et les �el�ements

de type Homographie-Frobenius.

Nous 
ommen�
ons par faire une remarque g�en�erale sur l'approximation ra-

tionnelle d' une solution d'�equation di��erentielle de Ri

ati.
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Si � 2 K((T

�1

)), irrationnel, satisfait une �equation di��erentielle de Ri

ati (R),

alors nous pouvons s�eparer les �el�ements P=Q 2 K(T ) en deux groupes : 
eux qui

satisfont l'�equation (R), et 
eux qui ne la satisfont pas. Si P=Q n'est pas solution

de (R), alors le raisonnement d�ej�a utilis�e dans la d�emonstration des th�eor�emes II.1

et II.2 (en fait le prin
ipe de Liouville), montre qu'il existe une 
onstante r�eelle

positive C, d�ependant de � telle que

j�� P=Qj � CjQj

�2

:

Maintenant 
onsid�erons ex
eptionnellement le 
as o�u la 
ara
t�eristique de K est 0.

Si P=Q est solution de (R), et si 
ar(K) = 0, alors, ( voir Osgood [12℄ ou S
hmidt

[15℄), il existe une 
onstante r�eelle positive C

0

, d�ependant de � telle que

j�� P=Qj � C

0

:

Alors j� � P=Qj � inf (C;C

0

)jQj

�2

pour tout P=Q 2 K(T ). C'est-�a-dire que

�(�) = 1 et B(�; 1) > 0.

Si 
ar(K) > 0, la situation est bien di��erente. En e�et, il est fa
ile de voir qu'un

�el�ement de H satisfait une �equation di��erentielle de Ri

ati (lemme II.3 
i-dessous).

D'autre part nous savons qu'il peut se faire qu'un tel �el�ement soit tr�es bien ap-

pro
hable par des rationnels (exemple de Mahler, [7℄), ou bien, �a l'oppos�e, soit tr�es

mal appro
hable par des rationnels (exemple de Baum et Sweet, [1℄).

Nous allons voir, dans 
e paragraphe, que le th�eor�eme II.2 permet de d�emon-

trer le th�eor�eme I.1, ave
 une hypoth�ese restri
tive. Pour 
ommen�
er, nous donnons


e r�esultat, dans un 
as tr�es parti
ulier, en utilisant une m�ethode �el�ementaire. Cet

exemple a pour but d'illustrer les id�ees qui permettront de passer �a un 
as plus

g�en�eral. Nous prouvons le r�esultat suivant :

TH

�

EOR

�

EME II.3. Soit K = F

2

et � 2 K((T

�1

)), alg�ebrique sur K(T ), de degr�e

4. Si � =2 H alors B(�; 2) > 0.

Preuve . Nous allons nous servir du fait que l'homomorphisme de Frobenius,

ainsi que l'homographie, 
onservent la qualit�e de l'approximation rationnelle. Plus

pr�e
isemment si �; � 2 K((T

�1

)), ave
 � = f(�

q

), o�u f est une homographie �a


oeÆ
ients rationnels, s un entier positif ou nul, q = p

s

et p =
ar(K), alors �(�) =

�(�). En e�et, soit f l'homographie d�e�nie par f(X) = (AX+B)=(CX+D), ave


A;B;C et D 2 K[T ℄, � = AD � BC 6= 0. Si � = f(�

q

) et U = AP

q

+ BQ

q

,

V = CP

q

+ DQ

q

, nous avons U=V = f((P=Q)

q

) et il est fa
ile de v�eri�er que

V � � U = (�=(C�

q

+ D))(Q� � P )

q

. D'autre part jV j = jQj

q

jC(P=Q)

q

+ Dj.

Observons que si jQ��P j est assez petit, alors jC�

q

+Dj = jC(P=Q)

q

+Dj. Alors

si � est un r�eel positif, et si jQ� � P j est assez petit, nous avons

jV j

�

jV �� U j = j�j jC�

q

+Dj

��1

(jQj

�

jQ� � P j)

q

:

Ce
i montre que B(�; �) est nul si et seulement si B(�; �) est nul, (par 
ons�equent

�(�) = �(�)).



25

Nous allons voir que l'on peut 
onstuire une suite �nie d'�el�ements de K((T

�1

)),

� = �

1

; �

2

; ::::; �

k

, telle que :

1) pour 1 � i � k � 1, il existe un entier positif ou nul s

i

, et une homographie �a


oeÆ
ients rationnels f

i

telle que �

i+1

= f

i

(�

2

s

i

i

).

2) �

i

satisfait une �equation di��erentielle de Ri

ati, pour 1 � i � k � 1, et �

k

ne

satisfait pas une �equation di��erentielle de Ri

ati.

Alors nous avons B(�

i

; 2) 6= 0, pour 1 � i � k, d'apr�es le th�eor�eme II.2 et

l'argument 
i-dessus, 
e qui prouve le r�esultat voulu.

Soit � 2 K((T

�1

)) solution de l'�equation irr�edu
tible

(1) x

4

+ ax

3

+ bx

2

+ 
x+ d = 0

o�u a; b; 
; d 2 K(T ). Si � ne satisfait pas une �equation di��erentielle de Ri

ati, alors

k = 1 et 
'est termin�e. Sinon, si � satisfait une �equation di��erentielle de Ri

ati,

il est fa
ile de voir, en d�erivant l'�equation (1), que l'on doit avoir soit a = 0, soit

a 6= 0 et (
=a)

0

= 0.

Si a = 0, alors 
 6= 0 sinon �

2

serait alg�ebrique de degr�e 2 sur K(T ), mais � et �

2

ont même degr�e 4, 
arK = F

2

. L'�equation (1) entrâ�ne � = d=
+(b=
)�

2

+(1=
)�

4

.

Si a 6= 0 et (
=a)

0

= 0, alors 
=a = A

2

o�u A 2 K(T ). Dans 
e 
as, l'�equation (1)

entrâ�ne (� + A)

�1

= 1=a + (b=a + A)(� + A)

�2

+ ((bA

2

+ A

4

+ d)=a)(�+ A)

�4

.

Nous posons � = (b=
)�, si a = 0, et � = (b=a+A)(�+A)

�1

, si a 6= 0 et (
=a)

0

= 0.

Alors nous voyons que � est solution d'une �equation irr�edu
tible

(2) x = e+ x

2

+ fx

4

o�u e; f 2 K(T ). Remarquons que f 6= 0, 
ar � a le même degr�e que � sur K(T ). De

plus f 6= 1, 
ar sinon � = e+�

2

+�

4

entrâ�ne, par �elevation au 
arr�e, � = e+e

2

+�

8

,


e qui est 
ontraire �a l'hypoth�ese � =2 H. Comme f 6= 0; 1, il existe un entier positif

ou nul l et f

l

2 K(T ), tels que f = f

2

l

l

, o�u f

l

n'est pas un 
arr�e dans K(T ), i.e.

f

0

l

6= 0. Si l > 0, posons f = f

2

1

, et �

1

= � + f

1

�

2

. Alors � �etant solution de (2),

nous obtenons � = e+ �

2

1

et �

1

= e

1

+ �

2

1

+ f

1

�

4

1

, o�u e

1

= e+ e

2

F

1

2 K(T ). Nous

pouvons r�ep�eter 
e raisonnement en posant f

1

= f

2

2

et �

2

= �

1

+ f

1

�

2

1

, et ainsi

de suite f

2

= f

2

3

..., jusqu'�a f

l�1

= f

2

l

. Nous avons une suite (�

k

)

0�k�l

d'�el�ements

de K((T

�1

)) et deux suites (e

k

)

0�k�l

et (f

k

)

0�k�l

d'�el�ements de K(T ), telles que

�

k

= e

k

+ �

2

k+1

et �

k

= e

k

+ �

2

k

+ F

k

�

4

k

. Nous posons 
 = �

l

, E = e

l

et F = f

l

,

alors nous avons � =

P

1�k�l

e

2

k

k

+ 


2

l

. D'autre part 
 est solution de l'�equation

(3) x = E + x

2

+ Fx

4

o�u E;F 2 K(T ) et F

0

6= 0. Nous voyons que 
 est solution de l' �equation

di��erentielle

(4) (Fx)

0

= (EF )

0

+ F

0

x

2

:

Alors deux 
as se pr�esentent : l' �equation di��erentielle (4) a ou n'a pas de solution

dans K(T ). Si (4) n'a pas de solution dans K(T ), alors il existe une 
onstante r�eelle

positive C telle que j
 � P=Qj � CjQj

�2

(voir raisonnement 
i-dessus et lemme

II.5 
i-dessous), don
 �(
) = 1 et �(�) aussi. Si (4) a une solution dans K(T ),

notons la 


0

. Nous remarquons que (4) est �equivalente �a

(5) ((x+ E + x

2

)=F )

0

= 0:
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Alors, 
omme 


0

2 K(T ), et est solution de (5), il existe 


1

2 K(T ) tel que

(6) 


0

+ 


2

0

+ E = F


2

1

:

D'autre part, 
omme 
 et 


0

sont solutions de (5), nous avons, par addition, (((
+




0

) + (
 + 


0

)

2

)=F )

0

= 0, ou en
ore ((1=(
 + 


0

) + 1)=F )

0

= 0. Par 
ons�equent, il

existe Æ 2 K((T

�1

)) tel que 1=(
+ 


0

) + 1 = FÆ

2

, ou en
ore 
 = 


0

+1=(1+FÆ

2

).

En portant dans (3), nous avons




0

+ 1=(1 + FÆ

2

) = E + 


2

0

+ 1=(1 + FÆ

2

)

2

+ F


4

0

+ F=(1 + FÆ

2

)

4

:

Il vient alors, par (6),

(F


2

1

+ F


4

0

)(1 + FÆ

2

)

4

+ (1 + FÆ

2

)

3

+ (1 + FÆ

2

)

2

+ F = 0

et en�n Æ est solution de l'�equation

(7) F

2

(


1

+ 


2

0

)x

4

+ Fx

3

+ x+ 1 + 


1

+ 


2

0

= 0:

Alors Æ ne satisfait pas une �equation di��erentielle de Ri

ati. En e�et, ave
 les

notations du d�ebut, nous avons une �equation alg�ebrique (7), de degr�e 4, ave
 a 6= 0

et 
=a = 1=F , don
 (
=a)

0

= F

0

=F

2

6= 0. Ainsi le th�eor�eme est d�emontr�e.

La d�emonstration de 
e th�eor�eme, dans un 
as parti
ulier (K = F

2

et n = 4),

montre que si � est un �el�ement alg�ebrique de K((T

�1

)), ave
 � =2 H mais satis-

faisant une �equation di��erentielle de Ri

ati, alors il ne la satisfait que \provisoirem-

ment". Autrement dit, on peut penser qu'un �el�ement de K((T

�1

)), alg�ebrique sur

K(T ), satisfaisant une �equation di��erentielle de Ri

ati, \de fa�
on d�e�nitive", doit

être un �el�ement de H. C'est 
e que nous verrons ave
 le th�eor�eme II.4. Auparavant,

nous donnons un r�esultat g�en�eral sur l'�equation di��erentielle de Ri

ati.

LEMME II.3. Soit K un 
orps de 
ara
t�eristique p. Si �; � 2 K((T

�1

)), et s'il

existe une homographie �a 
oeÆ
ients rationnels f , telle que � = f(�

p

), alors � est

solution d'une �equation di��erentielle de Ri

ati, �a 
oeÆ
ients rationnels, ayant une

solution dans K(T ).

Supposons le 
orps K parfait. Soit (R) une �equation di��erentielle de Ri

ati, �a


oeÆ
ients rationnels, ayant une solution u dans K(T ). Alors il existe une homo-

graphie �a 
oeÆ
ients rationnels, f , telle que pour toute solution, � 2 K((T

�1

)),

� 6= u, de (R), il existe � 2 K((T

�1

)) tel que � = f(�

p

).

Remarque. Ainsi si � 2 H, alors � satisfait une �equation di��erentielle de Ri

ati.

La r�e
iproque est inexa
te : en e�et si � =2 H et � = �

p

alors � =2 H ( en e�et

� 2 H entrâ�ne � 2 H, si K est parfait ) et � satisfait une �equation di��erentielle

de Ri

ati.

Preuve . Observons que si 
 2 K((T

�1

)) v�er�e une �equation di��erentielle de

Ri

ati, �a 
oeÆ
ients rationnels, alors il en est de même de A
, 
+B et 1=
, pour

A;B 2 K[T ℄. Don
 s'il existe une homographie �a 
oeÆ
ients rationnels f , telle que
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� = f(�

p

), 
omme �

p

est solution de l'�equation di��erentielle de Ri

ati y

0

= 0, il

en est de même pour �. D'autre part si 
 est un rationnel tel que f(


p

) existe,

alors 
e dernier est une solution rationnelle de 
ette �equation.

Montrons maintenant la deuxi�eme partie du lemme. Auparavant, faisons la

remarque suivante :

si � 2 K((T

�1

)), on peut �e
rire, en regroupant les termes de la s�erie suivant le

reste l modulo p de leurs degr�es,

� =

X

0�l�p�1

�

l

(T

p

)T

l

ave
 �

l

2 K((T

�1

)) pour 0 � l � p� 1:

Si l'on note �

(i)

la i

ieme

fon
tion d�eriv�ee de �, il est 
lair que l'on a

�

(i)

=

X

i�l�p�1

�

l

(T

p

)(l!=(l� i)!)T

l�i

pour 0 � i � p� 1:

Supposons que � 2 K((T

�1

)) et �

0

= r 2 K(T ) alors �

(i)

2 K(T ) pour 1 �

i � p � 1. En inversant le syst�eme 
i-dessus, on obtient �

i

(T

p

) 2 K(T ) pour

1 � i � p�1. Par 
ons�equent � = �

0

(T

p

)+R o�u R 2 K(T ). Ainsi �

0

= R

0

, et tout

�el�ement rationnel, ayant une primitive dans K((T

�1

)), a une primitive rationnelle.

Si le 
orps K est parfait K((T

�p

)) = (K((T

�1

)))

p

. En parti
ulier �

(p�1)

=

�

p�1

(T

p

)(p � 1)! 2 (K((T

�1

)))

p

et, d'autre part, �

0

= r 2 K(T ) entrâ�ne que

� = �

p

+R ave
 � 2 K((T

�1

)), R 2 K(T ) et R

0

= r.

Soit l'�equation di��erentielle de Ri

ati

(R) x

0

= ax

2

+ bx+ 
 ave
 a; b; 
 2 K(T ):

Comme � et u sont solutions de (R), nous avons

�

0

= a�

2

+ b�+ 
 et u

0

= au

2

+ bu+ 
:

Ces deux �egalit�es entrainent par soustra
tion,

(�� u)

0

= a(�� u)

2

+ (b+ 2au)(�� u):

Posons 
 = 1=(�� u), alors la derni�ere �egalit�e entrâ�ne




0

= �a� (b+ 2au)
 = a

1

+ b

1


 ave
 a

1

; b

1

2 K(T ):

D�erivons 
ette �egalit�e, il vient




00

= a

0

1

+ b

0

1


+ b

1




0

= a

0

1

+ b

0

1


+ b

1

(a

1

+ b

1


) = a

0

1

+ b

1

a

1

+ (b

0

1

+b

2

1

)
 = a

2

+ b

2




ave
 a

2

et b

2

2 K(T ). En r�eit�erant la d�erivation, nous obtenons

(1) 


(k)

= a

k

+ b

k


 pour 1 � k � p� 1, et ave
 a

k

; b

k

2 K(T )

Maintenant, en remarquant que si b

k

= 0 alors b

k+i

= 0 pour 0 � i � p � 1 � k,

trois 
as se pr�esentent.
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Cas 1: b

1

= 0

L'�egalit�e (1) entrâ�ne 


0

= a

1

et par la remarque 
i-dessus, il existe � 2 K((T

�1

))

et r

1

2 K(T ), tels que 
 = �

p

+ r

1

.

Cas 2: b

k�1

6= 0 et b

k

= 0 pour k donn�e ave
 2 � k � p� 1

Par (1) nous avons




(k�1)

= a

k�1

+ b

k�1


 et 


(k)

= a

k

don
 (


(k�1)

)

0

= a

k

. Par la remarque 
i dessus, il existe � 2 K((T

�1

)) et r

2

2

K(T ), tels que 


(k�1)

= �

p

+ r

2

. Alors il vient 
 = (�

p

+ r

2

� a

k�1

)=b

k�1

.

Cas 3: b

p�1

6= 0

L'�egalit�e (1) entrâ�ne 
 = (


(p�1)

� a

p�1

)=b

p�1

et don
, par la remarque 
i-dessus,

il existe � 2 K((T

�1

)) , tels que 
 = (�

p

� a

p�1

)=b

p�1

.

Alors d'apr�es � = u+ 1=
, dans 
ha
un de 
es 
as on a une homographie �a


oeÆ
ients rationnels, f telle que � = f(�

p

). Le lemme II.3 est ainsi �etabli.

Nous sommes maintenant en mesure de d�emontrer le th�eor�eme I.1, �a partir

du th�eor�eme II.2, toutefois ave
 une hypoth�ese plus forte : le 
orps K doit être �ni.

Ce r�esultat, qui utilise une remarque de J. Volo
h ([19℄), est dû �a B. de Mathan.

TH

�

EOR

�

EME II.4. Soit K un 
orps �ni et � 2 K((T

�1

)), alg�ebrique, de degr�e

n, sur K(T ). Si � =2 H, alors il existe une 
onstante r�eelle positive C, d�ependant

de �, telle que

jQ�� P j � CjQj

�[n=2℄

pour tout 
ouple (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄, ave
 Q 6= 0.

Remarque. On notera que 
e r�esultat est un peu plus pr�e
is que 
elui obtenu dans

le th�or�eme I.1, mais ave
 l'hypoth�ese restri
tive d'un 
orps de base �ni.

D'autre part, i
i nous avons n � 4 et la 
on
lusion de 
e th�eor�eme est �equivalente

�a B(�; [n=2℄) > 0.

Preuve . Nous supposons que B(�; [n=2℄) = 0 et nous allons montrer que � 2 H.

D'apr�es le th�eor�eme II.2, nous savons que B(�; [n=2℄) = 0 implique que � est

solution d'une �equation di��erentielle de Ri

ati. De plus 
ette �equation di��erentielle

de Ri

ati admet une solution rationnelle, sinon nous avons d�ej�a remarqu�e que

l'on aurait �(�) = 1. Don
, d'apr�es le lemme II.3, il existe une homographie �a


oeÆ
ients rationnels f

1

, et un �el�ement �

1

2 K((T

�1

)), tels que � = f

1

(�

p

1

). Alors

B(�

1

; [n=2℄) = 0 (voir le raisonnement au d�ebut du th�eor�eme II.3). Comme toute

extension alg�ebrique de K(T ) est s�eparable, nous avons K(�

1

; T ) = K(�

p

1

; T ). Il

s'en suit que � et �

1

ont le même degr�e, n, sur K(T ). Ainsi le même raisonnement

s'applique �a �

1

, et il existe une homographie �a 
oeÆ
ients rationnels f

2

, et un

�el�ement �

2

2 K((T

�1

)), tels que �

1

= f

2

(�

p

2

). Nous avons � = f

1

((f

2

(�

p

2

))

p

), ou

en
ore � = g

2

(�

p

2

2

), o�u g

2

est une homographie �a 
oeÆ
ients rationnels. De pro
he

en pro
he, il existe don
, pour tout i � 1, une homographie �a 
oeÆ
ients rationnels

g

i

, et un �el�ement �

i

2 K((T

�1

)), tels que � = g

i

(�

p

i

i

). Soient L le 
orps de

d�e
omposition du polynôme minimal de � sur K(T ), et soit G le groupe de Galois

desK(T )�automorphismes de L. Si � 2 G, nous avons �(�) = g

i

((�(�

i

))

p

i

). Soient
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�

1

; �

2

et �

3

dans G, alors 
onsid�erons le birapport des 4 �el�ements �; �

1

(�); �

2

(�)

et �

3

(�). Nous avons, pour i � 1,

[�; �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄ = [g

i

(�

p

i

i

); g

i

((�

1

(�

i

))

p

i

); g

i

((�

2

(�

i

))

p

i

); g

i

((�

3

(�

i

))

p

i

)℄

et en raison de l'invarian
e du birapport par une homographie, et de l'a
tion de

l'homomorphisme de Frobenius sur 
e birapport, il vient

[�; �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄ = [�

i

; �

1

(�

i

); �

2

(�

i

); �

3

(�

i

)℄

p

i

:

Don


[�; �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄ 2

\

i�0

L

p

i

:

Cette interse
tion, ensemble des fon
tions 
onstantes de L, est une extension alg�e-

brique K

0

, de degr�e s de K. En e�et si � 2 L

p

s

, alors le polynôme irr�edu
tible de �,

sur K(T ), est �a 
oeÆ
ients dans K(T

p

s

), don
 si � 2

T

s�0

L

p

s

, alors le polynôme

irr�edu
tible de �, sur K(T ), est �a 
oeÆ
ients dans K, i.e. � est alg�ebrique sur K.

Nous avons K(T ) � K

0

(T ) � L, don
 s = [K

0

(T ) : K(T )℄ divise n = [L : K(T )℄.

Soit q le 
ardinal de K

0

, nous avons q = (
ard(K))

s

. Alors, si � 2 G, nous avons

[�(�); �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄ = [�(�); �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄

q

Comme n � 4, il existe �

1

; �

2

et �

3

dans G, tels que �

1

(�), �

2

(�) et �

3

(�) soient

distin
ts deux �a deux. Consid�erons l'unique homographie f , �a 
oeÆ
ients dans L,

telle que �

1

(�) = f((�

1

(�))

q

), �

2

(�) = f((�

2

(�))

q

) et �

3

(�) = f((�

3

(�))

q

). Nous

pouvons �e
rire

[�(�); �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄ = [f(�(�)); f(�

1

(�)); f(�

2

(�)); f(�

3

(�))℄

q

don


[�(�); �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄

q

= [f(�(�)

q

); �

1

(�); �

2

(�); �

3

(�)℄:

Il en r�esulte que �(�) = f((�(�))

q

), pour tout � 2 G.

Soient A;B;C;D 2 L tels que f(X) = (AX +B)=(CX +D). On peut sup-

poser que l'un de 
es 
oeÆ
ients soit �egal �a 1. Pour � 2 G, notons f

�

l'homographie

d�e�nie par f(X) = (�(A)X+�(B))=(�(C)X+�(D)). Comme ��(�) = f

�

((��(�))

q

),

pour tous �; � 2 G, nous avons f = f

�

, pour tout � 2 G. Par 
ons�equent

nous obtenons �(A) = A; �(B) = B; �(C) = C et �(D) = D, pour tout � ,

K(T )�automorphisme de L, puisque l'un de 
es 
oeÆ
ients est �egal �a 1. Ainsi,


omme L est une extension galoisienne de K(T ), les 
oeÆ
ients de f sont des

�el�ements de K(T ), don
 � 2 H. Le th�eor�eme est d�emontr�e.

Pour terminer 
e paragraphe nous voulons donner un r�esultat 
lassique de

th�eorie �el�ementaire des nombres. Il est amusant de 
onstater que 
e r�esultat peut

être obtenu 
omme un 
orollaire de la d�emonstration du th�eor�eme pr�e
�edent.
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COROLLAIRE II.4.1. Soient �

1

et �

2

deux nombres entiers sup�erieurs ou �egaux

�a 1. Soit la suite (u

n

)

n�0

de nombres entiers d�e�nie par la relation de r�e
urren
e

suivante :

u

0

= 1; u

1

= �

1

et u

n+2

= �

1

u

n+1

+ �

2

u

n

pour n � 0:

Alors pour tout nombre premier p, ave
 p > sup(�

1

; �

2

), il existe n � 0 tel que p

divise u

n

.

Preuve . Soit p > sup(�

1

; �

2

), un nombre premier. Il est fa
ile de voir qu'il existe

� 2 F

p

((T

�1

)) unique ave
 j�j < 1, d�e�ni par l'�egalit�e

(1) � = 1=T + �

1

�

p

+ �

2

�

p

2

Le polynôme �

2

X

p

2

+ �

1

X

p

� X + 1=T est irr�edu
tible sur F

p

(T ) : en e�et le

polynôme r�e
iproque de �

2

TX

p

2

+ �

1

TX

p

� TX + 1 est T -d'Eisenstein. D'autre

part, il est fa
ile de voir que l'�egalit�e (1) entrâ�ne, pour tout n � 1,

(2) � = a

n

+ u

n

�

p

n

+ �

2

u

n�1

�

p

n+1

o�u a

n

2 F

p

(T ) et (u

n

)

n�0

est la suite d�e�nie dans l'enon
�e. L'�egalit�e (2) montre

que l'on a � = f

n

(�

p

n

n

), pour n � 1, ave
 �

n

2 F

p

((T

�1

)) et f

n

homographie �a


oeÆ
ients dans F

p

(T ). Don
 nous 
on
luons 
omme 
i-dessus : � 2 H. Alors


omme � 2 H, �a 
ause de l'uni
it�e mentionn�ee dans le lemme I.3, nous devons

avoir, dans F

p

, u

n

= 0, pour un 
ertain n. Le 
orollaire est don
 �etabli.

x3. Sur les �equations di��erentielles de Ri

ati sans solution rationnelle.

Pour un �el�ement � de K((T

�1

)) satisfaisant une �equation di��erentielle de

Ri

ati sans solution rationelle, nous avons signal�e, au d�ebut du paragraphe pr�e
�e-

dent, que l'on a �(�) = 1 et B(�; �(�)) > 0. Alors une question se pose : existe-t-il

des �equations di��erentielles de Ri

ati ave
 une solution dans K((T

�1

)) et sans

solution dans K(T ) ?

Nous avons pens�e que la r�eponse �etait n�egative. Au d�epart, nous avons

�etudi�e 
e probl�eme dans le 
as o�u 
ar(K) = 2. En 
her
hant �a prouver l'existen
e

d'une solution rationnelle, dans 
e 
as, nous avons trouv�e des 
ontre-exemples. Il

faut indiquer que 
es �el�ements parti
uliers ont �et�e ren
ontr�es, dans une toute autre

appro
he, par L. Baum et M. Sweet [2℄ (voir Corollaire II.5.1). Pour le 
as o�u la


ara
t�eristique du 
orps de base est sup�erieure �a 2, nous n'avons obtenu que des

r�esultats partiels. Rappelons, en�n, que le lemme II.3 permet d'obtenir toutes les

solutions �a partir d'une solution rationnelle.

Nous traitons d'abord le 
as de l'�equation di��erentielle lin�eaire.
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LEMME II.4. Soit K un 
orps de 
ara
t�eristique p. Consid�erons l'�equation

di��erentielle

(R) x

0

= ax+ b o�u a et b 2 K(T ):

Si (R) a une solution dans K((T

�1

)), alors (R) a une solution dans K(T ).

Preuve . Soit � 2 K((T

�1

)) une solution de (R). Nous avons (1) �

0

= a�+ b.

En d�erivant su

essivement 
ette �egalit�e, et par substitution, il vient de pro
he en

pro
he,

(2) �

(k)

= a

k

�+ b

k

pourk � 1:

Nous avons les formules de passage suivantes

(3) a

k+1

= a

0

k

+ aa

k

et b

k+1

= b

0

k

+ ba

k

ave
 a

1

= a et b

1

= b

En parti
ulier on a :

�

(p)

= 0 = a

p

�+ b

p

Si a

p

6= 0 alors (R) n'a qu'une solution �b

p

=a

p

. Si (R) a plus d'une solution alors

a

p

= 0 et b

p

= 0. D�e�nissons alors le plus petit entier, not�e k

0

, 
ompris entre 1 et

p, tel que a

k

0

= 0.

Si a

1

= a = 0 alors �

0

= b, et d'apr�es la remarque faite dans le lemme II.3, nous

savons qu'il existe B 2 K(T ) tel que B

0

= b. B est don
 une solution rationnelle

de (R).

Si k

0

> 1 alors a

k

0

�1

6= 0 et il vient

� = (�

k

0

�1

� b

k

0

�1

)=a

k

0

et (�

(k

0

�1)

)

0

= b

k

0

:

Il existe don
 u 2 K(T ) tel que u

0

= b

k

0

. Posons �

0

= (u � b

k

0

�1

)=a

k

0

�1

. Nous

avons (a

k

0

�1

�

0

+ b

k

0

�1

)

0

= u

0

= b

k

0

, don
 a

k

0

�1

�

0

0

+ a

0

k

0

�1

�

0

+ b

0

k

0

�1

= b

k

0

.

Par (3), a

0

k

0

�1

+ aa

k

0

�1

= a

k

0

= 0 et aussi b

0

k

0

�1

= b

k

0

� ba

k

0

�1

, il vient don


a

k

0

�1

(�

0

0

� a�

0

� b) = 0. Comme a

k

0

�1

6= 0, �

0

2 K(T ) est une solution de (R).

Le lemme est �etabli.

Dans le lemme suivant, nous �etudions l'�equation di��erentielle de Ri

ati non

lin�eaire, dans le 
as o�u la 
ara
t�eristique de K est 2.

LEMME II.5. SoitK un 
orps parfait, de 
ara
t�eristique 2. Consid�erons l'�equation

di��erentielle

(R) x

0

= ax

2

+ bx+ 
 o�u a; b et 
 2 K(T ) ave
 a 6= 0:

Si (R) a plus de deux solutions dans K((T

�1

)) (ou une solution non quadratique),

alors il existe � 2 K(T ) et d 2 K(T ) tels que :

� 2 K((T

�1

)) est solution de (R) si et seulement si �� est solution de l'�equation

di��erentielle

(R

1

) x

0

= x

2

+ d

2

:

Supposons de plus K = F

2

. Nous avons :

i) (R

1

) a une solution dans K((T

�1

)) si et seulement si le d�eveloppement en s�erie
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de d ne 
omporte pas de terme en 1=T .

ii) Si D 2 K[T ℄, D 6= 0 et d = 1=(T (1 + TD)), alors (R

1

) a une solution dans

K((T

�1

)) et pas de solution dans K(T ).

Preuve . Soit � 2 K((T

�1

)) solution de (R). Nous d�erivons 
ette �equation, il

vient

�

00

= a

0

�

2

+ b

0

�+ b�

0

+ 


0

0 = a

0

�

2

+ b

0

�+ b(a�

2

+ b�+ 
) + 


0

0 = (a

0

+ ba)�

2

+ (b

0

+ b

2

)�+ b
+ 


0


ar �

00

= 0 pour tout � 2 K((T

�1

)). Alors si (R) a plus de deux solutions, la

derni�ere �egalit�e entrâ�ne

(1) a

0

+ ba = 0 b

0

+ b

2

= 0 b
+ 


0

= 0:

Si b = 0, 
es 
onditions entrâ�nent a

0

= 0 et 


0

= 0. Don
 il existe u et v dans

K(T ) tels que a = u

2

et 
 = v

2

. Ainsi � est solution de (R) si et seulement si

(u

2

�)

0

= (u

2

�)

2

+ u

2

v

2

.

Si b 6= 0, nous multiplions (R) par b, et obtenons b�

0

= ba�

2

+ b

2

� + b
, soit


ompte tenu de (1), b�

0

= a

0

�

2

+ b

0

�+ 


0

, ou en
ore (b�)

0

= a

0

�

2

+ 


0

. Remarqons

que a

0

6= 0, par (1), ave
 ab 6= 0. De plus a

0

; b

0

sont des 
arr�es, et don
 des


onstantes, dans K(T ). Nous obtenons , en multipliant la derni�ere �egalit�e par

a

0

=b

2

, ((a

0

=b)�)

0

= ((a

0

=b)�)

2

+ 


0

a

0

=b

2

.

Ainsi la premi�ere partie du lemme est d�emontr�ee.

Maintenant nous allons �etudier l'�equation di�erentielle (R

1

), en supposant

K = F

2

.

Remarquons d'abord que si d 
ontient 1=T dans son d�evelopement en s�erie, alors

(R

1

) n'a pas de solution dans K((T

�1

)). En e�et, si � 2 K((T

�1

)), alors �

0

+ �

2

ne 
ontient pas 1=T

2

dans son d�eveloppement en s�erie, 
ar le 
oeÆ
ient de 1=T

2

est � + �

2

= 0 si � est 
elui de 1=T dans le d�eveloppement en s�erie de �. Par


ons�equent �

0

+ �

2

6= d

2

.

Soit d 2 K(T ), sans terme en 1=T dans son d�eveloppement en s�erie. Si d = d

1

+ d

2

et si x

i

est solution de x

0

= x

2

+ d

2

i

pour i = 1; 2, alors x

1

+ x

2

est solution de

(R

1

). Montrons maintenant que si d = T

n

ave
 n � 0, alors (R

1

) a une solution

dans K(T ). Si n = 2k, alors T

2k

est une solution. Si n = 2k + 1, on peut

raisonner par r�e
urren
e sur n. En e�et il est fa
ile de voir que si x

k

est une

solution de (R

1

), pour n = k, alors T

2k+1

+ x

k

est une solution pour n = 2k + 1.

Posons d = E(d) + Æ, o�u E(d) est la partie enti�ere de d. Alors d'apr�es 
e qui

pr�e
�ede, l'�equation di��erentielle, x

0

= x

2

+ (E(d))

2

, a une solution u 2 K(T ).

Remarquons que jTÆj < 1, par hypoth�ese. Alors nous pouvons d�e�nir l'�el�ement

v 2 K((T

�1

)), par v = (1=T )

P

n�0

(TÆ)

2

n+1

. Observons que (Tv) = (TÆ)

2

+(Tv)

2

,

don
 v = TÆ

2

+ Tv

2

et par d�erivation v

0

= Æ

2

+ v

2

. Nous avons don
 u+ v solution

de (R

1

). ( On peut remarquer que u+ v est alg�ebrique, de degr�e inf�erieur ou �egal

�a 2, sur K(T ).)

Il nous reste �a montrer la derni�ere propri�et�e. D'abord si d = 1=(T (1 + TD)), nous

avons jTdj < 1, don
 (R

1

) a une solution dans K((T

�1

)). Nous pouvons plonger

le 
orps K(T ) dans le 
orps K((T )). (Le 
orps K((T )) est le 
ompl�et�e de K(T )
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pour la valeur absolue j j

0

, mentionn�ee dans le lemme II.1). Nous allons voir que


ette �equation n'a pas de solution dans 
e 
orps et don
 a fortiori dans K(T ). En

e�et, nous avons d = 1=(T (1 + TD)) = (1=T )

P

n�0

(TD)

n

. Il apparâ�t ainsi que

jdT j

0

= 1, 
'est-�a-dire que d 
ontient le terme 1=T dans son d�eveloppement en

s�erie dans K((T )). Pour les mêmes raisons que 
i-dessus, dans le 
as de K((T

�1

)),

l'�equation di��erentielle, (R

1

), ne peut avoir de solution dans K((T )). Ce
i termine

la d�emonstration du lemme.

Remarque. Dans la deuxi�eme partie du lemme, nous avons 
onsid�er�e K = F

2

, pour

simpli�er. En fait on aurait pu obtenir un r�esultat similaire pour un 
orps �ni de


ara
t�eristique 2. Consid�erons, par exemple, K = F

4

= f0; 1; u; u

2

g ave
 u

2

= u+1.

Alors l'�equation t

2

+t = u

2

n'a pas de solution en t dans K, don
 le raisonnement 
i-

dessus montre que l'�equation di��erentielle (R

1

), n'a pas de solution dans K((T

�1

)),

si d = u=T : en e�et il suÆt de 
onsid�erer le 
oeÆ
ient de 1=T dans x. Cependant,

si d = u=(T (T + 1)), par exemple, 
ette �equation di��erentielle a une solution dans

K((T

�1

)), mais pas de solution dans K(T ).

Les 
ons�equen
es de 
e lemme sur l'approximation rationnelle de 
ertains

�el�ements de F

2

((T

�1

)) sont int�eressantes. Nous donnons, par exemple, le r�esultat


i-dessous, d�ej�a obtenu par L. Baum et M. Sweet dans [2℄.

COROLLAIRE II.5.1. Soit � et � deux �el�ements de F

2

((T

�1

)), v�eri�ant

(1) �

2

+ T�+ 1 = (T + 1)�

2

;

alors pour tout 
ouple (P;Q) 2 F

2

[T ℄� F

2

[T ℄ ave
 Q 6= 0 nous avons

(2) j�� P=Qj � jT j

�1

jQj

�2

:

Remarque. Pour tout � 2 F

2

((T

�1

)), ave
 j�j < 1, nous avons l'existen
e et

l'uni
it�e de � 2 F

2

((T

�1

)), li�es par (1). En e�et (1) s'�e
rit � = 1=T + (1 +

1=T )�

2

+ �

2

=T = g(�). L'appli
ation g est une 
ontra
tion de la boule unit�e dans

la boule unit�e, et admet don
 un point �xe unique.

D'autre part, observons que la 
on
lusion du 
orollaire est �equivalente �a dire que

tous les quotients partiels (sauf le premier) du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue

de �, sont des polynômes du premier degr�e.

Preuve . En d�erivant l'�egalit�e (1), nous obtenons (T�)

0

= �

2

. En reportant 
ette

�egalit�e dans (1), et en posant 
 = �=(T (T + 1)), il vient

(3) 


0

= 1=(T (T + 1))

2

+ 


2

:

D'apr�es le lemme pr�e
�edent, 
ette �equation di��erentielle n'a pas de solution ra-

tionnelle. Posons H(x) = x

0

+x

2

+1=(T (T +1))

2

. Alors, pour tout rationnel P=Q,

nous avons (4) jH(P=Q)j � jQj

�2

jT j

�4

. D'autre part

(5) jH(P=Q)j = jH(
)�H(P=Q)j = max(j(
 � P=Q)

0

j; j
 � P=Qj

2

):
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Nous avons j(
�P=Q)

0

j � jT j

�1

j
�P=Qj. Si j
�P=Qj

2

> jT j

�1

j
�P=Qj, alors

j
 � P=Qj > jT j

�1

. Sinon j
 � P=Qj

2

� jT j

�1

j
 � P=Qj et (5) entrâ�ne

(6) jH(P=Q)j � jT j

�1

j
 � P=Qj:

En 
omparant ave
 (4), nous obtenons j
�P=Qj � jQj

�2

jT j

�3

. Cette in�egalit�e est

don
 vraie pour tous les 
ouples (P;Q) 2 K[T ℄ � K[T ℄ ave
 Q 6= 0. Nous avons

don
 j�� PT (T + 1)=Qj � jQj

�2

jT j

�1

pour tous les 
ouples (P;Q) 2 K[T ℄�K[T ℄

ave
 Q 6= 0. Le 
orollaire est �etabli.

Une question se pose alors : le 
as de la 
ara
t�eristique 2 est-il sp�e
i�que,

pour l'existen
e d'�equations di��erentielles de Ri

ati sans solutions rationnelles ?

On peut le penser, vu le rôle jou�e par l'interf�eren
e entre l'�el�evation au 
arr�e et

l'homomorphisme de Frobenius. Cependant nous n'avons pas pu y r�epondre en

g�en�eral. Pour essayer d'y r�epondre, nous avons utilis�e une m�ethode qui, bien

qu'�el�ementaire, nous a permis d'aboutir dans le 
as de la 
ara
t�eristique 3.

LEMME II.6. Soit K un 
orps de 
ara
t�eristique p � 3. Consid�erons l'�equation

di��erentielle

(R) x

0

= ax

2

+ bx+ 
 o�u a; b et 
 2 K(T ) ave
 a 6= 0:

Il existe � 6= 0; � 2 K(T ) et d 2 K(T ) tels que :

� 2 K((T

�1

)) est solution de (R) si et seulement si ��+� est solution de l'�equation

di��erentielle

(R

1

) x

0

= x

2

+ d:

Si 
ar(K) = 3 et si (R

1

) a plus de deux solutions dans K((T

�1

)) (ou une solution

non quadratique) alors (R

1

) a une solution dans K(T ).

Preuve . Posons X = ax + b=2 + a

0

=2a , alors il est fa
ile de v�eri�er que, x est

solution de l'�equation (R) si et seulement si X est solution de l'�equation (R

1

) o�u d

est l'�element de K(T ), d�e�ni par d = a
� b

2

=4 + b

0

=2 + (a

0

=2a)

0

� (a

0

=2a)

2

.

Maintenant supposons que la 
ara
t�eristique de K est 3. Soit � 2 K((T

�1

)) une

solution de (R

1

). Nous avons (1) �

0

= �

2

+ d. En d�erivant 
ette �egalit�e, nous

obtenons (2) �

00

= 2�

3

+ 2d�+ d

0

. Puis en d�erivant de nouveau (3) 0 = �

(3)

=

2d�

2

+2d

0

�+2d62+ d

00

. Ainsi l' hypoth�ese du lemme implique que les 
oeÆ
ients

de 
ette �equation sont nuls, don
 d = 0. Alors (R

1

) admet la solution rationnelle

0. Le lemme est d�emontr�e.

Remarque. En utilisant la même m�ethode pour les 
ara
t�eristiques sup�erieures,

on obtient 
omme 
i-dessus, par exemple pour p = 5 ou p = 7, en d�erivant, p

fois, l'�equation di��erentielle satisfaite par �, une �equation alg�ebrique de degr�e 2

satisfaite par �, d'o�u l'on tire une 
ondition satisfaite par d. Cette 
ondition (d = 0

pour p = 3) est une �equation di��erentielle �a 
oeÆ
ients dans F

p

, d'ordre p � 3

(2d

00

+ d

2

= 0 pour p = 5). Cette �equation di��erentielle admet d = 0 pour solution,

mais a aussi d'autres solutions rationnelles, 
e qui ne permet pas de 
on
lure aussi

fa
ilement que pour p = 3.
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x4. Sur des �el�ements de type Homographie-Frobenius alg�ebriques de

degr�e 4.

Dans 
e dernier paragraphe, nous �etudions la possibilit�e, pour un �el�ement de

K((T

�1

)), alg�ebrique sur K(T ), de re
onnâ�tre son appartenan
e �a H, �a partir de

son polynôme minimal. Nous nous sommes restreint au 
as d'un �el�ement alg�ebrique

de degr�e 4. Dans 
e 
as nous obtenons une 
ondition suÆsante simple pour que 
et

�el�ement appartienne �a H.

Nous allons nous servir du fait qu'une 
ondition n�e
essaire �evidente (lemme II.3)

pour appartenir �a H, est que 
et �el�ement satisfasse une �equation di��erentielle de

Ri

ati.

Soit � 2 K((T

�1

)), solution de l'�equation alg�ebrique de degr�e 4 :

(1) x

4

+ ax

3

+ bx

2

+ 
x+ d = 0

o�u a; b; 
 et d sont dans K(T ) Alors � est solution d'une �equation di��erentielle de

la forme

(2) x

0

= a

0

+ a

1

x+ a

2

x

2

+ a

3

x

3

o�u a

i

est dans K(T ) pour i = 0; 1; 2; 3.

Si 
ar(K) = 2, alors nous avons vu, dans la d�emonstration du th�eor�eme II.3,

que l'�equation di��erentielle (2) est de Ri

ati si et seulement si (a
)

0

= 0.

Si 
ar(K) > 2, alors si � est solution de l'�equation (1), en �e
rivant � =

�+ a=4, nous voyons que � est solution de l'�equation suivante :

(1

0

) x

4

+Ax

2

+Bx+D = 0:

Dans 
e 
as, en �e
rivant l'�equation di��erentielle issue de l'�equation alg�ebrique (1

0

),

on peut voir que 
elle-
i est de Ri

ati, (i.e. a

3

= 0 dans (2)), si et seulement si

(3) A

0

((3=2)AB

2

� 4A

2

C +16C

2

)�BB

0

(A

2

+12C)+C

0

(2A

3

+9B

2

� 8AC) = 0:

Si 
ar(K) = 3, la 
ondition 
i dessus se r�eduit �a :

B

0

BA

2

= (2A

2

+ C)(AC)

0

:

Supposons que 
ar(K) > 3. La 
ondition (3) peut aussi s'�e
rire :

(4) 3B

2

(A

2

+ 12C)

0

� 2(B

2

)

0

(A

2

+ 12C) + 8(A

2

� 4C)(C

0

A� 2A

0

C) = 0:

On voit don
 que si nous avons (5) A

2

+ 12C = 0, alors 12C

0

= �2AA

0

don


12C

0

A = �2A

2

A

0

= 24CA

0

, i.e. C

0

A� 2A

0

C = 0, et la 
ondition (4) est manifeste-

ment satisfaite.

Nous avons don
 �etudi�e les solutions de (1

0

) dansK((T

�1

)), ave
 la 
ondition

(5), et 
ar(K) > 3.
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THEOREME II.5. Soit p un nombre premier superieur �a 3. Soient A;B et C

des �el�ements de F

p

(T ) tels que A

2

+ 12C = 0. Alors si � 2 F

p

((T

�1

)) est solution

de l'�equation alg�ebrique, irr�edu
tible

(1) x

4

+Ax

2

+ Bx+ C = 0;

nous avons � 2 H

1

si p � 1 mod 3 et p � 109 et nous avons � 2 H

2

n H

1

si

p � 2 mod 3, pour p = 5; 11 et 17

Remarque. La formulation du r�esultat peut surprendre. En e�et les limitations sur

la taille du nombre premier p sont impos�ees, 
omme nous le verrons, par la longueur

des 
al
uls e�e
tu�es par ordinateur (
ette longueur est li�ee �a p ou p

2

suivant le reste

de p modulo 3). On peut 
onje
turer le même r�esultat, sans limitation de la taille

de p.

D'autre part la 
ondition A

2

+ 12C = 0 est suÆsante pour que la solution de (1)

satisfasse une �equation di��erentielle de Ri

ati, mais pas n�e
essaire. En e�et, soit

� 2 K((T

�1

)) alg�ebrique sur K(T ), de degr�e 4, ave
 � =2 H, 
onsid�erons � = f(�

p

)

o�u f est une homographie �a 
oeÆ
ients rationnels. Alors � est alg�ebrique sur K(T ),

de degr�e 4, satisfait une �equation di��erentielle de Ri

ati, mais � =2 H, don
 les


oeÆ
ients de l'�equation alg�ebrique satisfaite par � ne remplissent pas la 
ondition


i-dessus (pour p = 5, par exemple).

Preuve . Nous avons, pour tout entier k � 0, �

k

2 F

p

(T; �). Ainsi nous pouvons

�e
rire, pour tout entier k � 0 :

(2) �

k

= A

k

+ B

k

�+ C

k

�

2

+D

k

�

3

o�u A

k

; B

k

; C

k

et D

k

2 F

p

(T ). Nous remarquons que l'existen
e d'une homographie,

f , �a 
oeÆ
ients dans F

p

[T ℄ telle que � = f(�

k

) est �equivalente �a l'existen
e d'une

relation de d�ependan
e lin�eaire, sur F

p

(T ), entre les quatre �el�ements 1; �; �

k

et

�

k+1

. Ces quatre �el�ements sont li�es sur F

p

(T ) si C

k

�

2

+D

k

�

3

et C

k+1

�

2

+D

k+1

�

3

sont li�es sur F

p

(T ). Don
 il existe une homographie, f , �a 
oeÆ
ients dans F

p

[T ℄

telle que � = f(�

k

) si

C

k+1

D

k

� C

k

D

k+1

= 0:

Nous posons, pour tout entier k � 0 : �

k

= C

k+1

D

k

� C

k

D

k+1

. Nous voulons

montrer que �

p

= 0, si p � 1 mod 3, et �

p

6= 0, �

p

2

= 0, si p � 2 mod 3.

A partir de (1) et (2), nous pouvons �e
rire

�

k+1

= A

k

�+B

k

�

2

+ C

k

�

3

+D

k

(�C � B��A�

2

)

d'o�u l'on d�eduit, pour tout entier k � 0 :

D

k+1

= C

k

C

k+1

= B

k

� AD

k

B

k+1

= A

k

� BD

k

A

k+1

= �CD

k
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Il vient alors D

k+2

= C

k+1

, on a don


(3) �

k

= D

k+2

D

k

�D

2

k+1

:

D'autre part, nous avons D

k

+CD

k�4

+BD

k�3

+AD

k�2

= B

k�2

�A

k�2

+CD

k�4

+

BD

k�3

+ AD

k�2

= A

k�3

+ CD

k�4

= 0. Don
 la suite (D

k

)

k�0

est d�e�nie par la

relation de r�e
urren
e :

(4) D

k

= �AD

k�2

� BD

k�3

� CD

k�4

pour tout entier k � 4, ave
 les 
onditions initiales D

0

= D

1

= D

2

= 0 et D

3

= 1.

Maintenant nous introduisons l'hypoth�eseA

2

+12C = 0, i.e. C = (�1=12)A

2

.

La relation de r�e
urren
e (4) et l'�egalit�e pr�e
�edente, montrent que D

n

2 F

p

[A;B℄

pour tout n � 0. On montre, par r�e
urren
e, �a partir de (4), qu'il existe des

�el�ements d

i;j

2 F

p

tels que

(5) D

2k+1

=

[(k�1)=3℄

X

l=0

d

2k+1;l

A

k�1�3l

B

2l

et

(6) D

2k

=

[(k�3)=3℄

X

l=0

d

2k;l

A

k�3�3l

B

2l+1

pour tout entier k � 0 (les sommes vides sont �egales �a 0).

Si l'on distingue deux 
as, n pair ou n impair, on voit, �a partir de (4), (5) et (6),

que les 
oeÆ
ients d

i;j

, des polynômes D

n

, v�eri�ent la relation de r�e
urren
e:

(7) d

n;l

= �d

n�2;l

� d

n�3;l��

n

+ (1=12)d

n�4;l

ave
 �

n

= 0 si n est pair, et �

n

= 1 si n est impair.

La relation (7) est valable, pour n � 0 et l � 0, ave
 d

n;�1

= 0 et d

n;l

= 0 si

l � [n=6℄ et n pair, ou bien si l � [(n + 3)=6℄ et n impair. Les 
onditions initiales

sont donn�ees par

(8) d

0;0

= d

1;0

= d

2;0

= 0 et d

3;0

= 1:

Les �egalit�es (3), (5) et (6) montrent que �

2k+1

est un polynôme en A et B �a


oeÆ
ients dans F

p

, pour tout k � 0, et qu'il existe des �el�ements Æ

2k+1;j

2 F

p

tels

que :

(9) �

2k+1

=

[(2k�1)=3℄

X

l=0

Æ

2k+1;l

A

2k�1�3l

B

2l

ave
 les formules liant les Æ

i;j

aux d

i;j

qui en d�e
oulent:

(10) Æ

2k+1;l

=

X

i+j=l

d

2k+3;i

d

2k+1;j

�

X

i+j=l�1

d

2k+2;i

d

2k+2;j

pour k � 0 et 0 � l � [(2k � 1)=3℄.
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Il nous reste �a montrer que :

si p � 1 mod 3 alors �

p

= 0, i.e. Æ

p;l

= 0 pour 0 � l � (p� 2)=3

si p � 2 mod 3 alors �

p

2

= 0, i.e. Æ

p

2

;l

= 0 pour 0 � l � (p

2

� 2)=3

Ce
i a �et�e veri��e, par ordinateur �a partir de (7), (8) et (10), si p � 1 mod 3 pour

p � 109 et si p � 2 mod 3 pour p = 5; 11 et 17.
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CHAPITRE III

L'exposant d'approximation

et le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue

x1. Sur l'exposant d'approximation de 
ertains �el�ements alg�ebriques de

K((T

�1

)).

Dans 
e paragraphe nous allons donner des exemples d'�el�ements alg�ebriques

de K((T

�1

)) pour lesquels on a 
al
ul�e l'exposant d'approximation. Nous savons

que 
e nombre appartient �a l'intervalle I = [1; n� 1℄, si n est le degr�e de l'�el�ement

alg�ebrique 
onsid�er�e. Nous verrons que 
et exposant peut prendre, dans 
ertains


as, toutes les valeurs rationnelles d'un intervalle I

0

= [�; n� 1℄, o�u � > 1. Toute-

fois le 
al
ul repose sur un r�esultat qui ne permet pas, dans les 
as o�u il est ap-

pliqu�e, d'obtenir des valeurs pro
hes de 1. Le prin
ipe de la proposition suivante

est dû �a J. F. Volo
h ([18℄). Nous en donnons i
i une forme plus �elabor�ee, ave
 sa

d�emonstration, telle qu'elle se trouve dans [10℄.

PROPOSITION III.1. Soit K un 
orps et � 2 K((T

�1

)). Supposons qu'il

existe une suite (P

n

; Q

n

)

n�0

, o�u P

n

et Q

n

sont des polynômes de K[T ℄, v�eri�ant

les 
onditions suivantes :

(1) Il existe deux 
onstantes r�eelles � > 0 et � > 1, telles que

jQ

n

j = �jQ

n�1

j

�

et jQ

n

j > jQ

n�1

j pour tout n � 1:

(2) Il existe deux 
onstantes r�eelles � > 0 et 
 > 1 +

p

�, telles que

j�� P

n

=Q

n

j = �jQ

n

j

�


pour tout n � 0:

Alors, si P:G:C:D:(P

n

; Q

n

) = 1 pour n � 0, nous avons

�(�) = 
 � 1 et B(�; �(�)) = �;

et si la suite (P:G:C:D:(P

n

; Q

n

))

n�0

est born�ee, nous avons

�(�) = 
 � 1 et B(�; �(�)) 6= 0;1:

Preuve . Supposons d'abord que P:G:C:D:(P

n

; Q

n

) = 1 pour n � 0. Il est 
lair

que la 
ondition (2) entrâ�ne �(�) � 
� 1 et B(�; 
� 1) � �. Nous allons montrer

qu'il existe deux 
onstantes r�eelles �

0

> 0 et 


0

< 
 telles que si P=Q 2 K(T ),

ave
 jQj assez grand, et P=Q di��erent de P

n

=Q

n

, alors j��P=Qj � �

0

jQj

�


0

. Ce
i

impliquera que �(�) = 
 � 1 et que B(�; 
 � 1) = lim

n

jQ

n

j


�1

jjQ

n

�jj = �.
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Soit P=Q 2 K(T ) ave
 jQj � �

�1

jQ

0

j


�1

. Nous avons don
 jQ

0

j � (�jQj)

1=(
�1)

.

Soit n le plus grand entier tel que jQ

n�1

j � (�jQj)

1=(
�1)

, nous avons don


(�jQj)

1=(
�1)

< jQ

n

j � �(�jQj)

�=(
�1)

d'apr�es la 
ondition (1). Alors si P=Q 6= P

n

=Q

n

, il vient

j�� P

n

=Q

n

j = �jQ

n

j

�


< jQQ

n

j

�1

� jP=Q� P

n

=Q

n

j

et don


j�� P=Qj = jP=Q� P

n

=Q

n

j � jQQ

n

j

�1

� jQj

�1

�

�1

(�jQj)

��=(
�1)

ou en
ore

j�� P=Qj � �

0

jQj

�


0

ave
 �

0

= �

�1

�

��=(
�1)

et 


0

= 1 + �=(
 � 1):

Vu que 
 > 1 +

p

� implique 


0

< 
, nous avons l'in�egalit�e voulue et la premi�ere

partie de la proposition en d�e
oule.

L'hypoth�ese P

n

et Q

n

premiers entre eux n'est pas n�e
essaire pour mon-

trer que les meilleures approximations rationnelles de � sont les �el�ements de la

suite (P

n

=Q

n

)

n�0

. Posons D

n

= P:G:C:D:(P

n

; Q

n

) et P

n

=Q

n

= P

0

n

=Q

0

n

ave


P:G:C:D:(P

0

n

; Q

0

n

) = 1. Alors la 
ondition (2) s'�e
rit

j�� P

0

n

=Q

0

n

j = �jQ

0

n

j

�
deg Q

n

=deg Q

0

n

Il est don
 
lair que �(�) = 
 � 1, si et seulement si lim

n

deg Q

n

=deg Q

0

n

= 1, ou

en
ore si et seulement si lim

n

deg D

n

=deg Q

n

= 0. De plus, dans 
e 
as, 
omme

jQ

0

n

j

�
deg Q

n

=deg Q

0

n

= jQ

0

n

j

�


jT j

�
deg D

n

, on a B(�; �(�)) = 0 si et seulement si

lim

n

deg D

n

=1. Ce
i termine la d�emonstration.

Nous allons utiliser 
ette proposition pour d�eterminer l'exposant d'appro-

ximation de 
ertaines 
lasses d'�el�ements alg�ebriques de K((T

�1

)).

x1.1. Les ra
ines n-i�emes d'un rationnel.

Soit K un 
orps de 
ara
teristique p. Soit n 2 N ave
 P.G.C.D.(n; p) = 1.

Soit R 2 K(T ), R n'etant pas une puissan
e n-i�eme d'un �el�ement de K(T ). Nous


onsid�erons l'�equation alg�ebrique irr�edu
tible

(1) x

n

= R:

Si n > 2, et si � est une solution de (1) dans K((T

�1

)), alors nous savons que 
ette

solution a un exposant d'approximation, �(�), dans l'intervalle [1; n � 1℄. Nous

voulons pr�e
iser la valeur de �(�) en fon
tion de R, et en parti
ulier d�eterminer R

pour qu'il soit maximal.

Si s est l'ordre de p dans le groupe multipli
atif des �el�ements inversibles de

Z=nZ, posons q = p

s

et r = (q � 1)=n, alors toute solution de l'�equation (1) est

solution de

(2) x = R

r

x

q

:
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Don
 toute solution de l'�equation (1) est un �el�ement de H. Ainsi nous pouvons

utiliser la m�ethode des 
hâ�nes de r�eduites, d�e
rite dans [9℄, pour 
es �el�ements.

Si � 2 K((T

�1

)) est solution de (1), alors � = a

k

T

k

+ a

k�1

T

k�1

+ :::, et

�=a

k

T

k

est solution de (1) ave
 un nouveau R unitaire de degr�e 0. Nous pouvons

don
 
onsid�erer les �equations (1) ave
 R = P=Q, o�u P et Q sont deux polynômes

unitaires de K[T ℄, de même degr�e et premiers entre eux. Dans 
e 
as si � est une

solution de (1), les autres solutions sont a� o�u a 2 K et a

n

= 1.

C. Osgood, (voir [13℄), a �et�e le premier �a remarquer que, pour R = 1+1=T ,

l'�equation (1) a une solution dans K((T

�1

)), ave
 un exposant d'approximation

maximal, �egal �a n � 1. En substituant �a T un polynôme C 2 K[T ℄, de degr�e

sup�erieur ou �egal �a 1, l'exposant d'approximation est 
onserv�e, et nous obtenons un

�el�ement ayant la même propri�et�e d'approximation rationnelle. Nous allons prouver

la r�e
iproque de 
e r�esultat, 
omme 
orollaire de la proposition suivante.

Nous donnons deux 
orollaires de 
ette proposition. Le premier est la r�e
ipro-

que du r�esultat de C. Osgood.

COROLLAIRE III.2.1. Soit K un 
orps de 
ara
t�eristique p > 0. Soit n un

entier sup�erieur �a 2, tel que n et p soient premiers entre eux. Soient P et Q

deux polynômes unitaires de K[T ℄, de même degr�e et premiers entre eux. Soit

� 2 K((T

�1

)) ave
 �

n

= P=Q. Alors �(�) = n � 1 si et seulement s'il existe

P

0

; Q

0

et C 2 K[T ℄ tels que P=Q = (P

0

=Q

0

)

n

(1 + 1=C).

Preuve . Si �

n

= (P

0

=Q

0

)

n

(1 + 1=C) alors (�Q

0

=P

0

)

n

= (1 + 1=C) et �(�) =

�(�Q

0

=P

0

) = n � 1, d'apr�es ii). R�e
iproquement si �(�) = n � 1, alors par iii)

on peut �e
rire P=Q = (P

0

=Q

0

)

n

(A=B) ave
 �(�) = n � 1� ndeg(A� B)=deg(B).

Don
 deg (A� B) = 0, 
'est-�a-dire A=B = 1 + 1=C o�u C 2 K[T ℄.

Dans [9℄, B. de Mathan a pos�e la question de savoir si une ra
ine n-i�eme d'un

rationnel peut avoir un exposant d'approximation �egal �a 1. Le deuxi�eme 
orollaire

est motiv�e par 
ette question, sans en apporter la r�eponse.

COROLLAIRE III.2.2. Soit K un 
orps de 
ara
t�eristique p > 0. Soit n un

entier sup�erieur �a 2, tel que n et p soient premiers entre eux. Soient P et Q deux

polynômes unitaires de K[T ℄, de même degr�e et premiers entre eux. Supposons

que P=Q =2 K(T )

n

. Soit � 2 K((T

�1

)) tel que �

n

= P=Q. Alors �(�) > 1 si et

seulement s'il existe A;B; P

0

et Q

0

dans K[T ℄ tels que :

jAj = jBj et P.G.C.D.(A;B) = 1 jP

0

j = jQ

0

j et P.G.C.D.(P

0

; Q

0

) = 1

P=Q = A=B(P

0

=Q

0

)

n

et deg(A� B) < (1� 2=n)deg(B):

Preuve . Si �(�) > 1 alors, par iii), nous avons les 
onditions voulues 
ar

�(�) = n� 1� ndeg(A�B)=deg(B) > 1 entrâ�ne deg (A�B) < (1� 2=n)deg(B).

R�e
iproquement si les 
onditions sont remplies alors (�Q

0

=P

0

)

n

= A=B et par i)

nous avons �(�) = �(�Q

0

=P

0

) � n� 1� ndeg(A� B)=deg(B) > 1:
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x1.2. Les solutions d'�equations du type x = a

0

+

P

1�i�k

a

i

x

q

i

.

I
i nous allons voir 
omment on peut appliquer la proposition III.1 �a une


at�egorie d'�el�ements qui englobe une partie de H. Il s'agit des solutions d'�equations

du type

x = a

0

+

X

1�i�k

a

i

x

q

i

o�u les a

i

2 K(T ) et les q

i

sont des puissan
es de la 
ara
t�eristique p de K. Pour

illustrer notre propos nous avons 
hoisi une famille parti
uli�ere d'�equations de 
e

type. Ainsi nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION III.3. Soient m;m

1

et m

2

trois entiers tels que m � 1 , m

1

� 0

et m

2

� 0. Consid�erons l'�equation alg�ebrique

(1) x = T

�m

+ T

�m

1

x

p

+ T

�m

2

x

p

2

:

Cette �equation admet une ra
ine �

0

dans F

p

((T

�1

)), ave
 j�

0

j < 1. Si de plus

m

1

= 0 ou m

2

= 0 ave
 m

1

+m

2

> 0, alors 
ette �equation admet p ra
ines �

i

, pour

i = 0; :::; p� 1, dans F

p

((T

�1

)). Dans 
e 
as, il existe ! 2 F

p

((T

�1

)) ave
 j!j = 1

et �

i

= �

0

+ i! pour i = 1; :::; p� 1.

Si m = 1, m

1

= 0, m

2

= 2, et p � 3 nous avons

�(�

0

) = p(p

2

� 1)=(p

2

+ 1)� 1 et �(�

i

) = (p

2

� 1)=(2p)� 1 pour i = 1; ::; p� 1

lorsque 
es quantit�es sont sup�erieures �a

p

p.

Preuve . Soit f l'appli
ation de K((T

�1

)) dans K((T

�1

)), d�e�nie par f(x) =

T

�m

1

x

p

+ T

�m

2

x

p

2

. Cette appli
ation est F

p

�lin�eaire. De plus si jxj � 1 alors

jf(x)j � jxj

p

, et don
 par it�eration jf

k

(x)j � jxj

p

k

, pour tout k � 1. Il s'en suit

que jf

k

(T

�m

)j � jT

�m

j

p

k

, pour tout k � 1. Alors la suite (f

k

(T

�m

))

k�0


onverge

vers 0, et don
 la s�erie

P

k�0

f

k

(T

�m

) 
onverge dans K((T

�1

)). Si on note �

0


ette limite, il est 
lair que j�

0

j < 1 et f(�

0

) = �

0

� T

�m

, don
 �

0

est solution de

l'�equation (1).

Si de plus m

1

= 0 ou m

2

= 0 ave
 m

1

+m

2

> 0, alors nous avons jf(1)� 1j < 1.

Comme f

k+1

(1) � f

k

(1) = f

k

(f(1) � 1) nous avons lim

k

(f

k+1

(1) � f

k

(1)) = 0,

don
 la suite (f

k

(1))

k�0


onverge dans K((T

�1

)). Notons ! 
ette limite, nous

avons j!j = 1 et f(!) = !. Si l'on pose �

i

= �

0

+ i!, pour i = 1; :::; p� 1, alors

f(�

i

) = f(�

0

) + if(!) = �

i

� T

�m

, don
 �

i

est solution de l'�equation (1).

Consid�erons maintenant l'�equation parti
uli�ere

(2) x = T

�1

+ x

p

+ T

�2

x

p

2

ave
 p � 3. On voit que �

0

=

P

k�0

f

k

(T

�1

) =

P

l�0

T

�n

l

. On peut remarquer

que la suite (n

l

)

l�0

est 
onstitu�ee des entiers naturels dont l'�e
riture en base p

est n

l

= 10x

1

x

2

x

3

:::x

j

, o�u les 
hi�res suivant les deux premiers, s'il y en a, sont

tous �egaux �a 0 ou 2, sans que deux 
hi�res 2 soient 
ons�e
utifs. De même on a

�

i

=

P

l�0

T

�n

l

+

P

l�0

iT

�m

l

. On peut remarquer que la suite (m

l

)

l�0

, disjointe
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de la suite (n

l

)

l�0

, est 
onstitu�ee des entiers naturels dont l'�e
riture en base p est

la même que 
elle d'un entier n

l

, sauf pour le premier 
hi�re, o�u le 
hi�re 1 est

rempla
�e par le 
hi�re 2.

Nous allons appro
her �

0

. Consid�erons l'entier �

k

, de la suite (n

l

)

l�0

, tel que

�

k

= p

k

+ 2(p

k�2

+ p

k�4

+ ::::+ p ou 1)

L'entier suivant �

k

dans la suite (n

l

)

l�0

est p

k+1

. Posons P

k

=Q

k

=

P

n

l

��

k

T

�n

l

,

ave
 Q

k

= T

�

k

. Alors nous avons

j�

0

� P

k

=Q

k

j = jT j

�p

k+1

= jQ

k

j

�p

k+1

=�

k

et jQ

k+1

j = jQ

k

j

�

k+1

=�

k

:

Don
 nous avons, pour k pair, vu que �

k

= p

k

+ 2(p

k

� 1)=(p

2

� 1),

j�

0

� P

k

=Q

k

j = jT j

�2p=(p

2

�1)

jQ

k

j

�p(p

2

�1)=(p

2

+1)

et jQ

k+1

j = jQ

k

j

p

et, pour k impair, ave
 �

k

= p

k

+ 2p(p

k�1

� 1)=(p

2

� 1),

j�

0

� P

k

=Q

k

j = jT j

�2p

2

=(p

2

�1)

jQ

k

j

�p(p

2

�1)=(p

2

+1)

et jQ

k+1

j = jT j

2

jQ

k

j

p

Nous pouvons appliquer la proposition III.1 (ave
 une modi�
ation due au fait que

les deux 
onstantes � et � prennent deux valeurs distin
tes suivant la parit�e de k).

Ainsi nous avons �(�

0

) = p(p

2

� 1)=(p

2

+ 1)� 1, si 
ette quantit�e est sup�erieure �a

p

p.

Maintenant nous allons appro
her �

i

. Nous avons �

i

=

P

l�0

a

n

0

l

T

�n

0

l

o�u a

n

0

l

= 1

ou i, et n

0

l

repr�esente n

l

ou m

l

. Dans 
e 
as, 
onsid�erons l'entier �

k

, de la suite

(n

0

l

)

l�0

, tel que

�

k

= 2(p

k

+ p

k�2

+ p

k�4

+ ::::+ p ou 1)

L'entier suivant �

k

dans la suite (n

0

l

)

l�0

est p

k+1

. Posons P

k

=Q

k

=

P

n

0

l

��

k

a

n

0

l

T

�n

0

l

,

ave
 Q

k

= T

�

k

. Alors nous avons

j�

i

� P

k

=Q

k

j = jT j

�p

k+1

= jQ

k

j

�p

k+1

=�

k

et jQ

k+1

j = jQ

k

j

�

k+1

=�

k

Don
 nous avons, pour k pair, vu que �

k

= 2(p

k+2

� 1)=(p

2

� 1),

j�

0

� P

k

=Q

k

j = jT j

�p

jQ

k

j

�(p

2

�1)=(2p)

et jQ

k+1

j = jQ

k

j

p

et, pour k impair, ave
 �

k

= 2p(p

k+1

� 1)=(p

2

� 1),

j�

0

� P

k

=Q

k

j = jT j

�1

jQ

k

j

�(p

2

�1)=(2p)

et jQ

k+1

j = jT j

2

jQ

k

j

p

Don
, en appliquant la proposition III.1, nous avons �(�

i

) = (p

2

� 1)=(2p)� 1, si


ette quantit�e est sup�erieure �a

p

p, et pour i = 1; :::; p� 1.

Observons aussi que, pour i = 0; :::; p� 1, nous avons B(�

i

; �(�

i

)) �ni et non nul.

Remarque. Il est fa
ile de voir que si � est solution de (1), ave
m � 1 etm

1

;m

2

� 0,

alors, sauf si m

1

= m

2

= 0, on a � =2 H. En e�et nous avons vu �a la �n du
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hapitre I que, si � est solution de (1), alors il existe e

s

; f

s

et g

s

dans K(T ) tels

que � = e

s

+ f

s

�

p

s

+ g

s

�

p

s+1

, pour tout s � 1. Pour des raisons de degr�e on peut

voir que f

s

:g

s

6= 0, pour tout s � 1, et 
e
i entrâ�ne � =2 H. Don
, si l'�equation est

irr�edu
tible (
'est le 
as pour l'�equation (2)), on doit avoir �(�) � p, 
omme nous

l'avons vu �a la �n du 
hapitre I, par appli
ation du th�eor�eme I.2.

D'autre part, signalons que si nous avons donn�e des valeurs parti
uli�eres �a m;m

1

et

m

2

, 
'est pour simpli�er l'expos�e et r�eduire la longueur de la r�eda
tion. En fait le

même raisonement, bas�e sur l'�e
riture des entiers en base p, peut s'appliquer pour

l'�equation (1), dans une situation plus g�en�erale. On obtient, en parti
ulier, ave


m � 1 et 0 � m

1

;m

2

� p� 1, les r�esultats suivants :

si m

1

> 0 et m

2

> 0, nous avons pour �

0

�(�

0

) = p(m+m

2

=(p

2

� 1))=(m+m

1

=(p� 1))� 1:

Si un seul des deux entiers m

1

et m

2

est nul, en notant m

0


elui qui est non nul et

l = 1 si m

0

= m

1

, l = 2 si m

0

= m

2

, nous avons pour �

0

�(�

0

) = pm=(m+m

0

=(p

l

� 1))� 1

et pour les p� 1 autres ra
ines �

i

, ave
 1 � i � p� 1,

�(�

i

) = pm

0

=(m+m

0

=(p

l

� 1))� 1 si m

0

� m

�(�

i

) = m(p

l

� 1)=(m

0

p

l�1

)� 1 si m

0

� m

�a 
ondition que 
ha
une de 
es quantit�es soit sup�erieure �a

p

p. On peut remarquer

que, dans tous les 
as, on a �(�) < p� 1.

x1.3. Les fon
tions rationnelles d'�el�ements de H.

Nous montrons i
i 
omment on peut d�eterminer l'exposant d'approximation

d'�el�ements qui sont les images, par une fon
tion rationnelle, de 
ertains �el�ements

de H. Ce ph�enom�ene a �et�e remarqu�e par J.F. Volo
h, dans [19℄. Nous utilisons la

proposition suivante :

PROPOSITION III.4. Soit K un un 
orps de 
ara
t�eristique p. Soit s 2 N

�

et

q = p

s

. Soit � 2 H

s

et R 2 K[T ℄(X). Supposons que R

0

X

(�) 6= 0. Si R = U=V

o�u U et V sont deux polynômes de K[T;X℄, premiers entre eux, nous posons d =

max(deg

X

U; deg

X

V ).

Alors si �(�) > d(

p

q + 1)� 1 on a �(R(�)) = (�(�) + 1)=d� 1

et B(R(�); �(R(�))) 6= 0;1:

Remarque. Si (�

n

)

n�0

est une suite qui 
onverge vers �, nous avons lim

n

(R(�)�

R(�

n

))=(���

n

) = R

0

X

(�). Don
 si R

0

X

(�) 6= 0, et si n est assez grand nous avons

(H) jR(�)� R(�

n

)j = Cj�� �

n

j
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o�u C = jR

0

X

(�)j est une 
onstante r�eelle positive. Signalons que la proposition

donn�ee dans [19℄ est inexa
te dans le 
as g�en�eral. En e�et la 
ondition 
i-dessus

est suppos�ee r�ealis�ee, 
e qui n'est pas toujours vrai. Par exemple, si R(X) = X

k

,

pour appliquer la proposition il faudra que l'entier k soit premier ave
 p.

Preuve . Comme � 2 H

s

, nous savons, (
f. [9℄), qu'il existe une suite d'approxima-

tions rationnelles de �, (P

n

=Q

n

)

n�0

, telle que

(1) j�� P

n

=Q

n

j = C

1

jQ

n

j

�(�(�)+1)

pour tout n � 0, o�u C

1

est une 
onstante r�eelle positive. Nous avons aussi

P:G:C:D:(P

n

; Q

n

) = 1 et il existe un r�eel positif �, tel que jQ

n+1

j = �jQ

n

j

q

, pour

tout n. Alors d'apr�es (H), nous avons, pour n assez grand

(2) jR(�)�R(P

n

=Q

n

)j = Cj�� P

n

=Q

n

j = CC

1

jQ

n

j

�(�(�)+1)

:

D'autre part nous avons R = U=V ave
 U et V premier entre eux dans K[T ℄[X℄,

et d = max(deg

X

U; deg

X

V ). Don
 R(P

n

=Q

n

) = U

n

=V

n

ave


U

n

= Q

d

n

U(P

n

=Q

n

) et V

n

= Q

d

n

V (P

n

=Q

n

):

Il existe don
 un r�eel positif �

1

tel que jV

n

j = �

1

jQ

n

j

d

, pour n assez grand. Alors

(2) peut s'�e
rire

(3) jR(�)� U

n

=V

n

j = CC

1

�

(�(�)+1)=d

1

jV

n

j

�(�(�)+1)=d

ave
 jV

n+1

j = �

1�q

1

�jV

n

j

q

.

D'autre part, 
omme P:G:C:D:(P

n

; Q

n

) = 1, on peut montrer, en utilisant le même

raisonnement que dans le Lemme I.6 du 
hapitre I, que P:G:C:D:(U

n

; V

n

) divise un

polynôme de K[T ℄ qui ne d�epend que de U et V . Alors le r�esultat d�e
oule de la

proposition III.1.

Nous donnons deux types d'exemples d'appli
ation de 
ette proposition :

Exemple 1. Soit � 2 F

p

((T

�1

)), l'exemple de Mahler, v�eri�ant � = T

�1

+�

q

, o�u q

est une puissan
e de p. Alors nous avons �(�) = q�1. Don
 si k et p sont premiers

entre eux et si k < q=(

p

q + 1), la proposition 
i-dessus entrâ�ne �(�

k

) = q=k � 1.

Soit q � 5 et impair. Posons � = �

2

, alors on peut voir que � est de degr�e q et

� =2 H ( on montre que � ne satisfait pas une �equation di��erentielle de Ri

ati).

Par 
ons�equent, d'apr�es le th�eor�eme I.1, on doit avoir �(�) � [q=2℄. D'autre part,

pour q assez grand, nous avons vu que l'on a �(�) = q=2� 1. Le th�eor�eme I.1 est

don
 presque optimal.

Exemple 2. Soit � l'�el�ement de F

p

((T

�1

)) v�eri�ant � = 1=(T + �

q

), o�u q est une

puissan
e de p. Alors � = [0; T; T

q

; T

q

2

; :::℄ et on a �(�) = q. Don
 si k et p sont

premiers entre eux et si k < (q + 1)=(

p

q + 1), la proposition 
i-dessus entrâ�ne

�(�

k

) = (q + 1)=k � 1. Nous allons voir dans le paragraphe suivant que, si q est

impair, 
e
i reste vrai pour k = (q + 1)=2.
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x2. Sur le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de Bu
k et Robbins.

Dans 
e paragraphe nous d�e
rivons le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue

d'un �el�ement de F

3

((T

�1

)), satisfaisant une �equation alg�ebrique du quatri�eme degr�e.

Puis �a partir de 
e d�eveloppement en fra
tion 
ontinue, nous donnons les propri�et�es

d'approximation rationnelle de 
et �el�ement.

Cet �el�ement a �et�e mentionn�e pour la premi�ere fois par W. Mills et D. Robbins

dans [11℄. Son remarquable d�eveloppement en fra
tion 
ontinue a �et�e observ�e par

ordinateur et s�ele
tionn�e parmi 
elui de plusieurs �el�ements alg�ebriques de degr�e 4.

Il s'agit de la solution dans F

3

((T

�1

)) de l'�equation alg�ebrique

(1) x

4

+ x

2

� Tx+ 1 = 0:

Pour 
omprendre et �etablir la parti
ularit�e du d�eveloppement en fra
tion


ontinue de 
et �el�ement, nous allons mettre �a jour son origine qui est 
a
h�ee par

l'�equation (1), et voir qu'il fait partie d'une suite d'�el�ements parti
uliers.

Soit p un nombre premier impair et q = p

s

o�u s est un entier sup�erieur ou

�egal �a 1. Soit K = F

p

. Nous 
onsid�erons l'�el�ement �

q

de K((T

�1

)) d�e�ni par son

d�eveloppement en fra
tion 
ontinue :

(2) �

q

= [0; T; T

q

; ::::; T

q

n

; :::℄

Il est 
lair que 
et �el�ement est la seule solution, dans K((T

�1

)), de l'�equation

alg�ebrique

(3) x = 1=(T + x

q

)

Nous posons r = (q + 1)=2 et nous 
onsid�erons l'�el�ement �

q

, de K((T

�1

)), d�e�ni

par �

q

= �

r

q

.

Comme �

q

est solution de (3), il vient �

q

= (1=T )(1��

2r

q

), et 
e
i entrâ�ne,

par �el�evation �a la puissan
e r, �

q

= (1=T

r

)(1 � �

2

q

)

r

. Ainsi �

q

est une solution de

l'�equation alg�ebrique

(4) x = (1=T

r

)(1� x

2

)

r

Nous pouvons voir que 
ette �equation n'a qu'une solution dans K((T

�1

)). En e�et :

Si x est une solution de (4), dans K((T

�1

)), nous devons avoir jxj � 1. Sinon

jxj > 1 entrâ�ne j(1 � x

2

)

r

j = jxj

2r

, et par (4), jT j

r

= jxj

q


e qui est impossible.

Consid�erons l'ensemble E = fx 2 K((T

�1

))= jxj � 1g, et l'appli
ation f de E

dans lui-même d�e�nie par f(x) = (1=T

r

)(1 � x

2

)

r

. Alors nous pouvons voir que

f est une 
ontra
tion, E est 
omplet, et par 
ons�equent f(x) = x a une solution

unique dans E. Ainsi �

q

est la seule solution de (4) dans K((T

�1

)). D'autre part

les 
oeÆ
ients de 
ette �equation sont des �el�ements de K(T

r

), don
 sa solution

�

q

est un �el�ement de K((T

�r

)). Alors nous pouvons introduire l'�el�ement �

�

q

de

K((T

�1

)), d�e�ni par �

q

(T ) = �

�

q

(T

r

). Don
 �

�

q

est la seule solution, dans K((T

�1

)),

de l'�equation alg�ebrique

(5) x = (1=T )(1� x

2

)

r

:
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Maintenant nous pouvons voir que la solution de (1), dans F

3

((T

�1

)), est �

�

3

. En

e�et nous avons, d'apr�es (5), �

�

3

= (1=T )(1 � (�

�

3

)

2

)

2

= (1=T )(1 + (�

�

3

)

2

+ (�

�

3

)

4

),

don
 �

�

3

est solution de (1).

Nous allons voir qu'il est possible de d�eduire le d�eveloppement en fra
tion


ontinue de �

�

3

de 
elui de �

3

. Le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

q

, donn�e

par (2), et le lien entre �

q

et �

q

, i.e. �

q

= �

r

q

, sont assez simples pour que l'on

puisse obtenir une des
ription partielle du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de

�

q

. Toutefois, mis �a part le 
as q = 3, nous n'avons pas pu aboutir �a une des
ription


ompl�ete de 
e d�eveloppement.

Nous partons du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

q

. Consid�erons les

deux suites usuelles de polynômes de K[T ℄, d�e�nies indu
tivement par

P

0

= 0; P

1

= 1; Q

0

= 1; Q

1

= T; P

n

= T

q

n�1

P

n�1

+P

n�2

Q

n

= T

q

n�1

Q

n�1

+Q

n�2

pour n � 2. Ainsi (P

n

=Q

n

)

n�0

est la suite des r�eduites de �

q

. D'apr�es (2), pour

n � 1, nous avons

P

n

=Q

n

= [0; T; T

q

; ::::; T

q

n�1

℄ = 1=(T + (P

n�1

=Q

n�1

)

q

):

Comme P

n

et Q

n

sont premiers entre eux et tous deux unitaires, nous obtenons

(6)

(

P

0

= 0 P

n

= Q

q

n�1

Q

0

= 1 Q

n

= TQ

q

n�1

+ P

q

n�1

pour n � 1:

Maintenant 
onsid�erons le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

q

. Nous

posons �

q

= [a

0

; a

1

; ::::; a

n

; ::::℄. Remarquons que a

0

= 0, d'apr�es la d�e�nition de

�

q

, vu que j�

q

j < 1. Puis nous introduisons les deux suites usuelles de polynômes

de K[T ℄, d�e�nies indu
tivement par

U

0

= 0; U

1

= 1; V

0

= 1; V

1

= a

1

; U

n

= a

n

U

n�1

+ U

n�2

V

n

= a

n

V

n�1

+ V

n�2

pour n � 2. Ainsi (U

n

=V

n

)

n�0

est la suite des r�eduites de �

q

.

Dans un premier temps, nous allons donner quelques sous-suites parti
uli�eres

de r�eduites de �

q

.

Nous utilisons les r�esultats auxiliaires suivants :

LEMME III.1. Pour n � 0, le polynôme a

n

est un polynôme impair de la variable

T

r

et le rationnel (P

n

=Q

n

)

r

est une r�eduite de �

q

.

Preuve . Nous savons que l'�equation (5) admet �

�

q


omme unique solution dans

K((T

�1

)). A partir de (5), nous voyons que

�

�

q

(�T ) = (�1=T )(1� (�

�

q

(�T ))

2

)

r

d'o�u � �

�

q

(�T ) = (1=T )(1� (��

�

q

(�T ))

2

)

r

Par 
ons�equent ��

�

q

(�T ) est aussi solution de (5), et nous en d�eduisons que��

�

q

(�T )

= �

�

q

(T ). C'est-�a-dire que �

�

q

est un �el�ement impair de K((T

�1

)). Par r�e
urren
e,
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nous voyons que les quotients partiels du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

�

q

sont des polynômes impairs de K[T ℄.

�

A 
ause de l'identit�e �

�

q

(T

r

) = �

q

(T ), si nous

�e
rivons �

�

q

= [a

�

0

(T ); a

�

1

(T ); ::::; a

�

n

(T ); ::::℄, alors nous avons a

n

(T ) = a

�

n

(T

r

).

Maintenant montrons que (P

n

=Q

n

)

r

est une r�eduite de �

q

. En e�et, pour

n � 0, nous avons

j�

r

q

� (P

n

=Q

n

)

r

j = j�

q

� P

n

=Q

n

j j

X

0�i�k�1

�

i

q

(P

n

=Q

n

)

k�1�i

j:

Comme j�

q

j = jP

n

=Q

n

j = jT j

�1

, nous avons r termes dans la somme, 
ha
un

de valeur absolue jT j

�r+1

et de 
oeÆ
ient dominant 1. Par 
ons�equent, 
omme r

et p sont premiers entre eux, 
e
i devient

j�

r

q

� (P

n

=Q

n

)

r

j = j�

q

� P

n

=Q

n

j jT j

�r+1

= jQ

n

Q

n+1

j

�1

jT j

�r+1

:

D'apr�es (6) nous obtenons jQ

n+1

j = jQ

n

j

q

jT j, 
e qui implique

(7) j�

q

� (P

n

=Q

n

)

r

j = jQ

r

n

j

�2

jT j

�r

:

Ce
i montre que (P

n

=Q

n

)

r

est une r�eduite de �

q

, et termine la preuve du lemme.

LEMME III.2. Soient P et Q deux polynômes de K[T ℄, ave
 Q 6= 0, et n un

entier positif. Si

(8) jQj < jQ

n

j

r

et jPQ

r

n

�QP

r

n

j <

jQ

n

j

r

jQj

alors P=Q est une r�eduite de �

q

. De plus, si P et Q sont premiers entre eux et la

r�eduite P=Q est U

k

=V

k

, alors nous avons

(9) ja

k+1

j = jPQ

r

n

�QP

r

n

j

�1

jQj

�1

jQ

n

j

r

:

Preuve . Par (7) et (8), nous avons

j�

q

� (P

n

=Q

n

)

r

j =

1

jQ

n

j

2r

jT j

r

<

1

jQ

n

j

r

jQj

�

jPQ

r

n

�QP

r

n

j

jQ

n

j

r

jQj

vu que jQj < jQ

n

j

r

et (P

n

; Q

n

) = 1 implique PQ

r

n

�QP

r

n

6= 0. D'o�u

j�

q

� (P

n

=Q

n

)

r

j < jP=Q� (P

n

=Q

n

)

r

j

don


j�

q

� P=Qj = j�

q

� (P

n

=Q

n

)

r

+ (P

n

=Q

n

)

r

� P=Qj = jP=Q� (P

n

=Q

n

)

r

j

et, par (8),

j�

q

� P=Qj < jQj

�2

:

Ce
i montre que P=Q est une r�eduite de �

q

. Maintenant si P et Q sont premiers

entre eux et P=Q = U

k

=V

k

, nous avons jQj = jV

k

j. D'autre part, nous savons que

j�

q

� U

k

=V

k

j = jV

k

j

�2

ja

k+1

j

�1

:

Comme

j�

q

� U

k

=V

k

j = jP=Q� (P

n

=Q

n

)

r

j

il est 
lair que l'�egalit�e (9) est v�eri��ee. Ainsi le lemme est prouv�e.
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LEMME III.3. Consid�erons les �el�ements de K(T ), d�e�nis par

�

q

(T ) =

T

q

(T

2

+ 1)

r

et �

0

q

(T ) =

T

q

(T

2

� 1)

r

Alors nous avons les d�eveloppements en fra
tion 
ontinue suivants :

(10) �

q

(T ) = [0; T; 2T; 2T; ::::::; 2T; T ℄ (2T est r�ep�et�e q � 1 fois)

(11) �

0

q

(T ) = [0; T;�2T; 2T; ::::::;�2T; 2T;�T ℄ (�2T; 2T est r�ep�et�e

q � 1

2

fois):

Preuve . Soit (R

k

)

0�k�q+1

la suite d'�el�ements de K(T ), d�e�nie par:

(12)R

0

= 0; R

1

= 1; R

k

= 2TR

k�1

+R

k�2

pour 2 � k � q; R

q+1

= TR

q

+R

q�1

Alors, par la propri�et�e usuelle d'une suite lin�eaire r�e
urrente, nous avons

(12)

0

R

k

=

1

2

p

T

2

+ 1

((T +

p

T

2

+ 1)

k

� (T �

p

T

2

+ 1)

k

) pour 1 � k � q:

Maintenant nous introduisons la suite (S

k

)

0�k�q+1

d'�el�ements de K[T ℄, d�e�nie par

(13)S

0

= 1; S

1

= T; S

k

= 2TS

k�1

+ S

k�2

for 2 � k � q; S

q+1

= TS

q

+ S

q�1

:

Don
 (R

k

=S

k

)

0�k�q+1

sont les r�eduites de [0; T; 2T::::2T; T ℄, et (10) sera �etabli si

nous montrons que

(14) R

q+1

= T

q

et S

q+1

= (T

2

+ 1)

r

D'abord nous prouvons que

(13)

0

S

k

= TR

k

+ R

k�1

est v�eri��e pour 1 � k � q. Par r�e
urren
e, 
omme S

k

et R

k

satisfont la même

relation de r�e
urren
e, il suÆt de voir que (13)

0

est v�eri��e pour k = 1 et k = 2.

Ensuite nous prouvons que

(15) R

q

= (T

2

+ 1)

r�1

et S

q

= T

q

En e�et, par (12)

0

, nous avons

R

q

=

1

2

p

T

2

+ 1

((T

q

+ (

p

T

2

+ 1)

q

)� (T

q

� (

p

T

2

+ 1)

q

)) = (T

2

+ 1)

r�1

R

q�1

=

1

2

p

T

2

+ 1

(

T

q

+ (

p

T

2

+ 1)

q

T +

p

T

2

+ 1

�

T

q

� (

p

T

2

+ 1)

q

T �

p

T

2

+ 1

) = T

q

� T (T

2

+ 1)

r�1

Alors, ave
 (13)

0

, 
es �egalit�es entrâ�nent S

q

= TR

q

+R

q�1

= T

q

.

De même ave
 (12), nous obtenons R

q+1

= TR

q

+ R

q�1

= T

q

. D'autre part nous

avons l'identit�e 
lassique R

q+1

S

q

� S

q+1

R

q

= �1. Alors, ave
 (14) et (15), il vient

S

q+1

R

q

= T

2q

+ 1 = (T

2

+ 1)

q

, et don
 S

q+1

= (T

2

+ 1)

r

. Ainsi (10) est prouv�e.
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Maintenant nous montrons que (11) est une 
ons�equen
e de (10). Soit u une

ra
ine 
arr�ee de �1, �eventuellement dans une extension de K. Nous avons

u�

q

(uT ) =

u

2r

T

q

(�T

2

+ 1)

r

=

T

q

(T

2

� 1)

r

= �

0

q

(T ):

�

A partir de 
ette identit�e et de (10), nous obtenons

�

0

q

(T ) = u[0; uT; 2uT; 2uT; ::::; 2uT; uT ℄:

En utilisant la propri�et�e de la multipli
ation d'une fra
tion 
ontinue par un s
alaire,

nous avons

�

0

q

(T ) = [0; T; 2u

2

T; 2T; ::::; 2T; u

2

T ℄ = [0; T;�2T; 2T; ::::; 2T;�T ℄

et (11) est prouv�e.

Nous pouvons remarquer, d'apr�es (12)

0

et (13)

0

, que le polynôme R

i

a une

parit�e oppos�ee �a 
elle de l'entier i, et le polynôme S

i

a la même parit�e que l'entier

i. Pour 0 � i � q + 1, nous introduisons les �el�ements de K[T ℄, d�e�nis par

(16)

(

R

0

i

= R

i

(uT ) et S

0

i

(T ) = �uS

i

(uT ) pour i impair

R

0

i

= uR

i

(uT ) et S

0

i

(T ) = S

i

(uT ) pour i pair.

Comme nous avons u(R

i

=S

i

)(uT ) = (R

0

i

=S

0

i

)(T ), il est 
lair, par le même argument

que 
i-dessus, que R

0

i

=S

0

i

sont les r�eduites de �

0

q

(T ), pour i = 0; 1; ::; q+ 1.

Le lemme suivant montre qu'il existe q fon
tions rationnelles, �a 
oeÆ
ients

dans K, W

i

2 K(X) pour i = 1; :::; q, telles que P

r

n

W

i

(Q

r

n

) est une r�eduite de �

q

,

pour tout n � 0. Plus pr�e
is�ement, nous avons :

LEMME III.4. Pour 1 � i � q, soient R

i

, S

i

, R

0

i

et S

0

i

les �el�ements de K[T ℄

introduits 
i-dessus. Ave
 les notations pr�e
�edentes, pour n � 0, nous posons

R

i;n

= P

r

n

R

i

(Q

r

n

) et S

i;n

= S

i

(Q

r

n

) pour n impair,

R

i;n

= P

r

n

R

0

i

(Q

r

n

) et S

i;n

= S

0

i

(Q

r

n

) pour n pair.

Alors, pour n � 0, R

i;n

=S

i;n

est une r�eduite de �

q

. De plus R

i;n

et S

i;n

sont

premiers entre eux, et si m(i; n) est l'entier tel que U

m(i;n)

=V

m(i;n)

= R

i;n

=S

i;n

,

alors a

m(i;n)+1

= �

i;n

T

r

, o�u �

i;n

est un �el�ement non nul de K.

En outre, pour n � 0, nous avons :

(17) R

1;n

=S

1;n

= P

r

n

=Q

r

n

; R

q;n

=S

q;n

= Q

r�1

n+1

P

q

n

=P

r

n+1

et la r�eduite pr�e
edant R

1;n

=S

1;n

, dans la suite des r�eduites de �

q

, est R

q;n�1

=S

q;n�1


'est �a dire

(18) R

q;n�1

=S

q;n�1

= U

m(1;n)�1

=V

m(1;n)�1

pour tout n � 1:
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Preuve . Soient n et i des entiers tels que n � 0 et 1 � i � q. Nous allons

appliquer le lemme 2 ave
 P = R

i;n

et Q = S

i;n

. D'abord, d'apr�es (13) et (16),

nous avons jS

i

j = jS

0

i

j = jT j

i

don
 nous obtenons jS

i;n

j = jQ

n

j

ri

. Alors, par

(6), il vient jQ

n

j

i

� jQ

n

j

q

< jQ

n+1

j. Don
 nous avons jS

i;n

j < jQ

n+1

j

r

, et 
e
i

est la premi�ere partie de la 
ondition (8). Nous posons Æ

i;n

= R

i;n

Q

r

n+1

�S

i;n

P

r

n+1

.

Pour n impair, nous avons

Æ

i;n

= P

r

n

R

i

(Q

r

n

)Q

r

n+1

� S

i

(Q

r

n

)P

r

n+1

:

Par (6), (14) et 
omme nous avons P

n+1

Q

n

� P

n

Q

n+1

= �1, nous obtenons

Æ

i;n

= (Q

2r

n

+ 1)

r

R

i

(Q

r

n

)� S

i

(Q

r

n

)Q

qr

n

Æ

i;n

= S

q+1

(Q

r

n

)R

i

(Q

r

n

)� S

i

(Q

r

n

)R

q+1

(Q

r

n

)

Æ

i;n

= �

i

(Q

r

n

), ave
 �

i

= S

q+1

R

i

� S

i

R

q+1

.

De la même fa�
on, pour n pair, par (6), (14) et 
omme nous avons P

n+1

Q

n

�

P

n

Q

n+1

= 1, nous obtenons

Æ

i;n

= (Q

2r

n

� 1)

r

R

0

i

(Q

r

n

)� S

0

i

(Q

r

n

)Q

qr

n

:

Nous observons, d'apr�es (14) et (16), que R

0

q+1

= (�1)

r

T

q

et S

0

q+1

= (�T

2

+ 1)

r

,

ainsi nous obtenons

Æ

i;n

= (�1)

r

�

0

i

(Q

r

n

), ave
 �

0

i

= S

0

q+1

R

0

i

� S

0

i

R

0

q+1

.

D'autre part nous avons jR

q+1

=S

q+1

� R

i

=S

i

j = 1=jS

i+1

S

i

j et par 
ons�equent

j�

i

j = jS

q+1

S

i

j jR

q+1

=S

q+1

�R

i

=S

i

j = jS

q+1

j=jS

i+1

j:

Par (12) et (13), nous voyons que jS

i

j = jT j

i

et jR

i

j = jT j

i�1

, 
e
i entrâ�ne

j�

i

j = jT j

q�i

. De la même fa�
on, par (16) jS

i

j = jS

0

i

j, jR

i

j = jR

0

i

j, d'o�u

j�

0

i

j = jT j

q�i

. Comme jS

i;n

j = jQ

n

j

ri

, et par (6) jQ

n+1

j > jQ

n

j

q

, nous avons

en�n

jÆ

i;n

j = jQ

n

j

r(q�i)

< jQ

n+1

j

r

=jS

i;n

j


e qui est la deuxi�eme partie de la 
ondition (8), et ainsi par le lemme 2, R

i;n

=S

i;n

est une r�eduite de �

q

, pour n � 0 et 1 � i � q.

Maintenant nous voulons prouver que R

i;n

et S

i;n

sont premiers entre eux.

D'abord nous montrons que �

i

et S

i

sont premiers entre eux (de même pour �

0

i

et

S

0

i

). Nous avons �

i

+S

i

T

q

= (T

2

+1)

r

R

i

(ou �

0

i

+ (�1)

r

S

0

i

T

q

= (�T

2

+1)

r

R

0

i

).

Alors, 
omme R

i

et S

i

sont premiers entre eux ( ou R

0

i

et S

0

i

), nous voyons que

si A est un diviseur 
ommun premier de �

i

et S

i

(ou de �

0

i

et S

0

i

) , alors il divise

T

2

+ 1 (ou T

2

� 1). Maintenant si S

i

a un tel diviseur alors nous avons S

i

(u) = 0

ou S

i

(�u) = 0, o�u u est une ra
ine 
arr�ee de �1. A partir de (13)

0

, nous pouvons

�e
rire

S

0

(u) = 1 S

1

(u) = u S

i

(u) = 2uS

i�1

(u) + S

i�2

(u) pour1 � i � q

et 
e
i implique S

i

(u) = u

i

pour 1 � i � q. Comme S

i

est alternativement un

polynôme impair ou pair, nous avons aussi S

i

(�u) = (�1)

i

S

i

(u). Par 
ons�equent

S

i

(�u) 6= 0, et il s'en suit que �

i

et S

i

sont premiers entre eux. Pour �

0

i

et S

0

i

, on

peut faire le même raisonement. Dans 
e 
as il faut voir que S

0

i

(�1) 6= 0, et 
e
i
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d�e
oule de (16), et du fait que S

i

(�u) 6= 0. Ainsi il existe des polynômes E et F

de K[T ℄ tels que

E�

i

+ FS

i

= 1 d'o�u E(Q

r

n

)�

i

(Q

r

n

) + F (Q

r

n

)S

i

(Q

r

n

) = 1

Alors �

i

(Q

r

n

) et S

i

(Q

r

n

) sont premiers entre eux (de même pour �

0

i

(Q

r

n

) et S

0

i

(Q

r

n

)).

Maintenant revenons �a R

i;n

et S

i;n

. Si B est un diviseur 
ommun �a eux deux, alors

B divise R

i;n

Q

r

n+1

� S

i;n

P

r

n+1

= �

i

(Q

r

n

) et S

i;n

= S

i

(Q

r

n

) (ou (�1)

r

�

0

i

(Q

r

n

) et

S

0

i

(Q

r

n

) ), et don
 divise 1. Ainsi nous avons �etabli le r�esultat souhait�e.

Alors nous pouvons appliquer la �n du lemme 2. Par (9), nous obtenons

ja

m(i;n)+1

j = jÆ

i;n

j

�1

jS

i;n

j

�1

jQ

n+1

j

r

= jQ

n

j

�r(q�i)

jQ

n

j

�ri

jQ

n+1

j

r

= jT j

r


ar jQ

n+1

j = jT j jQ

n

j

q

. Alors le lemme 1 entrâ�ne a

m(i;n)+1

= �

i;n

T

r

, o�u �

i;n

est

un �el�ement non nul de K.

Maintenant nous expli
itons R

1;n

=S

1;n

et R

q;n

=S

q;n

. Comme R

1

= R

0

1

= 1

et S

1

= S

0

1

= T , la d�e�nition de R

1;n

et S

1;n

donne imm�ediatement la premi�ere

partie de (17). Par (15), nous avons (R

q

=S

q

)(T ) = (T

2

+ 1)

r�1

=T

q

. Par (15) et

(16), nous obtenons (R

0

q

=S

0

q

)(T ) = (T

2

� 1)

r�1

=T

q

. Par 
ons�equent R

q;n

=S

q;n

=

P

r

n

(Q

2r

n

+ (�1)

n�1

)

r�1

=Q

rq

n

. De plus, par (6), nous avons Q

q

n

= P

n+1

et don


Q

q+1

n

� (�1)

n

= P

n

Q

n+1

. Ainsi R

q;n

=S

q;n

= P

2r�1

n

Q

r�1

n+1

=P

r

n+1

, et (17) est �etabli.

En�n, nous avons

jS

q;n

j = jQ

n

j

qr

= (jQ

n+1

j=jT j)

r

= jS

1;n+1

j=jT j

r

:

Comme les d�enominateurs des r�eduites sont des polynômes de K[T

r

℄, R

q;n

=S

q;n

doit être la r�eduite pr�e
�edant R

1;n+1

=S

1;n+1

. Ce
i termine la d�emonstration du

lemme 4.

Nous pouvons maintenant d�e
rire, en partie, la stru
ture de la suite des

quotients partiels du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

q

. Nous introduisons




i;n

, pour n � 0 et pour 1 � i � q, 
omme �etant la suite des quotients partiels

d�e�nissant la r�eduite R

i;n

=S

i;n

. Ainsi

R

i;n

=S

i;n

= [0;


i;n

℄ et 


i;n

= a

1

; :::::::; a

m(i;n)

pour n � 0 et 1 � i � q:

Nous pouvons d�e
rire 


1;1

and 


1;2

. Nous avons R

1;n

=S

1;n

= (P

n

=Q

n

)

r

, d'apr�es

(17). Puis R

1;1

=S

1;1

= (P

1

=Q

1

)

r

= 1=T

r

, par (6), don
 


1;1

= a

1

= T

r

. D'autre

part , ave
 (6) et les notations du lemme 3, nous avons

R

1;2

=S

1;2

= (P

2

=Q

2

)

r

= T

qr

=(T

q+1

+ 1)

r

= �

q

(T

r

):

Par 
ons�equent l'�egalit�e (10) entrâ�ne

(19) 


1;2

= T

r

; 2T

r

; 2T

r

; ::::; 2T

r

; T

r

(q + 1 termes).

Observons que, pour n � 1, nous avons m(1; n) < m(2; n) < ::::: < m(q; n). En

e�et jS

i+1;n

j > jS

i;n

j, 
ar jS

i;n

j = jQ

n

j

ir

et jQ

n

j > 1, pour n � 1. Alors, d'apr�es

les r�esultats obtenus dans le lemme 4, nous pouvons �e
rire :
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2;n

= 


1;n

; �

1;n

T

r

;�

2;n




3;n

= 


1;n

; �

1;n

T

r

;�

2;n

; �

2;n

T

r

;�

3;n

:::::




q;n

= 


1;n

; �

1;n

T

r

;�

2;n

; ::::::; �

q�1;n

T

r

;�

q;n

et en�n, 
omme a

m(1;n+1)

= a

m(q;n)+1

= �

q;n

T

r

d'apr�es (18), nous pouvons �e
rire,

pour n � 1,

(19)

0




1;n+1

= 


1;n

; �

1;n

T

r

;�

2;n

; ::::::; �

q�1;n

T

r

;�

q;n

; �

q;n

T

r

o�u les �

i;n

2 K

�

et les �

i;n

sont des suites �nies d'�el�ements de K[T ℄. (Pour n = 1,

les suites �

i;1

sont vides.)

Nous allons voir que 
ette des
ription peut être am�elior�ee.. Auparavant nous

devons introduire les notations suivantes.

Si 
 = x

1

; x

2

; :::; x

k

est une suite de polynômes, nous notons

e


 la suite

obtenue en inversant l'ordre des termes de 
, i.e.

e


 = x

k

; x

k�1

; :::; x

1

. De plus, si

� est un �el�ement non nul de K, nous �e
rivons �
 pour �x

1

; �

�1

x

2

; ::::; �

(�1)

k�1

x

k

.

Observons que si [
℄ repr�esente l'�el�ement de K(T ) qui a pour d�eveloppement en

fra
tion 
ontinue 
, nous avons �[
℄ = [�
℄.

Nous pouvons maintenant prouver le r�esultat suivant :

LEMME III.5. Il existe une suite (�

n

)

n�1

d'�el�ements non nuls de K, telle que

(20) a

m(1;n)�k

= �

(�1)

k

n

a

k+1

pour tout (k; n) ave
 0 � k � m(1; n)� 1 et n � 1

De plus nous avons pour n � 2

(21)

(

�

q;n

�

q;n

T

r

= �

�1

n+1

e




1;n

�

q�i;n

= �

�1

n+1

e

�

i+1;n

for 1 � i � r � 2;

�

q;n

= �

�1

n+1

�

q�i;n

= �

�1

n+1

�

i;n

for 1 � i � r � 1:

Preuve . D'apr�es (17) et (18), nous pouvons �e
rire

(22) U

m(1;n)

= �

0

n

P

r

n

V

m(1;n)

= �

0

n

Q

r

n

et

(23) U

m(1;n)�1

= �

00

n

P

q

n�1

Q

r�1

n

V

m(1;n)�1

= �

00

n

P

r

n

o�u �

0

n

et �

00

n

sont des �el�ements non nuls de K. Nous posons �

n

= �

0

n

=�

00

n

.

D'apr�es la d�e�nition de V

k

, pour tout k � 1, nous avons V

k

=V

k�1

= [a

k

; a

k�1

; :::; a

1

℄,

don
 nous pouvons �e
rire V

m(1;n)

=V

m(1;n)�1

= [a

m(1;n)

; a

m(1;n)�1

; :::; a

1

℄.

d'autre part, par (22) et (23), nous avons

V

m(1;n)

V

m(1;n)�1

= �

n

:

V

m(1;n)

U

m(1;n)

=

�

n

[0; a

1

; ::::a

m(1;n)

℄

= �

n

[a

1

; ::::; a

m(1;n)

℄

par 
ons�equent

[a

m(1;n)

; :::; a

1

℄ = �

n

[a

1

; ::::; a

m(1;n)

℄ = [�

n

a

1

; ::::; �

(�1)

i�1

n

a

i

; :::; �

(�1)

m(1;n)�1

n

a

m(1;n)

℄
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Ce
i entrâ�ne (20) et se r�esume par

e




1;n

= �

n




1;n

.

Pour n � 1, nous posons 


1;n

= a

1

;�

1;n

= T

r

;�

1;n

. Ainsi, pour n � 1,

(19)

0

s'�e
rit

(24) 


1;n+1

= T

r

;�

1;n

; �

1;n

T

r

;�

2;n

; �

2;n

T

r

; :::::;�

q;n

; �

q;n

T

r

:

Pour toute suite de polynômes non nuls, nous d�e�nissons son degr�e 
omme �etant

la somme des degr�es de ses termes. Nous avons deg 


1;n

= deg S

1;n

= rdeg Q

n

et,

pour 2 � i � q, deg S

i;n

�deg S

i�1;n

= rdeg Q

n

. D'apr�es (6), nous avons deg Q

n

=

qdeg Q

n�1

+ 1 et deg Q

0

= 0, il en r�esulte deg Q

n

= (q

n

� 1)=(q � 1). Posons

!

n

= rqdeg Q

n�1

, alors nous obtenons deg 


1;n

= !

n

+ r et deg �

1;n

= !

n

. Aussi,

pour 2 � i � q, deg �

i;n

= !

n

. Si nous �e
rivons la suite des degr�es des 
omposantes

�a droite de (24), nous obtenons la suite, de 2q + 1 termes : r; !

n

; r; !

n

; :::::; r; !

n

; r.

Comme 
ette suite est un palindrome et

e




1;n+1

= �

n+1




1;n+1

, la relation (20) entre

deux termes sym�etriques par rapport au 
entre de 


1;n+1

se transmet entre deux

blo
s sym�etriques par rapport �a 
e 
entre. Alors il est 
lair que

�

q;n

�

q;n

T

r

= �

�1

n+1

e




1;n

;�

q�1;n

= �

�1

n+1

e

�

2;n

; ::::;�

r+1;n

= �

�1

n+1

e

�

r�1;n

et aussi

�

q;n

T

r

= �

�1

n+1

T

r

; �

q�1;n

T

r

= �

�1

n+1

�

1;n

T

r

; :::::::; �

r;n

T

r

= �

�1

n+1

�

r�1;n

T

r

:

Ce
i est (21), ainsi le lemme 5 est prouv�e.

Nous pouvons remarquer que si �

n

= 1 alors la suite 


1;n

est un palindrome. Ce
i

est, de fait, le 
as si m(1; n) est impair : En e�et si m(1; n) = 2l + 1, alors (20)

implique a

l+1

= �

(�1)

l

n

a

l+1

et par 
ons�equent �

n

= 1. Remarquons en�n que nous

avons �evidemment �

1

= 1 et, 
omme 


1;2

est un palindrome d'apr�es (19), nous

avons aussi �

2

= 1.

Comme nous l'avons indiqu�e au d�ebut de 
e paragraphe, dans le 
as g�en�eral,

nous n'avons pas obtenu une des
ription 
ompl�ete du d�eveloppement en fra
tion


ontinue de �

q

(Voir la remarque suivant le th�eor�eme III.1. 
i dessous). Le 
as

q = 3, premi�ere valeur de q possible, est tr�es parti
ulier.

Si q = 3 alors K = F

3

et r = 2. Dans 
e 
as nous avons �

�1

= � si � 2 K

�

.

Alors (20) devient

(20)

0

a

m(1;n)�k

= �

n

a

k+1

pour 0 � k � m(1; n)� 1 et n � 1:

D'apr�es le lemme 5, (24) devient

(24)

0




1;n+1

= 


1;n

; �

1;n

T

2

;�

2;n

; �

n+1

�

1;n

T

2

; �

n+1

e




1;n

:

Dans 
e 
as, nous allons voir que le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

3

est


ompl�etement expli
it�e. Nous prouvons le r�esultat dej�a obtenu par M. Bu
k et D.

Robbins dans [3℄.
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TH

�

EOR

�

EME III.1. Soit �

�

3

la solution, dans F

3

((T

�1

)), de l'�equation

x = (1=T )(1� x

2

)

2

:

Soit (


n

)

n�1

la suite de suites �nies d'�el�ements de F

3

[T ℄, d�e�nie par




1

= T 


2

= T; 2T; 2T; T et 


n+1

= 


n

; 2T;


(3)

n�1

; 2T;


n

pour n � 2

ave
 


(3)

n�1

repr�esentant la suite obtenue en �elevant au 
ube 
haque terme de 


n�1

.

Soit 


1

la suite 
ommen�
ant par 


n

, pour tout n.

Alors le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de �

�

3

est donn�e par

�

�

3

= [0;


1

℄:

Preuve . Compte tenu du lien entre �

3

et �

�

3

et ave
 les r�esultats et notations

ant�erieurs, il suÆt de prouver que l'identit�e (24)

0

s'�e
rit

(25) 


1;n+1

= 


1;n

; 2T

2

;


(3)

1;n�1

; 2T

2

;


1;n

pour n � 2:

Soit n un entier, ave
 n � 2. D'abord nous allons d�eterminer �

2;n

. Nous

avons U

m(1;n)

=V

m(1;n)

= [0;


1;n

℄, U

m(1;n)+1

=V

m(1;n)+1

= [0;


1;n

; �

1;n

T

2

℄ et

U

m(2;n)

=V

m(2;n)

= [0;


1;n

; �

1;n

T

2

;�

2;n

℄ . Si nous notons x

2;n

, l'�el�ement de K(T )

d�e�ni par [�

2;n

℄, alors il est un fait 
lassique que nous avons

(26)

U

m(2;n)

V

m(2;n)

=

x

2;n

U

m(1;n)+1

+ U

m(1;n)

x

2;n

V

m(1;n)+1

+ V

m(1;n)

:

Nous savons que U

m(2;n)

=V

m(2;n)

= R

2;n

=S

2;n

. Nous avons R

2

(T ) = 2T , S

2

(T ) =

2T

2

+ 1 et aussi R

0

2

(T ) = uR

2

(uT ) = �2T , S

0

2

(T ) = S

2

(uT ) = �2T

2

+ 1. Il en

r�esulte que R

2;n

=S

2;n

= P

2

n

Q

2

n

=(Q

4

n

+ (�1)

n

). Nous posons

(27) P

0

= P

2

n

Q

2

n

et Q

0

= Q

4

n

+ (�1)

n

:

Alors la formule (26) peut être invers�ee, et par (22), nous obtenons

(26)

0

x

2;n

= �

0

n

P

2

n

Q

0

�Q

2

n

P

0

V

m(1;n)+1

P

0

� U

m(1;n)+1

Q

0

:

Il faut d�eterminer U

m(1;n)+1

=V

m(1;n)+1

. Nous utilisons le fait que R

3;n�1

=S

3;n�1

et

R

1;n

=S

1;n

sont, d'apr�es le lemme 4, les deux r�eduites pre
�edant 
elle-
i.

Ainsi, nous 
onsid�erons les polynômes P et Q de K[T ℄, d�e�nis par

(28) P = 2T

2

P

2

n

+ P

3

n�1

Q

n

et Q = 2T

2

Q

2

n

+ P

2

n

:

Nous appliquons le lemme 2, pour montrer que P=Q est une r�eduite de �

3

. D'abord

nous avons deg Q = 2deg Q

n

+ 2 et don
 Q 6= 0. D'apr�es (28) et (6), nous

avons PQ

2

n

�QP

2

n

= P

3

n�1

Q

3

n

�P

4

n

= P

3

n�1

Q

3

n

�P

3

n

Q

3

n�1

= (�1)

n

, ainsi (P;Q) = 1.

Comme 2deg Q

n

+2 < 2deg Q

n+1

pour n � 2, la premi�ere partie de la 
ondition (8),
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i.e. jQj < jQ

n+1

j

2

, est satisfaite. Montrons que jPQ

2

n+1

�QP

2

n+1

j < jQ

n+1

j

2

=jQj ,

l'est aussi. Nous posons

X

1

= Q

2

n+1

P

2

n

�Q

2

n

P

2

n+1

et X

2

= P

3

n�1

Q

n

Q

2

n+1

� P

2

n

P

2

n+1

:

D'apr�es (28), il vient PQ

2

n+1

�QP

2

n+1

= 2T

2

X

1

+X

2

. Comme P

n+1

Q

n

�Q

n+1

P

n

= (�1)

n

, et ave
 (6), nous avons

X

1

= (�1)

n+1

(2Q

n

P

n+1

+ (�1)

n+1

) = (�1)

n+1

(2Q

4

n

+ (�1)

n+1

) = (�1)

n

Q

4

n

+ 1

puis

X

2

= Q

2

n+1

P

3

n�1

Q

n

� P

2

n+1

P

2

n

= (Q

n+1

=Q

n

)

2

((�1)

n

+ P

4

n

)� P

2

n+1

P

2

n

X

2

= (Q

n+1

=Q

n

)

2

(�1)

n

+ (P

n

=Q

n

)

2

X

1

X

2

= ((Q

n+1

=Q

n

)

2

+ (P

n

Q

n

)

2

)(�1)

n

+ (P

n

=Q

n

)

2

:

Nous posons X = PQ

2

n+1

�QP

2

n+1

. Comme X = 2T

2

X

1

+X

2

, nous avons

X = 2T

2

+ (�1)

n

(2T

2

Q

4

n

+ (Q

n+1

=Q

n

)

2

+ (P

n

Q

n

)

2

+ (�1)

n

(P

n

=Q

n

)

2

)

X = 2T

2

+ (�1)

n

(2T

2

Q

4

n

+ (TQ

2

n

+ P

3

n

=Q

n

)

2

+ (P

n

=Q

n

)

2

(Q

4

n

+ (�1)

n

))

Comme Q

4

n

� TP

n

Q

3

n

� P

4

n

= P

n+1

Q

n

�Q

n+1

P

n

= (�1)

n

, il vient

X = 2T

2

+ (�1)

n

(2TQ

n

P

3

n

+ P

6

n

=Q

2

n

+ (P

n

=Q

n

)

2

(2Q

4

n

� TP

n

Q

3

n

� P

4

n

))

X � 2T

2

= (�1)

n

(TQ

n

P

3

n

+ 2P

2

n

Q

2

n

) = (�1)

n+1

P

2

n

Q

n

P

3

n�1

:

Vu que, pour n � 2, jP

3

n�1

j < jQ

n

j et jP

n

j < jQ

n

j, 
ette �egalit�e implique

jXj < jQ

n

j

4

=

jQ

n+1

j

2

jQj

don
 (8) est satisfait. Par 
ons�equent P=Q est une r�eduite de �

3

, et, 
omme

deg Q =deg V

m(1;n)

+2 et �

3

2 F

3

((T

�2

)), il s'agit de 
elle qui suit U

m(1;n)

=V

m(1;n)

.

Nous pouvons don
 �e
rire

(29) U

m(1;n)+1

= �

n

P and V

m(1;n)+1

= �

n

Q

o�u �

n

est un �el�ement inversible de F

3

. Par (22), (23), (28), et �

�1

= � pour � 2 F

�

3

,

la premi�ere �egalit�e de (29) peut s'�e
rire

a

m(1;n)+1

U

m(1;n)

+ U

m(1;n)�1

= �

n

�

0

n

2T

2

U

m(1;n)

+ �

n

�

00

n

U

m(1;n)�1

:

Comme nous avons deg U

m(1;n)

>deg U

m(1;n)�1

, il en r�esulte que a

m(1;n)+1

=

�

n

�

0

n

2T

2

et �

n

�

00

n

= 1 , i.e. �

n

= �

00

n

. Alors, ave
 �

0

n

�

00

n

= �

n

, nous obtenons

(30) a

m(1;n)+1

= �

n

2T

2

:

Maintenant revenons �a l'�egalit�e (26)

0

. Par (29), ave
 �

n

= �

00

n

et �

0

n

�

00

n

= �

n

,

(26)

0

implique

(31) x

2;n

= �

n

P

2

n

Q

0

�Q

2

n

P

0

QP

0

� PQ

0

:
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Ce
i nous permet de 
al
uler x

2;n

. Par (27) et (6),

P

2

n

Q

0

�Q

2

n

P

0

= P

2

n

(Q

4

n

+ (�1)

n

)�Q

2

n

P

2

n

Q

2

n

= (�1)

n

P

2

n

= (�1)

n

Q

6

n�1

:

Par (27), (28), et (6),

QP

0

� PQ

0

= P

2

n

Q

2

n

(2T

2

Q

2

n

+ P

2

n

)� (Q

4

n

+ (�1)

n

)(2T

2

P

2

n

+ P

3

n�1

Q

n

)

QP

0

� PQ

0

= P

4

n

Q

2

n

�Q

5

n

P

3

n�1

� (�1)

n

(2T

2

P

2

n

+ P

3

n�1

Q

n

)

QP

0

� PQ

0

= Q

2

n

(P

n

Q

n�1

�Q

n

P

n�1

)

3

+ (�1)

n

(T

2

P

2

n

�Q

2

n

+ TQ

n

P

n

)

QP

0

� PQ

0

= (�1)

n

(T

2

P

2

n

+Q

2

n

+ TQ

n

P

n

)

QP

0

� PQ

0

= (�1)

n

(Q

n

� TP

n

)

2

= (�1)

n

P

6

n�1

Alors (31) entrâ�ne

(32) x

2;n

= �

n

(Q

n�1

=P

n�1

)

6

:

D'autre part nous avons

[a

1

; ::::; a

m(1;n�1)

℄ = 1=[0; a

1

; ::::; a

m(1;n�1)

℄ = 1=(P

n�1

=Q

n�1

)

2

= (Q

n�1

=P

n�1

)

2

et, 
omme K = F

3

, il vient

�

n

(Q

n�1

=P

n�1

)

6

= [�

n

a

3

1

; ::::; �

n

a

3

m(1;n�1)

℄:

Don
, d'apr�es (32) et x

2;n

= [�

2;n

℄, nous obtenons

(33) �

2;n

= �

n

a

3

1

; ::::; �

n

a

3

m(1;n�1)

:

D'apr�es (30) et (33), nous pouvons �e
rire (24)

0

de la fa�
on suivante

(34) 


1;n+1

= 


1;n

; �

n

2T

2

; �

n

a

3

1

; ::::; �

n

a

3

m(1;n�1)

; �

n+1

�

n

2T

2

; �

n+1

e




1;n

Alors le lemme 5 et la formule (20)

0

montrent que nous avons �a la fois �

n

a

3

m(1;n�1)

=

�

n+1

�

n

a

3

1

, 
'est-�a-dire a

m(1;n�1)

= �

n+1

a

1

et a

m(1;n�1)

= �

n�1

a

1

. Il s'en suit que

�

n+1

= �

n�1

pour tout n � 2. Comme �

2

= �

1

= 1, il en r�esulte que �

n

= 1 pour

tout n � 1. Finallement, d'apr�es (20)

0

, la suite 


1;n

est un palindrome pour tout

n � 1, et don


e




1;n

= 


1;n

. Ainsi (34) devient (25) pour n � 2, et le th�eor�eme est

prouv�e.

Remarque. Nous avons observ�e le d�ebut du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de

�

q

, �a l'aide de l'ordinateur, pour q � 27. Dans tous les 
as et pour les valeurs de n

que nous avons pu atteindre, nous avons

�

n

= 1; �

q;n

= 1; �

i;n

= 2 pour 1 � i < q et �

r;n

= �

(q)

1;n�1


omme 
ela est le 
as pour q = 3. Ainsi, pour q > 3, nous pouvons 
onje
turer que

(19)

0

devient




1;n+1

= 


1;n

; 2T

r

;�

2;n

; ::::;�

r�1;n

; 2T

r

;


(q)

1;n�1

; 2T

r

;

e

�

r�1;n

; :::;

e

�

2;n

; 2T

r

;


1;n
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ou en
ore

(C) 


1;n+1

= 


1;n

; J

n+1

(q);


(q)

1;n�1

;

^

J

n+1

(q);


1;n

o�u J

n+1

(q) = 2T

r

;�

2;n

; ::::;�

r�1;n

; 2T

r

pour n � 2. Il reste �a d�e
rire, si possible, la

stru
ture de la suite (J

n

(q))

n�2

, dont la 
omplexit�e augmente ave
 q. Nous n'avons

pas pu faire de 
onje
tures �a 
e sujet, �a partir des donn�ees obtenues par ordinateur.

(Voir la remarque suivant le th�eor�eme III.2.)

La 
onnaissan
e, par le th�eor�eme III.1, du d�eveloppement en fra
tion 
on-

tinue de �

�

3

, nous permet d'en d�eduire ses propri�et�es d'approximation par les ra-

tionnels. La \parti
ularit�e" de 
et �el�ement est de se 
omporter, du point de vue de

l'approximation rationnelle, 
omme \l'immense majorit�e" des �el�ements alg�ebriques

de K((T

�1

)) : un exposant d'approximation �egal �a 1 et une suite de quotients

partiels non born�ee. Bien que 
e 
as soit apparemment et statistiquement le

plus r�epandu, il ne semble pas fa
ile �a mettre en �eviden
e sans la 
onnaissan
e


ompl�ete du d�eveloppement en fra
tion 
ontinue. Observons que 
et exemple sem-

ble être le premier �el�ement alg�ebrique pour lequel on a pu prouver que l'exposant

d'approximation est �egal �a 1, hormis les 
as o�u les quotients partiels sont born�es.

Nous avons don
 le r�esultat suivant :

TH

�

EOR

�

EME III.2. Soit �

�

3

la solution, dans F

3

((T

�1

)), de l'�equation

x = (1=T )(1� x

2

)

2

alors nous avons �(�

�

3

) = 1 et B(�

�

3

; 1) = 0:

Plus pr�e
is�emment, il existe des 
onstantes r�eelles expli
ites �

1

et �

2

telles

que pour 
ertains rationnels P=Q ave
 jQj arbitrairement grand, nous avons

(35) j�

�

3

� P=Qj � jQj

�(2+�

1

=

p

deg Q )

et, pour tous les rationnels P=Q ave
 jQj suÆsamment grand , nous avons

(36) j�

�

3

� P=Qj � jQj

�(2+�

2

=

p

deg Q )

:

(On peut prendre �

1

= 2=

p

(3) et �

2

> 2=

p

(3).)

Preuve . Soit � un �el�ement irratinnel de K((T

�1

)), dont le d�eveloppement en

fra
tion 
ontinue est donn�e par � = [a

0

; a

1

; a

2

; ::::; a

n

; :::℄ o�u a

k

2 K[T ℄ pour k � 0

et deg a

k

> 0 pour k > 0. Pour k > 0, nous posons

d

k

= deg a

k

P

k

=Q

k

= [a

0

; :::; a

k

℄

et pour k > 1,

v

k

= d

k

=deg Q

k�1

= d

k

=(

X

0<i<k

d

i

):
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Comme (P

k

=Q

k

)

k�0

est la suite des r�eduites de �, nous avons

j�� P

k

=Q

k

j = jQ

k

Q

k+1

j

�2

= ja

k+1

j

�1

jQ

k

j

�2

= jQ

k

j

�(2+v

k+1

)

:

Rappelons que �(�) = 1, est �equivalent �a :

Pour tout � > 0, il existe une 
onstante r�eelle positive C, d�ependant de � et de �,

telle que, pour tout P=Q 2 K(T ),

j�� P=Qj � CjQj

�(2+�)

et aussi B(�; 1) 6= 0 est �equivalent �a :

Il existe une 
onstante r�eelle positive C, d�ependant de �, telle que, pour tout

P=Q 2 K(T ),

j�� P=Qj � CjQj

�2

:

Nous pouvons observer que, du fait que les rationnels P

k

=Q

k

sont les meilleures

approximations de �, nous avons �(�) = 1, si et seulement si lim sup

k�1

v

k

= 0, et

aussi B(�; 1) 6= 0 si et seulement si la suite (d

k

)

k�0

est born�ee.

Il est 
lair qu'il suÆt, pour �etablir le th�eor�eme, de d�emontrer les in�egalit�es (35) et

(36).

Nous partons de la suite des quotients partiels du d�eveloppement en fra
tion


ontinue de �

�

3

, telle qu'elle est d�e
rite dans le th�eor�eme III.1. Il r�esulte de la

d�e�nition par r�e
urren
e de la suite (


n

)

n�0

que tous les quotients partiels sont

des monômes et tous ont une puissan
e de 3 
omme degr�e. Nous introduisons, pour


haque n � 1, la suite 


�

n

des degr�es des �el�ements de 


n

. Nous obtenons




�

1

= 1; 


�

2

= 1111; 


�

3

= 11111311111

A partir de la relation de r�e
urren
e d�e�nissant (


n

)

n�1

, nous voyons, par r�e
uren
e

sur k, que

sup


�

2k+2

= sup


�

2k+1

= 3

k

pour k � 0

il s'en suit que, pour k � 0, 2k+ 1 est le plus petit entier n tel que 3

k

appartient �a




�

n

.

D'autre part 
ette même relation de r�e
urren
e montre, par indu
tion sur k, que




�

2k+1

a un nombre impair de termes, ave
 3

k


omme terme 
entral et aussi la suite




�

2k+1

est r�eversible. Pour i � 1, nous d�e�nissons k

i

= inffk � 1= d

k

= 3

i

g. Alors

tout 
ela entrâ�ne

(37)

X

a

k

2


2i+1

d

k

= 3

i

+ 2

X

k<k

i

d

k

:

Maintenant, pour n � 1, nous posons D

n

=

P

a

k

2


n

d

k

. Alors nous obtenons, �a

partir de la relation de r�e
urren
e d�e�nissant (


n

)

n�1

,

(38) D

1

= 1; D

2

= 4; D

n+1

= 2D

n

+ 3D

n�1

+ 2 pour n � 1:

Il est fa
ile de voir que la suite ((3

n

� 1)=2)

n�1

est 
elle qui est d�e�nie par (38).

(On aurait pu obtenir 
e r�esultat di��eremment : en e�et nous avons D

n

= deg 


n

.

En tenant 
ompte du lien entre �

q

et �

�

q

, et de 
e qui a �et�e vu au lemme 5, nous

avons

D

n

= (1=r)deg 


1;n

= (1=r)deg S

1;n

= deg Q

n

= (q

n

� 1)=(q � 1)
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ave
 q = 3.)

Ainsi, si (U

k

=V

k

)

k�0

est la suite des r�eduites de �

�

3

, la relation (37) entrâ�ne, pour

i � 1,

deg V

k

i

�1

=

X

k<k

i

d

k

= (D

2i+1

� 3

i

)=2 = (3

2i+1

� 2:3

i

� 1)=4

et don
 3

i

� (2=

p

3)

p

deg V

k

i

�1

, ou en
ore

jT j

�3

i

� jV

k

i

�1

j

�2=

p

3deg V

k

i

�1

:

D'autre part, pour i � 1, nous avons

j�

�

3

� U

k

i

�1

=V

k

i

�1

j = jT j

�3

i

jV

k

i

�1

j

�2

nous voyons don
 que l'in�egalit�e (35) est satisfaite pour P=Q = U

k

i

�1

=V

k

i

�1

et

pour i � 1, ave
 �

1

= 2=

p

3.

De plus si U

k

=V

k

est une r�eduite de �

�

3

, alors

deg V

k

i

�1

� deg V

k

< deg V

k

i+1

�1

entrâ�ne j�

�

3

� U

k

=V

k

j � jT j

�3

i

jV

k

j

�2

:

Comme 3

i

=

p

deg V

k

i

�1


onverge vers 2=

p

3, si �

2

> 2=

p

3, alors, pour i assez

grand nous avons 3

i

< �

2

p

deg V

k

i

�1

� �

2

p

deg V

k

. Par 
ons�equent (36) est

satisfaite pour U

k

=V

k

ave
 k assez grand et, vu que les r�eduites sont les meilleures

approximations rationnelles, aussi pour tout P=Q ave
 jQj assez grand. Ainsi le

th�eor�eme est d�emontr�e.

Remarque. Dans le 
as g�en�eral, ave
 la 
onje
ture (C), on peut appliquer le même

raisonnement et obtenir la même 
on
lusion pour �

�

q

. Pour 
ela il faut que le degr�e

q

k

apparaisse au 
entre de 


�

2k+1

et soit le plus grand degr�e de 
ette suite. Ce
i est

r�ealis�e si les termes de la suite J

n

(q) n'ont pas un trop grand degr�e en T

r

. Notons

j

0

n

(q) le plus grand degr�e en T

r

des termes de J

n

(q), alors il faut j

0

2k+1

(q) < q

k

et j

0

2k+2

(q) � q

k

, pour k � 0. (Ave
 
es hypoth�eses, le th�eor�eme pr�e
�edent se

transpose �a �

�

q

en rempla�
ant la 
onstante 2=

p

3 par

p

2(q � 1)=q). Observons que

si j

0

n

(q) n'est pas tr�es grand, alors le nombre de termes dans J

n

(q) doit 
rô�tre ave


n, vu que le degr�e de J

n

(q) augmente ave
 n. Dans 
ette dire
tion nous avons

observ�e les donn�ees suivantes 
on
ernant J

n

(q) :

Table donnant le nombre de termes de J

n

(q) et (entre parenth�eses) le plus haut

degr�e (en T

r

) de 
es termes.

n=q 5 7 9 11 13

3 5(3) 13(3) 21(5) 35(5) 49(7)

4 22(3) 93(3) 154(9) 413(5) 754(7)

5 99(7) 599(7) 1239(15)

n=q 17 19 23 25 27

3 85(9) 111(9) 167(11) 193(13) 231(13)

4 1844(9) 2677(9)
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Il existe une autre raison pour penser que �(�

q

) = �(�

�

q

) = 1, pour toute

puissan
e q d'un nombre premier impair p, 
omme 
ela est le 
as pour q = 3.

Si nous repla�
ons l'�el�ement �

q

parmi les �el�ements �

k

q

pour 1 � k � r, nous pouvons

voir, 
omme nous l'avons fait pour �

q

(Lemme 1), que (P

n

=Q

n

)

k

est une r�eduite de

�

k

q

, d�es que k et p sont premier entre eux. Par 
ons�equent, dans 
e 
as, l'exposant

d'approximation de �

k

q

est sup�erieur ou �egal �a (q+1)=k�1. Il est permis de penser

que 
et exposant d'approximation est en fait �egal �a (q+1)=k�1 (i.e. il n'existe pas

d' approximations de �

k

q

essentielement meilleures que (P

n

=Q

n

)

k

, en 
ons�equen
e

�(�

q

) = 1). Observons que 
ela est prouv�e pour (q + 1)=k assez grand, 
omme

appli
ation de la proposition III.4 . On peut se demander si dans 
e 
as l�a, ou

mieux pour une 
lasse assez large d'�el�ements alg�ebriques de K((T

�1

)), il ne serait

pas possible de prouver que l'exposant d'approximation est 1, sans avoir re
ours au

d�eveloppement en fra
tion 
ontinue.

x3. Le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de l'exemple de K. Mahler.

En 1949, K. Mahler [7℄, a introduit l'exemple d'un �el�ement de F

p

((T

�1

))

que nous avons d�ej�a mentionn�e �a plusieurs reprises. Pour 
et �el�ement le th�eor�eme

de Liouville est optimal. Ce dernier paragraphe est 
onsa
r�e �a la des
ription du

d�eveloppement en fra
tion 
ontinue de 
et �el�ement. Pour 
e faire, nous utilisons

une m�ethode inspir�ee par 
elle qui a �et�e employ�ee par M. Bu
k et D. Robbins

pour prouver le th�eor�eme III.1 (voir [3℄). Cependant nous pouvons observer que


et �el�ement �etant de type Homographie-Frobenius, son d�eveloppement en fra
tion


ontinue pourrait s'obtenir en utilisant la m�ethode introduite par W. Mills et D.

Robbins dans [11℄.

Nous avons le r�esultat suivant :

THEOREME III.3. Soit p un nombre premier, q = p

s

ave
 s 2 N

�

,q > 2, et

K = F

p

. Soit � l'�el�ement de K((T

�1

)), de�ni par

(1) � = 1=T + �

q

et j�j = jT j

�1

:

Nous d�e�nissons la suite (


n

)

n>0

de suites �nies d'�el�ements de K[T ℄, par la relation

de r�e
urren
e suivante :

(R

1

) 


1

= T 


n

= 


n�1

;�T

(q�2)q

n�2

;�

e




n�1

pour n � 2

o�u

e




n

= a

m

; a

m�1

; ::::; a

1

et �


n

= �a

1

;�a

2

; ::::;�a

m

, si 


n

= a

1

; a

2

; ::::; a

m

.

Soit 


1

la suite in�nie 
ommen�
ant par 


n

pour tout n � 1 . Alors le d�eveloppement

en fra
tion 
ontinue de � est [0; 


1

℄.

Preuve . Nous allons montrer que si �, �el�ement de K((T

�1

)), a un d�eveloppement

en fra
tion 
ontinue donn�e par � = [0; 


1

℄ = [0; a

1

; a

2

; :::; a

n

; :::℄ alors il satisfait

(1). Observons que j�j = jT j

�1

, puisque a

1

= T .

Consid�erons la matri
e 
arr�ee A

k

, �a 
oeÆ
ients dans K[T ℄, d�e�nie pour k > 0, par

A

k

=

�

0 1

1 a

k

�

:
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Nous savons que si (p

n

)

n�0

et (q

n

)

n�0

sont les suites usuelles de polynômes, telles

que p

n

=q

n

= [0; a

1

; a

2

; :::; a

n

℄, alors nous avons

Y

1�k�n

A

k

=

�

p

n�1

p

n

q

n�1

q

n

�

:

Soit m(n) la longueur de la suite 


n

. Nous pouvons ainsi asso
ier �a 
haque 


n

,

une matri
e 
arr�ee M

n

, �a 
oeÆ
ients dans K[T ℄, d�e�nie, pour tout n > 0, par

(2) M

n

=

Y

1�k�m(n)

A

k

Nous remarquons, d'apr�es la relation de r�e
urren
e (R

1

), que 
haque a

k

est un

monôme de K[T ℄, de degr�e impair, i.e. a

k

(�T ) = �a

k

(T ). Ce
i entrâ�ne que

si M

n

(T ) est la matri
e asso
i�ee �a 


n

, alors M

n

(�T ) est 
elle qui est asso
i�ee �a

�


n

. D'autre part les matri
es A

k

�etant sym�etriques, nous voyons que la matri
e

transpos�ee de M

n

, not�ee

f

M

n

, est 
elle qui est asso
i�ee �a

e




n

. De sorte que (R

1

)

devient

(R

2

) M

1

=

�

0 1

1 T

�

et M

n

(T ) =M

n�1

(T )

�

0 1

1 �T

(q�2)q

n�2

�

f

M

n�1

(�T )

pour n � 2.

Maintenant nous allons �etablir que la matri
e M

n

a, pour tout n � 1, la forme

suivante :

(3) M

n

=

�

u

n

1 + v

n

1� v

n

w

n

�

o�u u

n

; v

n

et w

n

sont des polynômes de K[T ℄, ave
 u

n

et w

n

impairs, v

n

pair.

L'�egalit�e (2) montre que det(M

n

) = (�1)

m(n)

= �1, puisque m(n) est impair : en

e�et, d'apr�es (R

1

) nous avons m(n) = 2m(n� 1) + 1.

Nous faisons une d�emonstration par r�e
urren
e sur n. Le r�esultat est vrai si n = 1,

ave
 u

1

= 0, v

1

= 0 et w

1

= T . Supposons le vrai pour n, alors d'apr�es (R

2

) et (3)

nous avons

M

n+1

=

�

u

n

1 + v

n

1� v

n

w

n

��

0 1

1 �T

(q�2)q

n�1

��

�u

n

1� v

n

1 + v

n

�w

n

�

:

Par (3) nous obtenons det(M

n

) = u

n

w

n

� (1� v

2

n

) = �1, et don
 nous avons

(4) u

n

w

n

+ v

2

n

= 0:

Par multipli
ation, et en utilisant (4), nous obtenons :

M

n+1

=

�

�T

(q�2)q

n�1

(1 + v

n

)

2

1 + w

n

T

(q�2)q

n�1

(1 + v

n

)

1� w

n

T

(q�2)q

n�1

(1 + v

n

) w

2

n

T

(q�2)q

n�1

�

:

Ainsi M

n+1

a la forme d�esir�ee, ave
 :
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(5)

8

>

>

<

>

>

:

w

n+1

= w

2

n

T

(q�2)q

n�1

v

n+1

= w

n

T

(q�2)q

n�1

(1 + v

n

)

u

n+1

= �T

(q�2)q

n�1

(1 + v

n

)

2

:

Ces relations montrent que u

n+1

et w

n+1

sont impairs et v

n+1

est pair. Ainsi les

relations (4) et (5) sont satisfaites, par indu
tion, pour tout n > 0.

La premi�ere �egalit�e de (5) et la 
ondition initiale w

1

= T entrâ�nent

(6) w

n

= T

q

n�1

pour n > 0:

Ave
 (6) la deuxi�eme �egalit�e de (5) devient v

n+1

= T

(q�1)q

n�1

(1 + v

n

), ou en
ore

v

n+1

T

�q

n

= T

�q

n�1

+ v

n

T

�q

n�1

. Comme v

1

= 0, il vient

(6

0

) v

n

= T

q

n�1

(

X

0�k�n�2

T

�q

k

) pour n � 2:

Nous posons z

n

=

P

0�k�n�2

T

�q

k

, pour n � 2, et z

1

= 0. Nous avons

(7) v

n

= w

n

z

n

pour n > 0:

De plus, par (4) et (7) nous avons aussi

(8) u

n

= �w

n

z

2

n

pour n > 0:

En outre, la d�e�nition de z

n

montre que

(9) z

q

n

� z

n

+ T

�1

= w

�1

n

pour n > 0:

Maintenant u

n

=(1�v

n

) et (1+v

n

)=w

n

sont don
 des r�eduites de � pour tout

n > 0, et par 
ons�equent nous avons limu

n

=(1� v

n

) = � et lim(1 + v

n

)=w

n

= �.

Si nous posons

(10) Æ

n

= u

n

=(1� v

n

)� (u

n

=(1� v

n

))

q�1

(1 + v

n

)=w

n

� T

�1

;

alors lim Æ

n

= � � �

q

� T

�1

. Maintenant nous allons voir que lim Æ

n

= 0, 
e
i

montrera que � satisfait (1).

En e�et, par (10), (7) et (8), nous pouvons �e
rire :

Æ

n

(1� v

n

)

q�1

= u

n

(1� v

n

)

q�2

� u

q�1

n

(1 + v

n

)=w

n

� T

�1

(1� v

n

)

q�1

Æ

n

(1� v

n

)

q�1

= �w

n

z

2

n

(1� v

n

)

q�2

� w

q�2

n

z

2q�2

n

(1 + v

n

)� T

�1

(1� v

n

)

q�1

Æ

n

(1� v

n

)

q�1

= X

n

+ Y

n

ave


X

n

= �w

n

z

2

n

(

X

0�k�q�3

�

q � 2

k

�

(�v

n

)

k

)�w

q�2

n

z

2q�2

n

�T

�1

(

X

0�k�q�2

�

q � 1

k

�

(�v

n

)

k

)
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et

Y

n

= �w

n

z

2

n

(�v

n

)

q�2

� w

q�1

n

z

2q�1

n

� T

�1

(�v

n

)

q�1

:

Comme jz

n

j = jT j

�1

pour n > 1, et par (6

0

), (7) nous avons 1 < jv

n

j < jw

n

j ,

nous voyons que 
ha
un des trois termes de X

n

est de valeur absolue inf�erieure �a

jw

n

j

q�2

. D'o�u jX

n

j < jw

n

j

q�2

pour tout n > 1.

D'autre part, par (7) et (9), ave
 (�1)

q

= �1 dans F

p

, nous obtenons :

Y

n

= w

q�1

n

z

q

n

� w

q�1

n

z

2q�1

n

� T

�1

w

q�1

n

z

q�1

n

Y

n

= w

q�1

n

z

q�1

n

(z

n

� z

q

n

� T

�1

)

Y

n

= �w

q�2

n

z

q�1

n

:

Comme jz

n

j = jT j

�1

pour n > 1, nous avons jY

n

j = jw

n

j

q�2

jT j

1�q

pour n > 1. Ainsi

jÆ

n

(1� v

n

)

q�1

j = jX

n

+Y

n

j < jw

n

j

q�2

pour n > 1. Maintenant par (6) et (6

0

) nous

avons jw

n

j = jT j

q

n�1

et j1� v

n

j = jT j

q

n�1

�1

. Il s'en suit que jÆ

n

j < jT j

�q

n�1

+q�1

pour n > 1. Ce
i implique que lim Æ

n

= 0, et termine la d�emonstration du th�eor�eme.
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