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Rappels sur les Chaines de Markov

Définition

Soit Q un espace d’états fini.

Définition

Soit (Xn)s>0 une suite de v.a. a valeurs dans €.
On dit que (Xj) est une chaine de Markov de matrice de
transition Q si pour tout n > 0,

P(Xpi1 =Yy [ Xo = X0,---, Xn = Xn) = Q(Xn, y)

pour tous Xy, ..., Xp, ¥ € Q tels que

]P)(XO:XO,...,Xn:Xn)>O.

A. Leclaire Coupling from the past



Rappels sur les Chaines de Markov

Matrice de transition

Soit (Xj,) une chaine de Markov de matrice de transition Q.
Alors, Q est une matrice vérifiant

X,y €Q, QX y)=P(Xp1 =y | Xn=x).
Plus généralement,

v,y €Q, Qx,y)=PXpk=y|Xn=x).
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Rappels sur les Chaines de Markov

[rréductibilité

Définition
La chaine (ou la matrice Q) est dite irréductible si

Vx,y € Q,3n, Q"(x,y)>0.

Proposition

Pour 2 fini, si la chaine est irréductible, alors elle est
récurrente, c’est-a-dire que presque sdrement, (X,) visite une
infinité de fois tous les états.
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Rappels sur les Chaines de Markov

Loi invariante

Définition
On dit qu’une loi de probabilité p sur 2 est invariante (ou
stationnaire) pour Q si

pPQ=p ie YyeQ > p(x)Qx,y)=py).

XEQ

Cela revient a dire que

Xn~p = Xn+1Np-

Théoreme

Pour 2 fini, si la chaine est irréductible, alors il existe une
unique mesure de probabilité invariante.
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Rappels sur les Chaines de Markov

Apériodicité

Définition
La période de x € Q pour la chaine (X,) est

d(x) =pged{n>0| Q"(x,x) >0} .

Supposons (Xy) irréductible. Alors
@ Tous les points ont la méme période d > 1.
Q Sid=1, alors

vx,y € Q,3n9,Yn>ng, Q"(x,y)>0.

On dit dans ce cas que la chaine est apériodique.
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Rappels sur les Chaines de Markov

Convergence en loi

Théoreme

Pour Q fini, si (Xy) est irréductible apériodique, et si I'on note p
la loi de probabilité invariante, alors quelle que soit la loi initiale
de Xy, on a

Vy €Q, P(Xa=y) ——p(y).

Autrement dit,

V. y€Q, QX.y) ——=p(y).
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Algorithme CFTP

Initialisation : n < 0, Fp =1Id.

Tant que §Fn(Q2) > 1,
@ Générer F,, 1 deloi .
@ Poser Fp, 1 =Fio---oFpoFpiq.
e n+<n+1

Retourner 'unique état de F,(Q).

FIGURE: Algorithme CFTP
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Conditions de coalescence

Au tableau...
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Exemple de CFTP monotone
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Exemple de CFTP monotone
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Exemple de CFTP monotone
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Algorithme CFTP monotone

Initialisation N« 0, Fo=1d.

Tant que F,(0) # Fn(1),
@ Générer F,, 1 deloi .
@ Poser Fp, 1 =Fio---oFpoFpiq.
e n+<n+1

Retourner 'unique état de F,(Q).

FIGURE: Algorithme CFTP monotone
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Simulation de v.a. binomiales

On veut simuler une v.a. X sur {0,..., k} de loi

p(x) = (’;) (1 — )% (re(0,1)).

On considére la matrice de transition Q défini par

B p(x—1) B (1-=r)x
C?()(’)(71)7p(x)—s-p(x—1) T rtk—x+1)+(1-n)x
Qx,x+1) = px+1) r(k = x)

p(xX)+px+1) rk—x)+(1—-r)(x+1)
Qx,x)=1-Q(x,x—1)—Q(x,x+1).

On simule une application de transition F a partir de U ~ 1£(0,1).
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Simulation de v.a. binomiales, algorithme

Initialisation : N + 1
Faire
@ x+0
@y« k
@ Pourn=N,N—-1,...1
o Sin> N/2, générer et mémoriser U, ~ U(0,1)
o X + Fp(x)
oy« Fa(y)
e N« 2N
Tantque x #£ y
Retourner x
FIGURE: CFTP pour la simulation de v.a. binomiales
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Modeéle d'lsing

Application aux champs de Gibbs Champ de Gibbs a énergie sous-modulaire

Echantillonneur de Gibbs

Initialisation de o quelconque.
On itére les deux étapes suivantes :

@ Choix (aléatoire) d’'un site i
© On note o_ (resp. o) la modification de o faisant passer i
a—1 (resp. a +1). On génére U ~ (0, 1) et on pose

. m(o-)
U:{”—Slu<ﬂawwm

o4 sinon

On notera F I'application de transition associée a i et U.
On notera G l'application de transition correspondant a un
parcours entier de la grille et a des v.a. uniformes (U(/))jcs-
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Modeéle d'lsing

Application aux champs de Gibbs Champ de Gibbs a énergie sous-modulaire

Ising perfect sampling

Initialisation : N « 1

Faire
o X+ —1
oY+ +1

@ Pourn=N,N—-1,...,1
o Sin> N/2,Vie S, générer et mémoriser Un(i) ~ U(0,1)
o X+ Gp(X)
o Y+ Gu(Y)

o N« 2N

Tantque X # Y

Retourner X

FIGURE: CFTP pour la simulation Ising
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Le résultat de Darbon & Sigelle

Soit S = [1,M] x [1, N] et V = [0, 258].
Considérons un champ de Gibbs X : S — V de loi p(x) = Le~Y™.

Théoreme (Darbon, Sigelle, 2012)
On suppose que

U(x) = Ui(x) + Y Ua(xs,x)

seS s,teS
avec U, sous-modulaire, c’est-a-dire que pour tous a,b € V,
Us(a+1,b+1) + Us(a, b) < Us(a+1,b) + Us(a,b+ 1) .

Alors, I'échantillonneur de Gibbs associé a des transitions croissantes, et
donc on peut simuler ce champ X de maniéere exacte via CFTP,
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Application aux champs de Gibbs

Champs L2 + TV

U(x) = Z(Xs — ¥s)? + Z Ws.t|Xs — Xi|

seS s~t

ouy: S — V estune donnée, et ou ws; > 0.

Pour wst = A, on obtient
U(x) = [Ix = y[? + ATV(x) .

Simus...
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Application aux champs de Gibbs Champ de Gibbs a énergie sous-modulaire
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