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Exercice 1. Soit § > 0 et D = {(z,y) € R?|0 < y < z}. Un vecteur aléatoire (X,Y’) réel a pour
densité

fan(@,y) =0 1p(z,y), (z,y) €R?
1. Calculer les lois marginales de X et de Y.
2. Calculer I'espérance de X.
3. On pose Z = Y/X. Montrer que le vecteur aléatoire (X, Z) est a densité et calculer sa densité.
4. En déduire la loi de Z.

5. X et Z sont elles indépendantes 7

Exercice 2. Soit (X;,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
parametre « > 0 (notée £(a)) dont la densité est donnée par

Ve eR, f(z)=oae “lg+(x).

On pose
R, = min{Xy, ..., X,,}, M, =max{Xy,...X,}, Z,=aM,—In(n).

1. Calculer la fonction de répartition de la loi £().

2. (a) Calculer P(R,, >t) pour t € R.

b

Montrer que R, suit une loi exponentielle dont on déterminera le parametre.
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c) Montrer que R, Uiy p-s.
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a) Calculer la fonction de répartition de Z,.
b

C

Montrer que Z,, est une variable aléatoire a densité.
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d) Montrer que R, converge dans LP pour tout p > 1.
)
)
)

Montrer que Z,, converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition g(z) =

—x

—
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Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme
loi U([0,1]). On rappelle que cette loi est une loi & densité, de densité donnée par f(x) = Ty ().
Pour tout n > 1, on considere la variable aléatoire Y,, = X, + X,,4+1 et on pose

. YL
" n

1. Calculer la fonction caractéristique de X,,. En déduire sa moyenne et sa variance.

2. Calculer la fonction caractéristique de Y,,.




Calculer I'espérance et la variance de Y,, et de T,,.

Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer la loi faible des grands nombres pour obtenir la
convergence en probabilité de T, lorsque n — 4oc0.

Montrer que T, L lorsque n — 4-00.

Exercice 4. Soient X, Y et Z trois variables aléatoires telles que

1.

2.

3.

X 1 110
Y | ~N[ [0 ], 121
z 0 01 1

Donner les lois de X, Y et Z. Sont-elles indépendantes ?
Le vecteur (X,Y, Z) possede-t-il une densité ?

On pose
U=X, V=X+7-Y, W=2Z

Montrer que les variables aléatoires U, V' et W sont indépendantes et calculer leur loi.

Exercice 5. Soit (X;,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
parametre A > 0 (notée £(N)) dont la densité est donnée par

Ve eR, f(z) =X Mgy ().

On rappelle que E[X,,| = % Pour n > 1, on pose S, = > | X; et on considére un réel a > 0 fixé. Le
but de I'exercice est d’étudier IF’(Sn—" -1 >a).

1.

2.

Vers quelle limite % converge-t-elle presque strement ?

En déduire que P(2

w1
°n — + > a) converge vers 0 lorsque n — +o0.

=
Montrer que, pour tout ¢t > 0,

w1 1
g <Sn 37 “) = P(e! > elxtamt),

Calculer E[e**] pour tout t € R et tout n > 1.

Montrer que

P > e(3+ant) ¢ (Ae(i+a)t> . Vtel[0, A

En déduire qu’il existe p €]0, 1] tel que

Page 2



