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PARCOURS: L3 Mathématiques fondamentales,
L3 Ingénierie Mathématique et CMI ISI
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Exercice 1. Soit θ > 0 et D = {(x, y) ∈ R2|0 < y < x}. Un vecteur aléatoire (X,Y ) réel a pour
densité

f(X,Y )(x, y) = θ2e−θx1D(x, y), (x, y) ∈ R2.

1. Calculer les lois marginales de X et de Y .

2. Calculer l’espérance de X.

3. On pose Z = Y/X. Montrer que le vecteur aléatoire (X,Z) est à densité et calculer sa densité.

4. En déduire la loi de Z.

5. X et Z sont elles indépendantes ?

Exercice 2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
paramètre α > 0 (notée E(α)) dont la densité est donnée par

∀x ∈ R, f(x) = αe−αx1R+(x).

On pose
Rn = min{X1, ..., Xn}, Mn = max{X1, ..., Xn}, Zn = αMn − ln(n).

1. Calculer la fonction de répartition de la loi E(α).

2. (a) Calculer P(Rn > t) pour t ∈ R.

(b) Montrer que Rn suit une loi exponentielle dont on déterminera le paramètre.

(c) Montrer que Rn
n→+∞−−−−−→ 0 p.s.

(d) Montrer que Rn converge dans Lp pour tout p > 1.

3. (a) Calculer la fonction de répartition de Zn.

(b) Montrer que Zn est une variable aléatoire à densité.

(c) Montrer que Zn converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition g(x) =
e−e

−x
.

Exercice 3. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la même
loi U([0, 1]). On rappelle que cette loi est une loi à densité, de densité donnée par f(x) = 1[0,1](x).
Pour tout n > 1, on considère la variable aléatoire Yn = Xn +Xn+1 et on pose

Tn =

∑n
i=1 Yi
n

.

1. Calculer la fonction caractéristique de Xn. En déduire sa moyenne et sa variance.

2. Calculer la fonction caractéristique de Yn.



3. Calculer l’espérance et la variance de Yn et de Tn.

4. Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer la loi faible des grands nombres pour obtenir la
convergence en probabilité de Tn lorsque n→ +∞.

5. Montrer que Tn
P−→ 1 lorsque n→ +∞.

Exercice 4. Soient X, Y et Z trois variables aléatoires telles que X
Y
Z

 ∼ N
 1

0
0

 ,

 1 1 0
1 2 1
0 1 1

 .

1. Donner les lois de X, Y et Z. Sont-elles indépendantes ?

2. Le vecteur (X,Y, Z) possède-t-il une densité ?

3. On pose
U = X, V = X + Z − Y, W = Z.

Montrer que les variables aléatoires U , V et W sont indépendantes et calculer leur loi.

Exercice 5. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
paramètre λ > 0 (notée E(λ)) dont la densité est donnée par

∀x ∈ R, f(x) = λe−λx1R+(x).

On rappelle que E[Xn] = 1
λ . Pour n > 1, on pose Sn =

∑n
i=1Xi et on considère un réel a > 0 fixé. Le

but de l’exercice est d’étudier P(Snn −
1
λ > a).

1. Vers quelle limite Sn
n converge-t-elle presque sûrement ?

2. En déduire que P(Snn −
1
λ > a) converge vers 0 lorsque n→ +∞.

3. Montrer que, pour tout t > 0,

P
(
Sn
n
− 1

λ
> a

)
= P(etSn > e(

1
λ
+a)nt).

4. Calculer E[etSn ] pour tout t ∈ R et tout n > 1.

5. Montrer que

P(etSn > e(
1
λ
+a)nt) 6

(
λ

λ− t
e−( 1

λ
+a)t

)n
, ∀t ∈ [0, λ[.

6. En déduire qu’il existe p ∈]0, 1[ tel que

P
(
Sn
n
− 1

λ
> a

)
6 pn.
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