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Exercice 1. On considére un couple de variables aléatoires réelles (X,Y") a densité, de densité

avec ¢ une constante réelle.

V=Y/X.

faxyy(@,y) = ce logpyens  (z,y) €R?,

1. Calculer la valeur de c.

On définit également deux nouvelles variables aléatoires U = X et

2. Montrer que le couple aléatoire (U, V') est bien défini, qu’il est & densité et calculer sa densité.

3. Montrer que U et V sont indépendantes, a densité et calculer leur densité.

Exercice 2.

c’est a dire que pour tout n € N*, U, est une v.a. a densité, de densité

f(@) =1py(z), zeR

On considere (Uy)nen+ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi ([0, 1])

Pour tout n € N* on pose X,, = |[nU, | et Y,, = Lnnid ou |.] représente la fonction partie entiere.

1. Calculer la fonction caractéristique ainsi que la fonction de répartition de Uj.

2. Montrer que X,, suit une loi uniforme sur un ensemble que 1’on déterminera.

3. Calculer la fonction caractéristique ainsi que la fonction de répartition de X,.

4. Est-ce que (X, )nen+ converge en loi ?

5. Montrer que (Y}, )nen+ converge en loi vers Uj.

Exercice 3. On considére une suite de variables aléatoires (X,,)nen+ de loi B(n™%) avec a > 0 un
parametre fixé. On pose Y, = nX,.

1. Donner la loi de Y,,.

2. Montrer que (Y,,)nen+ converge vers 0 en probabilité.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que (Yy,)nen+ converge dans L.

4. Donner une condition suffisante sur o pour que (Y}, )nen+ converge presque sirement. Que peut-on
ajouter comme hypothese sur les variables aléatoires (X, ),en+ pour que cette condition suffisante
devienne une condition nécessaire et suffisante 7

5. Dans la suite on considere U une variable aléatoire réelle de loi ¢(]0, 1]) c’est a dire que U est une
variable aléatoire a densité, de densité

f(@) =1pyx), zeR.

On pose également Z, = nlycy/p-




(a) Donner la loi de Z,, pour tout n € N*.
(b) Montrer que (Z,),en+ converge presque strement vers 0.

(¢) Que peut-on en déduire concernant la question 4. 7

Exercice 4. On considére X et Y deux variables alétoires indépendantes de loi A/(0,1). On rappelle
que X et Y ont pour densité

(S

1 x
flx) = ez, zeR,

et pour fonction caractéristique

p(t)=e"2, teR.

1. Montrer que (X,Y’) est un vecteur gaussien. Donner son espérance et sa matrice de covariance.

(11

avec p un parametre. Montrer que nécessairement |p| < 1 pour que I' soit une matrice de covari-
ance. On suppose cette condition vérifiée jusqu’a la fin.

2. On considere la matrice

3. Construire une matrice carrée A telle que AAT =T.

4. Montrer que A < X

v ) est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance I'.

i L U X
5. On définit un nouveau vecteur aléatoire en posant ( v ) = A( v ) et on suppose |p| < 1.
A T'aide de la méthode de la fonction muette, montrer que ( v > est un vecteur a densité et
calculer sa densité.

6. Que se passe-t-il lorsque |p| =17

Exercice 5. On considére un parametre r > 1 et une variable aléatoire réelle X telle que E[|X|"] <
+00. On définit la quantité
my 2= infucsEl| X — af"].

1. Montrer que m, est bien définie et vérifie 0 < m, < +oo.
2. Montrer que mo est la variance de X.

3. Calculer m; pour la loi B(p) lorsque p € [0,1]. On veillera a séparer les cas p < 1/2, p = 1/2 et
p>1/2.
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