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Feuille de TD 5
Vecteurs aléatoires gaussiens

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire de loi A/(0,1). Calculer
P(X > 0), P(X < 1), P(X < -2), P(-2< X <1).
Soit Y une variable aléatoire de loi N'(1,4). Calculer

P(Y>0), P2<Y<3), PO<Y<1), P(Y|>1).

Exercice 2. On suppose que les versements annuels des jeunes de moins de vingt ans,
dans une agence bancaire, suivent une loi normale d’espérance 600€ et d’écart-type 100€.
Calculer la probabilité que les versements annuels soient

1) inférieurs a 600€.
2) compris entre 590€ et 610€.
3) compris entre 560€ et 620€.

Quel est le montant minimal de versement annuel effectué par les 20% des jeunes effectuant
les plus gros versements 7

Exercice 3. Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi N'(0, 1).
Soient a,b € R™ avec a = (ay, ..., a,) et b = (b1, ...,b,). On pose

A:Zn:aka et BIXn:kak
k=1 k=1

Déterminer la loi de A et de B.
Montrer que A et B sont indépendantes ssi le produit scalaire entre a et b est nul.

Exercice 4. Soit X de loi N(O, 1) et Y = XI{|X‘SQ} — XI{|X|>a} avec a > 0.
1) Quelle est la loi de Y'?
2) Montrer que X admet des moments de tous ordres et les calculer.

3) En comparant E[X?Y?] et E[X?]E[Y?], vérifier que les variables X et Y ne sont
pas indépendantes et qu’elles sont corrélées.

4) Calculer P(Y + X = 0) et vérifier que le vecteur (X,Y’) n’est pas gaussien.

Exercice 5. La loi Log-normale est utilisée en linguistique pour modéliser le nombre de
mots dans une phrase. On dit que X suit une loi Log-normale de parametres m et o > 0
si X = exp(Y) avec Y de loi normale N'(m,c?).

1) En se ramenant a la loi N'(0,1), déterminer la densité de probabilité de X.
2

)
3) Si Z = X® avec a > 0, montrer que Z suit une loi Log-normale.
4)

Calculer de fagon astucieuse I'espérance et la variance de X.

En déduire les moments entiers positifs de tous les ordres associés a X.

1



Exercice 6. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X a une loi stable si,
pour tout entier n > 1 et pour toute suite (X7, X, -+, X,,) de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi que X, il existe des constantes a,, > 0 et b, telles que

S, = ZXk et a, X + by,
k=1

suivent la méme loi. Montrer que, si X suit une loi normale N'(m,o?) avec o2 > 0, alors
X est de loi stable. Proposer un autre exemple de loi stable.

Exercice 7. Soit (X,Y, Z) un vecteur aléatoire gaussien N'(m,T") avec
1 6 0 1
m= 10 et '=10 4 1
1 11 4

1) Déterminer les lois des variables aléatoires X, Y, Z, X +3Y et X +Y + Z.
2) Déterminer les lois des vecteurs aléatoires U = (X,Y) et V = (2X — 5,47 + 6).

Exercice 8. Soit (X,Y) un couple de R? ayant pour fonction caractéristique :

. . 1
Px.y)(t) = exp (ity — dity — t] + t1ts — 5153) Vt = (t1,ty) € R%

Donner la loi du couple (X,Y") ainsi que ses lois marginales.

Exercice 9. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien de densité de probabilité définie
pour |r|<1 par

Fon () 1 ( x? — 2roy + y2>
x,Y) = ———=exp| — .

= =2 2(1—r2)

1) Déterminer son espérance m et sa matrice de covariance I'.

2) Quelle est la loi du couple aléatoire (X,Y —rX)?

3) Quelle est la loi de la variable aléatoire

X2 —2rXY +Y?

M Gy

4) Calculer E[V] et E[V?].



