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Exercice 1
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles.
On suppose que pour tout n > 1, Xn suit la loi de Bernoulli de paramètre pn ∈ ]0, 1[.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur pn pour que l’on ait Xn → 0 en
probabilité.

2. Dans cette question, on suppose les Xn indépendantes.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur pn pour que l’on ait Xn → 0 p.s.

3. Soit p ∈ [1,∞[.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur pn pour que l’on ait nXn → 0 dans Lp.

Exercice 2
On considère un vecteur gaussienXY

Z

 ∼ N
 0

0
0

 ,

 2 −1 0
−1 1 0
0 0 3

  .

1. Est-ce que X et Z sont indépendantes ? Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

2. Donner la loi de
(
X
Y

)
.

3. Montrer que
(
X
Y

)
admet une densité, et la calculer.

4. Soient a, b ∈ R tels que a2 + b2 = 1. Posons U = aX + bY et V = −bX + aY .

Donner la loi de
(
U
V

)
.



Exercice 3

Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que
pour tout n > 1, Xn suit la loi géométrique de paramètre p ∈ ]0, 1[. On rappelle que pour
tout k ∈ N∗ on a

P(Xn = k) = p(1− p)k−1.

On pose X̄n = 1
n

∑n
j=1Xj.

1. Montrer que la fonction génératrice de Xn s’écrit

GXn(z) =
pz

1− (1− p)z
pour tout z ∈ C tel que |z| < 1

1− p
.

2. En déduire que

E[Xn] =
1

p
et Var(Xn) =

1− p
p2

.

3. On suppose dans la suite que p > 1
2
. Montrer que pour tout ε > 0 on a

P
(∣∣∣∣X̄n −

1

p

∣∣∣∣ > ε

)
6

2

nε2
.

4. En déduire un intervalle de confiance de niveau 0, 98 pour le paramètre p.

Problème

La loi de Pareto de paramètres a > 0 et s > 0 a pour densité x 7→ sas

xs+1
1x>a .

Ce problème porte sur l’estimation des paramètres de la loi de Pareto.
Les deux parties du problème sont indépendantes.

Partie A

On suppose ici que a = 1 et on cherche à estimer s. On considère donc le modèle
statistique (Pθ)θ>0 où Pθ est la loi de probabilité sur R admettant pour densité

fθ(x) =
θ

xθ+1
1x>1 .

On se donne aussi un n-échantillon (X1, . . . , Xn) de loi Pθ.
1. Soit α ∈ R. Calculer Eθ[Xα], en précisant les valeurs de α pour lesquelles Eθ[Xα] <∞.
2. Construire un estimateur θ̂n de θ par la méthode des moments.
3. Est-ce que θ̂n est fortement consistant ?
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Dans la suite de cette partie A, on suppose θ > 2.

4. Montrer que Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi est un estimateur sans biais de
θ

θ − 1
.

Calculer son risque quadratique.

5. Montrer que Zn =
√
n
(
Xn −

θ

θ − 1

)
converge en loi, en précisant la limite.

6. On admettra que le modèle (Pθ)θ>0 est régulier.

a) Calculer Eθ[ln(X)] et Varθ[ln(X)].
b) Calculer l’information de Fisher I(θ) associée à ce modèle statistique.
c) En déduire l’information de Fisher In(θ) associée au n-échantillon (X1, . . . , Xn).

7. Est-ce que Xn est un estimateur efficace de
θ

θ − 1
?

Partie B

On suppose ici que s = 1 et on cherche à estimer a. On considère donc le modèle
statistique (Pθ)θ>0 où Pθ est la loi de probabilité sur R admettant pour densité

gθ(x) =
θ

x2
1x>θ .

On se donne aussi un n-échantillon (X1, . . . , Xn) de loi Pθ.
1. Montrer que l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ est donné par

θ̂n = min
16i6n

Xi .

2. Calculer la fonction de répartition de θ̂n.

3. Montrer que Tn =
n(θ̂n − θ)

θ
converge en loi vers une loi exponentielle de paramètre 1.

4. En déduire un intervalle de confiance asymptotique sur θ de niveau 1− α.
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