CHAINES DE MARKOV

ADRIEN RICHOU
Master MSS Bordeaux

Dans tout ce cours on se placera sur un espace d’états E fini ou dénombrable.

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a I’étude de phénomeénes aléatoires dépendant
du temps. Dans I’étude d’un tel processus aléatoire, ce qui nous intéresse particulie-
rement c’est de connaitre la loi de ce qui va passer dans le futur en tenant compte de
toutes les informations obtenues dans le passé. Dans de nombreuses situations, on
peut faire I’hypothése simplificatrice suivante : “ A un instant t donné, le futur du
processus ne dépend pas de tout le passé (c’est-a-dire de toute la trajectoire jusqu’a
Uinstant t) mais juste de la position actuelle & l’instant t.” Le processus est alors
appelé processus de Markov et dans le cas ot le temps est discret : chaine de Markowv.

Exemples :

(1) Gestion de stock : Dans de nombreuses situations, on peut considérer que
le stock a l'instant n + 1 : S, 1 s’écrit S,41 = S, + Ryp1 ou R,y est une
variable aléatoire qui ne dépend que de la valeur du stock a l'instant n : S,,.

(2) Prix d’une action : Dans de nombreuses situations, on peut considérer que
prix d’une action a l'instant n+ 1 : A, peut s’écrire : A, 11 = Ap(1+7541)
ou 1,41 est une variable aléatoire qui ne dépend que de la valeur du prix de
I'action a l'instant n : A,,.

(3) Température journaliére, quantité d’agents infectieux, ...

Dans tout le cours on se place dans un espace de probabilité (Q, F,P).

1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Définition 1.1. Soit (X, )neny une suite variables aléatoires définie sur (92, F,P)
a valeurs dans E. On dit que (X, )en est une chaine de Markov si, pour tout
(n + 1)-uplet (zo,x1,...,2,) de points de E tel que P( ﬂ {X;=2,;})>0o0na
0<j<n—1
(1.1)
]P)(Xn = xn|Xn—1 = Tn-1, Xpo= Tp—2,... aXO = xO) = ]P)(Xn = xn|Xn—1 = In—1)~

Définition 1.2. La matrice @, = (Qn(2,y))syep défine par Q,(z,y) = P(X,, =
y|Xn_1 = x) est appelée matrice de transition de la chaine de Markov (au temps

Qn(z,y) désigne donc la probabilité de passer de 'état = € E a l'état y € E au

temps n.
1
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On dit que la chaine de Markov est homogeéne si la matrice de transition ne
dépend pas de n. On note alors ) la matrice de transition. Dans toute la suite,
nous ne considérerons que des chaines de Markov homogénes (sauf quelques cas
particuliers).

La loi de Xj est appelée loi initiale de la chaine de Markov.

La propriété (1.1) s’appelle la propriété de Markov. Elle équivaut a dire que la loi
de X, conditionnellement a (Xo, Xi,...,X,_1) est en fait la loi de X, condition-
nellement & X,,_;. La propriété de Markov signifie bien que le futur (immédiat) ne
dépend du passé (toute la trajectoire) qu’a travers le présent (le point actuel).

Exercice 1.3. Un premier exemple : Marche aléatoire sur Z. Soit (Z,,),en une
suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi de Rademacher
R(p), 0 < p < 1; c'est-a-dire,

P(Z,=+1)=petP(Z,=-1)=1—p.

On définit alors X,, = Z; + ... + Z,, n > 0 et Xy = 0. Montrer que (X,,) est bien
une chaine de Markov homogéne. Si p = 1/2 on parle de marche aléatoire
symétrique.

Bien siir, on peut faire la méme chose en dimension d. La marche aléatoire symé-
trique est alors obtenue en prenant

]P’(leel) :P(Zz:—el) ::P<Zz:€d) :P(Zz:—ed):— ZZ 1,
oll (e1,es,...,eq) est la base usuelle de Z<.

2. MATRICES STOCHASTIQUES

Définition 2.1. Une matrice P = (P, ;); jep est une matrice stochastique si elle
vérifie :
(1) Vi,je E,P,; >0
2)VieE,)Y Pj=1
jEE

Exemple 2.2.

1/2 1/2 0
(1) {1/3 0 2/3] est une matrice stochastique.
0 1 0

P =P, = 1/4

(2) Lamatrice P = (P, ;); jen donnée pour tout ¢ € N* par {P .y

et Poo = Po1 = 1/2 est stochastique.

Proposition 2.3. Si () est une matrice de transition d’une chaine de Markov, alors
Q) est une matrice stochastique.

Preuve. Exercice. ]
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Proposition 2.4. Soient P et () deux matrices stochastiques de méme taille alors
le produit PQ) est aussi une matrice stochastique.

Démonstration. Soient P et () deux matrices stochastiques alors

— PQ est bien définie, en effet la série a termes positifs (PQ); ; ZleQl,g

I€E
converge : P et () sont stochastiques donc, pour tout [ € E, @;; < 1 et

Y Py=1donc Y PuQ; <> Py=1

I€EE IeE lIeE
— Montrons que P() est stochastique :

D (PQi; =Y PuQui=> > PuQ; par Fubini-Tonelli,

jEE JEE ICE I€E jEE
= E P E Qi = E P, =1
I€E  jeE I€E

g

Corollaire 2.5. Soit ) une matrice stochastique, alors pour tout n € N, Q™ est
aussi une matrice stochastique. (Pour n = 0, par convention, on pose Q° := Id).

Démonstration. Récurrence immédiate (& faire soi-méme). U

Interprétation et représentation : Il est facile d’associer & une matrice stochas-
tique un graphe orienté, pondéré. L’ensemble des sommets du graphe sera l'espace
d’états F et les arétes orientées (pondérées) représenteront les valeurs non nulles de
la matrice stochastique.

Dans le cas d'une matrice de transition () d’une chaine de Markov homogéne, la
pondération sur I'aréte orientée (z,y) correspond a la probabilité de la chaine de
passer de I'état = a I'état y.

Exercice 2.6. Faire les graphes associés aux deux exemples de I’Exemple 2.2.

3. LOI AU TEMPS n DE LA CHAINE DE MARKOV

Pour le résultat suivant , on considére (exceptionnellement) que la chaine de Mar-
kov n’est pas nécessairement homogene.

Proposition 3.1. Soit (X,,)nen une chaine de Markov définie sur (Q, F,P) a valeurs
dans E. Pour tout n € N*, pour tous z,y € E, on définit Q,(x,y) = P(X, =
x| Xyo1 = xp_1). Alors on a :

Vn € N,Vrg, 2q,...,2, € F,
P(Xo =0, X1 =1,..., X, = l‘n) = IPJ(Xo = 900)@1(%07961) - Qn(In—b %)

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n.
— (C’est trivial pour n=0.
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— Supposons le résultat vrai pour n > 0 alors

P(Xn11 = Tpit, .-, X0 = Xo)
=P(Xo1 = 21| X =2, ., Xo = 20)P(X, = 2,y - .., Xo = T0),
(Xn=2xn,..., Xo =20)P(Xpy1 = 1| Xp = ),
=P(X,=xn, ..., Xo=20)Qns1(Tn, Tni1),
(Xo = 20)Q1(z0, 1) - .- Qn(Tn—1, T0) Q1 (T, Triy1)

On a bien démontré le résultat souhaité. O

Remarque 3.2. Laréciproque est vraie : s’il existe une suite de matrices ((Q,(z,9))zyecr)
telle que

neN

Vn € Navxmxlu sy Tp € E7
IP)(Xo =10, X1 =11,...,X;, = xn) = IP)(Xo = xo)Q1(9€o,$1) cee Qn(xn—la an)

alors (X,,)nen est une chaine de Markov.
Exercice 3.3. Le prouver.

Remarque 3.4. On a une autre définition possible d’une chaine de Markov qui ne
fait pas intervenir de probabilité conditionnelle.

Remarque 3.5. La loi d’une chaine de Markov est caractérisée par les matrices de
transition (Q,)nen et la loi de Xj.

Corollaire 3.6. Sous les mémes hypotheses : (X,)n>0 une chaine de Markov non
nécessairement homogeéne et de loi initiale £L(Xo) = p.
La loi de X,, au temps n est donnée par la formule : pour x € E

(3.1) P(X, =) = Z 1(20)Q1 (20, 21) - - - Qu(2n—1, ).

20,21yy2n—1€EE

P(Xn = l’) = Z P(Xn = xan—l = Zn-1, ---yXO = ZO)'

20,21,--2n—1€E

O

Ici, nous revenons au cas d’une chaine de Markov homogéne. Dans ce cas, nous
obtenons le corollaire important suivant

Corollaire 3.7. Soit (X,,)n,>0 une chaine de Markov homogéne de matrice de tran-
sition Q et de loi initiale L(Xy) := p. On note Q™ la puissance n-ieme de la matrice

Q, alors :
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(1) La loi de X,, au temps n est donnée par la formule :

P(X, =2) = Z 1(20)Q(20, 21) - .. Q(zp—1, )

20,215-2n—1€E

=> uy)Q"(y, x)

yer

(2) Pour z,y € E, le terme Q"(x,y) correspond a la probabilité de passer de
[’état x a [’état y en exactement n étapes :

Q"(z,y) =P(X, =y|Xo =2) =P(Xpgn =yl X =2) =P, (X, =y), Vk>0.

Remarque 3.8. 1l est bien pratique d’écrire les mesures (i.e. lois de probabilité)
comme des vecteurs lignes et les fonctions comme des vecteurs colonnes.

Avec cette convention, la loi de la chaine de Markov au temps n de loi initiale
s’écrit simplement :

L(X,) = pQ"
c’est-a-dire
P(X, = 2) = (u@")(2)-

Avec cette convention, pour calculer l'espérance E[f(Z)] ot Z est de loi v sur £

et f est une fonction (bornée) sur E, on a

E[f(2)] =) v(x)f(z) = vf.
zeE
En particulier, Pespérance E[f(X,,)] se calcule comme
E[f(X,)] = (uP")(2)f(2) = uP"f.
zeFE
Remarque 3.9. Dans le cas d'une chaine de Markov non nécessairement homogéne
de loi initiale p, la loi de X,, s’écrit

L(X,) = pQ1Qz . .. Qn.

Exercice 3.10. Calculer P? pour les deux matrices de 'exemple 2.2. Tracer les
graphes de P et P? dans chacun des cas.

Exercice 3.11. On note a, b et ¢ les états de la chaine 1 de 'exemple 2.2 et f la
fonction définie par f(a) =1, f(b) = 2, f(c) = 3. On note pg la mesure de probabilité
uniforme sur {a, b, c}. Calculer la loi de la chaine au temps 1 et au temps 2. Calculer
également : E[f(X1)] et E[f(X2)].

Méme question pour la marche aléatoire symétrique sur Z de loi initiale g et pour
la fonction f définie par f(z) = 2%,z € Z.

Corollaire 3.12. En reprenant les hypothéses de la proposition 3.1 (chaine non né-
cessairement homogéne), on a également, pour n € N,0 < k < n, xy, Tpi1,-.., Ty €
E,

P(X, =zn,..., Xk =x) = P(X) = ) Qri1 (T, Tht1) - - Qn(@n—1, ).
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Démonstration.
]P)(Xn Il’n,...,Xk :.I‘k)
= Z P(Xn:wnw--)Xk:ajkvXk—l:xk’—la"')XO:xO))

Z0,%15.-, T —1E€EE

= Z IF’(Xo = xo)Ql(IO, xl) ce Qk(xk—h JCk)QkH(l‘k, $k+1) e Qn(ﬂﬁn—l, ﬂé‘n),

0,1, Tp_1E€EE

= Z P(Xk :xk,Xk,1 :.%k,l,...,Xo :$0)Qk+1(l‘k,l‘k+1)...Qn($n,1,l'n),

T0,T1,...,Lp—1EE

:]P(Xk = fk)@kﬂ(fﬂk, $k+1) e Qn(xn—la ZUn)

4. UNE CARACTERISATION DES CHAINES DE MARKOV

Proposition 4.1. Soit E et F' deuzr ensembles dénombrables, et pour tout n > 1,
soit f, une application de E x F' dans E. Soit X, et (Yn)n>1 des v.a. mutuellement
mdépendantes, Xy a valeurs dans E, Y, a valeurs dans F pour tout n > 1. Soit
enfin (X,)n>1 G valeurs dans E définies par X1 = fn(Xn, Yoi1),Vn € N. Alors
(Xn)nen est une chaine de Markov.

Démonstration. cf TD O

Remarque 4.2. Si de plus, f, = f et les (Y},),en sont dentiquement distribués et que
X1 = f(Xp, Yai1), alors (X,,)nen est une chaine de Markov homogeéne.

Remarque 4.3. Reste vrai si F' = R%. En particulier on peut prendre des (V},),en de
loi U([0, 1]).

Remarque 4.4. La réciproque est vraie. Si (X,,) est une chaine de Markov sur F, alors
on peut représenter X,, 11 = f,,(X,, Y1) pour une certaine fonction f : (N, E, F) —
FE et des variables aléatoires indépendantes Y,, et indépendante de Xj.

Remarque 4.5. On a une nouvelle caractérisation d’une chaine de Markov.

5. PROPRIETES DE MARKOV FAIBLE ET FORTE

5.1. Propriété de Markov faible.

Notation 5.1. Dans toute la suite on notera F, la tribu engendrée par les v.a.
Xo, ..., Xy, autrement dit F,, = o(Xy, ..., X,).
On notera également P, la probabilité conditionnelle sachant {Xy =z}, z € E.

Théoréme 5.2. Propriété de Markov faible
Soit (X,)nen une chaine de Markov. Alors pour tous n € N, x € E et condition-
nellement a {X,, = z}, (X,4p)pen est une chaine de Markov de loi initiale 6. De
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plus elle est indépendante de F, ; c’est-a-dire, pour tout A € F,, pour tous m > 0,
o, X1,...,Tm €F

P(AN{ X1 =21, ., Xpim = 2} X = 2)
=P( X1 =21,.. ., Xpim = 2| Xy, = ) P(A| X, = )
=P. (X1 =x1,..., X, = z,) P(A| X, = 2).

Avant de faire la démonstration, nous allons établir 2 lemmes.

Lemme 5.3. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et soient A, B,C € F tels que
P(BNC) > 0. Alors

P(A|B|C) =P(A|IBNC).
Démonstration. Soit Q(-) := P(-|B). Q est une probabilité. Par définition de la
probabilité conditionnelle, on a

P(A|B|C) = Q(A|C) = QANC)  PANCIB)

Q(C) P(C|B)
_PMANBNC)
= “BBNC) =P(AIBNC).

g

Lemme 5.4. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov. Soitn >k > 0 et xy, Tp, Tpy1 € E
tels que P({X,, = x,} N{ X} = xx}) > 0. Alors
P(Xpi1 = xni1|Xn =20, X = 21) =P (X1 = 21 | X = x)
Plus généralement on a, pour tous 0 <k <n, 0 <1< .. <1 <n,
P (Xn+1 = Tn1| X = 20, Xip = 24, Xip | = Tip_ysooes Xy = [L’io) =P (Xpi1 = Tpi1| Xp = ) .

k—1

Démonstration. On démontre la premiére inégalité, I'autre se démontre de la méme
facon. En sommant sur toutes les trajectoires possibles et en utilisant la définition
d’une chaine de Markov, on trouve :

P (XnJrl = Tn+1, Xn = Tn, Xk = xk)

= E P (Xn+1 = Tn+1, Xn = x’ran—l = Zn—1y--- >X0 = ZOka = l'k)
2050y 2k—1,2k+1y--2n—1E€EE
= E P(Xn+1 = xn+1|Xn = «xnan—l = Zn—1y--- ,X() = Zo,Xk = Ik)

205032k —1,%k415e-2n—1€E

X P(Xn =20, Xn1 = 2n-1,..., Xo = 20, X = 7p)
=P (Xn—l-l = xn+1|Xn = xn) Z ]P)(XTL = Tn, Xp1= Zn—1y« - 7X0 = <0, X = xkz)

20532k —1,%k 415> Zn_1€lE
=P (XnJrl = anrl‘Xn = xn) P (Xn = Tn, Xk = xk)
D’ou :

IP><)(n—|—1 = xn+1|Xn = Tn, Xk = xk) =P (Xn—i-l = xn+1|Xn = xn) .
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O
Revenons a la démonstration de la propriété de Markov faible.

Démonstration. Montrons d’abord que (X,)pen = (Xnip)pen est une chaine de
Markov sous (P,). Soit, m > 1 et zy,...,z,, € E, on a en utilisant le lemme ci-
dessus :

Px(Xm-i-n = xm|Xn+m—1 =Tm—15--- 7Xn+1 = 1'1)

= P(Xern = xm’Xnerfl = Tm—1y--- 7Xn+1 =T, Xn = CE)

= P(Xm—l—n = Im|Xn+m—1 = xm—l)

= P(Xern = mm’Xnerfl = Tm—1, Xn = .CL’)

= ]P)x(Xm—i-n = xm|Xn+m—1 = ajm—l)-

Montrons maintenant 1'indépendance conditionnelle. Il suffit de la montrer pour
A={Xo=vyo,..., X, = yn}. En effet par o-additivité de P, on peut I'obtenir pour
tout A € F,. Il suffit de plus de regarder le cas y,, = = (sinon les deux membres sont
nuls). On a
]P)(A N {Xn+1 = T1,y... ,Xn+m - :L'm}’Xn = x)

=P(Xo=90,. -, Xn =2, X011 =21, ..., Xppym = Tp| X, = ),
P(XO = Yo, - - - 7Xn = $,Xn+1 =T1,... 7Xn+m = Qjm)
P(X, =) ’
]P)(XO :yo,...,Xn :ZE)
P(X, =)

P(A)
= mP(Xn+l =T1, s Xnpm = fL‘m|Xn = $>
=PA|IX, = 2)P(X,11 =21, .., Xpgm = T Xo, = 7).

QnJrl(xv xl)Qn+2(x17 'TZ) c Qner(xmfl; xm>7

5.2. Propriété de Markov forte.

Définitions 5.5.
— Une filtration est une suite croissante de tribus, ¢’est a dire une suite de tribus

(Gn)nen vérifiant Go C G, C ... C G, C ...
— (0(Xo, -+, X0))nen = (Fn)nen €5t appelée filtration engendrée par (X, ),en.

Définition 5.6. Soit (X,,),en une suite de v.a. définies sur (€2, F,P). Soit 7 une v.a.
définies sur le méme espace probabilisé. On dit que 7 est un temps d’arrét adapté
a la suite (X, )nen (ou temps d’arrét adapté a la filtration (F,)nen) si :

a) 7 prend ses valeurs dans N | J{oo},
b) ¥n >0, on a {r <n} € F,.

Remarque 5.7. On peut remplacer la condition b) par la condition
b’) Vn >0, on a {T =n} € F,.

Exercice 5.8. Le prouver!
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Exercice 5.9. Soit (X, ),en une suite de v.a. a valeurs dans E. Montrer que les v.a.
suivantes sont des temps d’arrét adaptés a la suite X, :
— les v.a. constantes p.s.,
— le temps d’entrée dans I'ensemble A, noté T4, donné par T4 = inf{n € N, X, €
A},
— le temps de retour en A, noté S4, donné par Sy = inf{n € N*, X,, € A},
— TANS, TVvSetT+SouT etS sontdes temps d’arrét.

Proposition-Définition 5.10. Soit 7 un temps d’arrét adapté a la filtration (F,),.
On pose Foo = o(Fny,n > 0). On définit F, C Fu par F, = {A € Fu,Vn >
0,AN{r =n} € F.}. F. est une tribu appelée tribu des événements antérieurs
arT.
Démonstration.

—Vn>0,QW{r=n}t={r=n}eF, donc Qe F,.

— Soit (Ax)ken € Fr, montrons que | J, .y Ar € Fr. On a

(UAk>ﬂ{Tﬁn}:U(Akﬁ{TSn})E}—n.

keN keN
Donc | J; o Ax € Fr.
— Soit A € F,, montrons que A € F,. Soit B=AN{r <n}, on a

An{r<n}=Au{r<a})n{r<n}
=(An{r <n})n{r <n}eF,
car AN{r <n} et {r <n} sont dans F,. Donc A € F,.

Exercice 5.11. On reprend ’exemple de la marche aléatoire sur Z. On pose 7 :
inf{n,X, = —10}. On note B := {dn € N,n < 7, X,, = 10}. Montrer que B
appartient a F,.

Exercice 5.12. Soit 7 un temps d’arrét. On note o(7) la tribu engendrée par 7.
Montrer que l'on a l'inclusion : ¢(7') C F,. A-t-on égalité?

Théoréme 5.13. Propriété de Markov forte

Soit (Xp)nen une chaine de Markov homogéne de paramétres (u, P) et 7 un temps
d’arrét adapté a (Xp)nen. Pour tout x € E et conditionnellement a {1 < 0o, X; =
x}, la suite (Xrip)nen est une chaine de Markov de paramétres (3., P). De plus elle
est indépendante de F, ; c’est-a-dire, pour tout A € F,, x1,..., Ty, € E

PH{Xrin=apn,..., X;s =20} NA{7T < 400} N X, = z¢)
=P, {Xp=2n,.... X1 =2}) P(A{7 < 400} N X, = z0).
Remarque 5.14. En prenant 7 = k on retrouve la propriété de Markov faible.
Remarque 5.15. En particulier, on a aussi que
PH{Xrin=an,..., Xs =20} [{T < +00} N X, = z¢)
=P, {Xn=zp,..., X1 =1x}).
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Démonstration. Soit A € F,, en écrivant A N {7 < oo} comme 'union disjointe
ANn{r <oo} =U,sgAN{r =m} ona

PH{Xrn=apn,..., X, =20} NAN{T < +00})
= ZP({XT+n:xn,...,XT:xo}ﬂAﬂ{T:m}ﬂ{XT:xo})

=Y P({Xpsn =Tn,- ., Xon = 20} NAN{T =m} N {X,, = z})
=Y P{Xunsn =Tn,- o, X = 20} | Xon = 2) P(AN {7 = m}{ X, = 2}) P ({Xn = 20})
=Po ({Xo =20,.... X1 =2}) Y _P(AN{r =m}N{X,, = x})

=P, {Xp=2n,.... X1 =2}) P(AN {7 < 400} N{X; = 20});

ol on a utilisé la propriété de Markov faible a la troisiéme égalité en remarquant
que AN{T = m} € F,,. Donc, pour A € F,, endivisant par P ({7 < 400} N X, = zy),
on obtient

PH{Xrin=an,..., Xs =20} NA{7T < 00} N{X,; = 20})
=P, {Xpn=2n,.... X1 =2}) P(A{7 < 400} N X, = z¢) .
En particulier, on remarque que
PH{Xrn =2pn,..., X; = xo}[{7 < +o0} N X, = x0)
=P, {Xn=2p,.... X5 =1x}).
et donc en particulier, on remarque que
Piretoonx, =20} (Xrgnt1 = Tng1|[ Xogn = 2y ..., X7 = 0)
=P, (Xos1=2pn1|Xn=2n...,. Xo=120..., X1 =2)
=Py (Xng1 = Tpp1 | X = 20)
= ]P){T<+ooﬂXT:xo} (Xr+n+1 = $n+1|XT+n = xn) .

Cette derniére égalité traduit exactement la propriété de Markov de la suite (X4, )nen
conditionnellement a I’événement {7 < 0o, X, = x}. O

Exemple d’application : Soit (X,,),>0 une marche aléatoire sur Z partant de
0. Soit 7 le temps d’atteinte de 10 :
7:=inf{k > 0, X}, = 10}.

Alors conditionnellement & {7 < 400}, (X;1n)n > 0 est aussi une marche aléatoire
partant de 10. De plus elle est indépendante de F,, c’est-a-dire elle est indépendante
des trajectoires avant 7.



