CHAPITRE 3 : TEMPS D’ATTEINTE ET PROBABILITE
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Dans tout ce chapitre, (X, )nen sera une chaine de Markov homogéne de para-
métres (p, P) sur un espace d’état fini ou dénombrable E.

Définition 0.1. Soit A C F, on définit
— le temps d’atteinte de A par

Ty =inf{n e N, X, € A}
— la probabilité d’atteinte de A partant de ¢ par

ut = Py(Ty < 00).

(2

Si le sous-ensemble A est fermé on parle alors de probabilité d’absorption
par A partant de i
— le temps moyen d’atteinte de A partant de @

v =Ry (Ty).

)

Théoréme 0.2. Le vecteur des probabilités d’absorption (u;);cp est la plus petite
solution positive du systéeme

r,=1sii€ A,
x; = E Pijx; sinon.

JEE

Plus petite dans le sens suivant : si (x;);ep est une autre solution positive alors pour
tout 1 dans E on a x; > u;.

Remarque 0.3. Le vecteur (ou fonction) x; = 1 est solution du systéme précédent.

Démonstration.
e Montrons tout d’abord que (u;);cp vérifie bien le systéme.
— Si Xy =i € A alors on a bien str T4 = 0 et donc u; = P(T4 < c0) = 1.
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— Si Xog =1 ¢ A, alors T4 > 1. Soit j tel que P(X; = j) > 0 (c’est a dire
P;; > 0) alors

Pi(Ta < 00| Xy = j) = Y _Bi(Ta = k| Xy = j),
k=1

hE

Pi(X1¢ A Xo¢ A ..., X 1¢ A X, € AlX, =),

B
Il
—

WE

Pj(XO ¢ A X, ¢ A X ¢ A Xy € A)

B
Il
—

d’apres la propriété de Markov faible,

NE

i
)

D’ou

U; = ]P)z(TA < OO) - ZPz(TA < OO7X1 = j)a
jJEE
= ) Bi(Tu < oolXy = j)Bi(X; = ),
JEEi—]
JjeEEi—]
= 3 R
JEEi—]

= ZP,-juj car si i /= j alors P;; = 0.

JEE

e Montrons maintenant la minimalité de (u;);cp. Soit (x;);cp solution positive
du systéme. On a immédiatement z; = 1 = u;, pour tout i € A. Soit i ¢ A,
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alors

xz:ZPijxj:Z Z ij g,

jEE jEA j¢A
:Z +ZP’J<Z k+z kiﬂk),
jEA j¢A keA k¢ A
=2 Pyt 2 PPt Y PiPua,
jEA j¢A k€A JEA kg A
=Pi(X1 € A)+Pi(X) ¢ A, Xy € A)+ > Y PPy,
JEA kg A
P(TA—l)—i—P TA—2 —|—ZZ kl’k,
JEA kgA
TA < 2 —|— Z Z jk’xk‘
jEA k¢A

Et par récurrence sur n on obtient (Exercice : faire la récurrence proprement)
que pour tout n > 1

Pi(Ta <n)+ Z Z Z i1 Pina + + - Pin_1nTin-

J1¢A jag A Jn¢A

On a supposé que x; > 0, pour tout ¢ dans £ donc on a x; > P;(T4 < n). Ceci
étant vrai pour tout n on a

n—oo
On a bien le droit de passer a la limite car la suite (P;(7T4 < n)),en est une

suite croissante. Et on a bien obtenu que x; > u; pour tout ¢ dans F.
O

Théoréme 0.4. Le vecteur des temps moyen d’atteinte (v;)icp est la plus petite
solution positive du systéeme

yi=0si1€ A,
yi =1+ Z Py, sinon.
JEA

Démonstration.

e Montrons tout d’abord que (v;);ep est solution du systéme.
— Si Xy =1 € A alors on a bien str 74 = 0 et donc v; = E(T4) =0
— Si Xg=1¢ Aalors on a

v =Y Ei(Tulx=) = Y EiTalx,)

jeE JjEEi—]
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et pour tout j € F tel que i — j on a, car P;(X; = j) > 0,

Ei(Taly,—;) = [ Y kPi(Ta =k X1 = j)> + 00.P; (T4 = 00, X; = j),
keN*

keN*

= (> kPj(Tu=k— 1)Pij> + 00.P; (T4 = o) P,
keN*
par la propriété de Markov faible,

=P, (Z kPj(Ta =k — 1)+ 00.Pj(Ta = OO)) )

keN*

= P, ((Z kP;(Ty = k) + 00.P;(Ty = oo))
+ (ZIP’]»(TA — k) 4+ P;(Ty = oo)>> :

keN
= Py (E;(Ta) +1).

D’ou
Ei(Ta)= Y, P+ > PyE(Ta)=) Py+) PyE;(Ta),
JjeEEi—] JEE i—] jeE jeE
V; = 1+ZH]‘UJ' = 1+Zﬂj1}j
jeE igA

e Montrons maintenant la minimalité de (v;);ep. Soit (y;)ier solution du systéme.
Alors si i € A on a immédiatement y; =0 =wu;. Et sii ¢ A on a

yi=1+ Zpijyj7
J¢A

=14+) Py <1+2ijyk),

j¢A kg A
P PP
JEA JEA kEA

=P(Ta > 1) +Pi(Ta>2)+ > > PPy
JEA kA
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Et par récurrence sur n on obtient (Exercice : faire la récurrence proprement) que
pour tout n > 1

ZP Ta = p) +ZZ Z i Pivga - i1 Yin-

J1¢Aj2¢A  jngA
On a de plus supposé que y; > 0 pour tout ¢ dans E d’ou

n
yi > Pi(Ta > p).
p=1
Ceci étant vrai pour tout n > 1, on a

Yi > ZR‘(TA >p),

p=1

et le passage a la limite est autorisé car la suite (Z Pi(Ty > p)) est croissante.
p=1 n>1

De plus
> P(Tu>p) =) pP(Ta=p)+ 00 Py(Ta = 00) = Ei(Tn).

D’ou Yi Z Ei(TA) = V;. ]



