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4.4 Convergence du schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5 Résultats numériques 61
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Résumé

Ce rapport regroupe l’ensemble du travail effectué lors d’un projet de fin d’études
de cinq mois réalisé au sein de l’équipe OMEGA à l’INRIA de Sophia-Antipolis.
Nous y traitons de méthodes pour résoudre numériquement des équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) réfléchies ou non réfléchies. La
première partie introduit ces concepts, établie des liens avec les équations aux
dérivées partielles et présente des applications dans le domaine des mathéma-
tiques financières. La deuxième partie traite des méthodes de quantification
optimale, methodes qui seront utiles pour réaliser une discrétisation spatiale
des EDSR dont on cherche à approcher numériquement leur solution. Un al-
gorithme de recherche de quantification optimale pour des vecteurs aléatoires
dont l’ensemble image est de cardinal fini, appelé k-mean, est introduit dans
une troisième partie. Nous y traitons des problèmes théoriques de convergence
et des questions pratiques d’implantation de cet algorithme. Tous ces outils pré-
sentés nous ont permis de mettre au point un schéma de discrétisation dont la
convergence théorique est étudiée dans la partie quatre. Enfin, il est question
dans la dernière partie de quelques applications numériques de ce schéma. Nous
y abordons des problémes liés à la fixation de ses paramètres ainsi qu’un certain
nombre de développements réalisés ou seulement envisagés.

Mots clés : équation différentielle stochastique rétrograde, équation différen-
tielle stochastique rétrograde réfléchie, équation aux dérivées partielles, mathé-
matiques financières, évaluation d’options, quantification optimale, algorithme
du k-mean.
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Chapitre 1

Les équations différentielles
stochastiques rétrogrades
(EDSR)

1.1 Présentation

1.1.1 Contexte général

Dans toute la suite nous considérerons un espace de probabilité (Ω,F ,P) et
(Bt)t∈[0,T ] un mouvement brownien de dimension d défini sur cet espace de pro-
babilité avec T un réel strictement positif. On note (Ft; 0 ≤ t ≤ T ) sa filtration
naturelle augmentée, c’est-à-dire la σ−algèbre générée par le mouvement brow-
nien B et les ensembles de probabilité nulle. De plus, on note M 2([0, T ],Rd) l’es-
pace des processus progressivement mesurables de carré intégrable sur [0, T ]×Ω.
Enfin, |.| représentera indifféremment la valeur absolue sur R, la norme cano-
nique de R

d et la norme d’opérateur de R
d×d.

1.1.2 Solutions d’EDSR

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été in-
troduites par Bismut en 1973 dans le cas linéaire et par Pardoux et Peng en
1990 dans le cas général ([19]). Elles tirent notamment leur origine des travaux
portant sur le contrôle stochastique optimal. La solution d’une équation dif-
férentielle stochastique rétrograde est un triplé (X,Y, Z) Ft adapté, de carré
intégrable, qui vérifie

(E)

{

Xt = x0 +
∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dBs

Yt = g(XT ) +
∫ T

t
f(s,Xs, Ys, Zs)ds−

∫ T

t
ZsdBs

avec x0 ∈ R
d, b : R

d → R
d, f : [0, T ] × R

d × R → R, σ : R
d → R

d×d et
g : R

d → R.
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6 CHAPITRE 1. LES EDSR

Remarques :

• X est un simple processus de diffusion partant de x0 en t = 0.
• Y ne possède pas de condition initiale mais une condition finale. Il n’est

donc pas évident a priori d’avoir un processus adapté. En effet, si l’on
supprime Z de (E), on obtient

Yt = g(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ys)ds.

Dans ce cas là, Y n’a aucune chance de pouvoir être un processus adapté
car il dépend explicitement du futur. Ainsi le processus Z peut être vu
comme un contrôle permettant au processus Y d’être adapté.

1.1.3 Relations avec les équations aux dérivées partielles
(EDP)

On considère l’équation aux dérivées partielles quasi-linéaire suivante

(E)







∂tu(t, x) + 〈b(x),∇xu(t, x)〉+ 1
2 tr((σσ

∗)(x)∇2
x,xu(t, x))

+f(t, x, u(t, x), (∇uσ)(t, x)) = 0
u(T, x) = g(x)

Cette équation est fortement reliée à (E). En effet, si u ∈ C1,2([0, T ] × R
d,R)

est une solution de (E) et X un processus vérifiant

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dBs

alors (Xt, u(t,Xt), (∇uσ)(t,Xt))t∈[0,T ] est une solution de (E). Pour s’en convaincre,
il suffit d’appliquer la formule d’Itô à ut = u(t,Xt) :

dut = Ltu(t,Xt)dt+ (∇uσ)(t,Xt)dBt

avec

Lt =
∂

∂t
+

1

2

d∑

i,j=1

(σσ∗)i,j(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
.

Or u vérifie (E), donc

du(t,Xt) = −f(t, x, u(t, x), (∇uσ)(t,Xt))dt+ (∇uσ)(t,Xt)dBt

ce qui est le résultat escompté. Bien entendu, il convient maintenant d’étudier
de plus près l’existence et l’unicité de solutions pour (E) et (E) : ce sera l’objet
de la partie 1.2.
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1.2 Résultats d’existence et d’unicité

1.2.1 Résultats généraux sur les EDSR

Rappelons tout d’abord le résultat classique suivant

Théorème 1.2.1 On suppose que b et σ sont uniformément lipschitziens. Pour
tout x ∈ R il existe une unique solution dans M 2([0, T ],Rd) de l’équation diffé-
rentielle stochastique

X0,x
t = x+

∫ t

0

b(X0,x
u )du+

∫ t

0

σ(X0,x
u )dBu, 0 ≤ t ≤ T

Démonstration :
• Unicité : supposons que (X0,x

1,t ) et (X0,x
2,t ) sont deux processus solutions.

Alors

E

∣
∣
∣X

0,x
1,t −X0,x

2,t

∣
∣
∣

2

≤ CdE

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

b(X0,x
1,u)− b(X0,x

2,u)du

∣
∣
∣
∣

2

+CdE

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

σ(X0,x
1,u )− σ(X0,x

2,u )dBu

∣
∣
∣
∣

2

E

∣
∣
∣X

0,x
1,t −X0,x

2,t

∣
∣
∣

2

≤ tCdE

[∫ t

0

∣
∣
∣b(X

0,x
1,u)− b(X0,x

2,u)
∣
∣
∣

2

du

]

+CdE

[∫ t

0

∣
∣
∣σ(X0,x

1,u)− σ(X0,x
2,u )

∣
∣
∣

2

du

]

avec Cd une constante ne dépendant que de d. En utilisant le fait que b et
σ sont uniformément lipschitziennes1, nous obtenons

E

∣
∣
∣X

0,x
1,t −X0,x

2,t

∣
∣
∣

2

≤ CdK
2(1 + t)E

[∫ t

0

∣
∣
∣X

0,x
1,u −X0,x

2,u

∣
∣
∣

2

du

]

.

Il suffit alors d’appliquer le lemme de Gronwall pour en déduire que

E

∣
∣
∣X

0,x
1,t −X0,x

2,t

∣
∣
∣

2

= 0

• Existence : comme M2([0, T ],Rd) est un espace de Hilbert et que nous
ne connaissons pas le processus limite, nous allons construire une suite de
Cauchy qui va converger vers le processus souhaité. Ainsi, on considère la
suite de processus suivante définie par récurrence

Xn+1
t = x+

∫ t

0

b(Xn
u )du+

∫ t

0

σ(Xn
u )dBu

1b et σ sont K lipschitziens.
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avec X0
t = x. Remarquons tout de suite que, si cette suite converge, le

processus limite est solution de l’équation différentielle stochastique. En
reprenant les mêmes calculs que pour l’unicité, on montre que

E
∣
∣Xn+1

t −Xn
t

∣
∣
2 ≤ CdK

2(1 + T )
︸ ︷︷ ︸

A

E

[∫ t

0

∣
∣Xn+1

u −Xn
u

∣
∣
2
du

]

.

En posant

un =

∫ T

0

E
∣
∣(Xn+1

t −Xn
t

∣
∣
2
dt,

on obtient

un+1 ≤ u0
AnTn+1

(n+ 1)!
.

ut
Il est démontré dans [19] le résultat suivant

Théorème 1.2.2 On suppose que
• b et σ sont uniformément lipschitziennes,
• g est une fonction mesurable à croissance au plus polynômiale,
• f est une fonction mesurable, bornée vis à vis des deux premières variables

et uniformément lipschitzienne vis à vis des deux dernières variables.
Alors (E) possède une unique solution (X,Y, Z) dans M 2([0, T ]),Rd)×M2([0, T ],R)×
M2([0, T ],Rd).

Démonstration : La démonstration complète se trouve dans [19]. Nous allons
juste développer quelque peu la méthode de construction de la solution en dé-
taillant les étapes importantes. Notons dans un premier temps qu’une partie du
résultat, à savoir l’existence et l’unicité de X , est l’objet du théorème 1.2.1. En
ce qui concerne les processus Y et Z, nous allons nous appuyer sur des lemmes
successifs.

Lemme 1.2.3 Soient Ȳ ∈M2([0, T ],R) et Z̄ ∈M2([0, T ],R), alors l’équation

Yt = g(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds−
∫ T

t

ZsdBs

possède une unique solution (Y, Z) dans M 2([0, T ],R)×M2([0, T ],Rd).2

Démonstration : On pose

Yt = E

[

g(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds|Ft

]

2Nous supposons toujours les hypothèses du théorème 1.2.2 vérifiées.
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D’après le théorème de représentation martingale (cf [11] partie 3.4) il existe un
unique processus Z ∈M2([0, T ],Rd) tel que3

E

[

g(XT ) +

∫ T

0

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds|Ft

]

= Y0 +

∫ t

0

ZsdBs.

Or

g(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds−
∫ T

t

ZsdBs

= g(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds−
∫ T

0

ZsdBs +

∫ t

0

ZsdBs

= −
∫ t

0

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds+ E

[

g(XT ) +

∫ T

0

f(s,Xs, Ȳs, Z̄s)ds|Ft

]

= Yt.

ut
Lemme 1.2.4 Soit Ȳ ∈M2([0, T ],R), alors l’équation

Yt = g(XT ) +

∫ T

t

f(s,Xs, Ȳs, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdBs

possède une unique solution (Y, Z) dans M 2([0, T ],R)×M2([0, T ],Rd).4

Démonstration : Pour démontrer l’existence, les auteurs de [19] utilise la
même idée que pour le théorème 1.2.1, à savoir construire une suite de Cauchy
de M2([0, T ],R)×M2([0, T ],Rd). En utilisant le lemme précédent, nous pouvons
considérer la suite (Y n, Zn)n≥0 suivante

{
Y 0

t = 0, Z0
t = 0,

Y n
t = g(XT ) +

∫ T

t
f(s,Xs, Ȳs, Z

n−1
s )ds−

∫ T

t
Zn

s dBs.

La convergence de cette suite et l’unicité de la solution sont démontrées dans [19].
ut

Revenons à la démonstration du théorème. Pour s’assurer de l’existence nous
allons, une nouvelle fois, construire une suite de Cauchy de M 2([0, T ],R) ×
M2([0, T ],Rd) en utilisant le lemme précédent :

{
Y 0

t = 0, Z0
t = 0,

Y n
t = g(XT ) +

∫ T

t f(s,Xs, Y
n−1
s , Zn

s )ds−
∫ T

t Zn
s dBs.

La convergence de cette suite et l’unicité de la solution sont démontrées dans [19].
ut

3Pour pouvoir appliquer le théorème de représentation martingale il convient d’avoir une
martingale progressivement mesurable de carré intégrable. Nous avons donc besoin des hypo-
thèses sur g et du résultat classique E |X|2p

T
< +∞.

4Nous supposons toujours les hypothèses du théorème 1.2.2 vérifiées.
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1.2.2 Résultats sur les EDP associées aux EDSR

Pour s’assurer de l’existence et de l’unicité de solutions pour les EDP as-
sociées aux EDSR il convient d’avoir des hypothèses plus fortes sur f , g, b et
σ.

Hypothèses (H1) :

1. b, f , g et σ sont bornées en espace et ont une croissance au plus linéaire
vis à vis des autres variables.

2. b, f , g et σ sont uniformément lipschitziennes vis à vis de toutes les va-
riables.

3. σσ∗ est uniformément elliptique. ie ∃ε > 0, ∀x ∈ R
d, σ(x)σ∗(x) − εId est

positive.

4. g est bornée dans C2(Rd).

Comme nous souhaitions assouplir l’hypothèse de bornitude en espace de b, f ,
g et σ, nous avons considéré un second jeu d’hypothèses.

Hypothèses (H2) :

1. b ∈ C3(Rd,Rd), σ ∈ C3(Rd,Rd×d), g ∈ C3(Rd).

2. Les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à 3 de b et σ sont bornées.

3. Les dérivées d’ordre inférieur ou égal à 3 de g sont à croissance au plus
polynômiale.

4. (x, y, z)→ f(s, x, y, z) est de classe C3 quelque soit s ∈ [0, T ] et de plus
• Pour tout s ∈ [0, T ], les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à 3

de f(s, ., 0, 0) sont à croissance au plus polynômiale.
• ∂f/∂y, ∂f/∂z ainsi que leurs dérivées partielles d’ordre 1 et 2 en x, y

et z sont bornées sur [0, T ]× R
d × R× R

d.

Notons que les hypothèses (H2) sont plus contraignantes que (H1) sur la régu-
larité des coefficients.

D’après [13]5 et [14] on a le résultat suivant :

Théorème 1.2.5 • Sous les hypothèses (H1), (E) admet une solution u ∈
C1,2([0, T ]×R

d,R). De plus, il existe une constante C telle que pour tout
(t, x) ∈ [0, T ]× R

d on a

|u(t, x)|+ |∇xu(t, x)|+
∣
∣∇2

x,xu(t, x)
∣
∣+ |∂tu(t, x)| ≤ C

Enfin, u est unique dans la classe des fonctions ũ ∈ C([0, T ] × R
d,R) ∩

C1,2([0, T [×R
d,R) vérifiant sup(t,x)∈[0,T [×Rd(|ũ(t, x)|+ |∇xũ(t, x)|) < +∞

• Sous ces mêmes hypothèses, il existe un unique triplé (X,Y, Z) progressi-
vement mesurable, de carré intégrable, à valeur dans R

d ×R×R
d tel que

E supt∈[0,T ](|Xt|2 + |Yt|2) < +∞ et satisfaisant Pp.s. (E).

5chapitre VI, théorème 4.1
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D’après [18] on a le résultat suivant :

Théorème 1.2.6 • Sous les hypothèses (H2), (E) admet une unique solu-
tion u ∈ C1,2([0, T ]× R

d,R). De plus, pour tout p ≥ 2, il existe cp et un
entier q tels que ∀p ≥ 2, ∀(x, x′) ∈ (Rd)2, ∀(t, t′) ∈ [0, T ]2,

|u(t, x)− u(t′, x′)|p ≤ cp(1 + |x|q)(|x− x′|p + |t− t′|p/2
)

|∇xu(t, x)−∇x′u(t′, x′)|p ≤ cp(1 + |x|q + |x′|q)(|x− x′|p + |t− t′|p/2
)

• Sous ces mêmes hypothèses, il existe un unique triplé (X,Y, Z) progressive-
ment mesurable, de carré intégrable, à valeur dans R

d×R×R
d satisfaisant

Pp.s. (E).

Le théorème suivant permet de faire le lien entre Les EDSR et les EDP
associées.

Théorème 1.2.7 Plaçons nous sous les hypothèses (H1) ou (H2). On note u
l’unique solution de (E) et (X,Y, Z) l’unique solution adaptée de (E). Alors,

u(t, x) = E[Yt|Xt = x] (∇uσ)(t, x) = E[Zt|Xt = x]

Ce résultat découle directement des théorèmes d’existence et d’unicité précé-
dents et de la remarque de la partie 1.1.3.

Remarques :
• Dans la majeure partie des travaux sur les EDSR, Y est un processus

vectoriel. Ainsi, on ne considère plus l’EDP associée à l’EDSR, mais le
système d’EDP associé.

• Il est possible d’assouplir certaines hypothèses de dérivabilité pour f , g, b
et σ. Dans ce cas, u(t, x) := E[Yt|Xt = x] n’est pas une solution de (E),
car pas assez régulière, mais seulement une solution de viscosité de (E).
De tels résultats sont disponibles dans [18], [20] ou [21] par exemple.

1.2.3 Où l’on retrouve la formule de Feynman-Kac

Supposons que f puisse s’écrire sous la forme

f(t, x, y, z) = c(t, x)y + h(t, x).

Dans ce cas, le processus Y de l’EDSR associée possède une solution explicite
que l’on peut déterminer grâce à la méthode de variation de la constante :

Y t,x
s = g(Xt,x

T )e
� T

s
c(r,Xt,x

r )dr +

∫ T

s

h(r,Xt,x
r )e

� r
s

c(u,Xt,x
u )dudr

−
∫ T

s

e
�

r
s

c(u,Xt,x
u )duZt,x

r dBr
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Nous avons vu que si u est une solution de (E), et s’il existe une unique solution
(X,Y, Z) dans M2([0, T ]),Rd)×M2([0, T ],R)×M2([0, T ],Rd), alors

u(t, x) = Y t,x
t = E

[

g(Xt,x
T )e

� T
t

c(r,Xt,x
r )dr +

∫ T

t

h(r,Xt,x
r )e

� r
t

c(u,Xt,x
u )dudr

]

,

(1.1)
ce qui est la formule de Feynman-Kac.

1.3 Les EDSR réfléchies

1.3.1 Présentation

Dans certaines applications des EDSR il peut apparâıtre une contrainte, dite
de « frontière libre », de la forme Yt ≥ h(t,Xt). Il convient alors de modifier
la notion d’EDSR pour intégrer cette contrainte. La solution d’une équation
différentielle stochastique rétrograde réfléchie est un quadruplé (X,Y, Z,K) Ft

adapté, de carré intégrable, qui vérifie

(ER)







Xt = x0 +
∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dBs

Yt = g(XT ) +
∫ T

t
f(s,Xs, Ys, Zs)ds+KT −Kt −

∫ T

t
ZsdBs, Yt ≥ h(t,Xt)

∫ T

0
(Yt − h(t,Xt))dKt = 0

avec K un processus continu et croissant, K0 = 0, x0 ∈ R
d, b : R

d → R
d,

f : [0, T ]× R
d × R→ R, σ : R

d → R
d×d, g : R

d → R et h : [0, T ]× R
d → R.

L’introduction du processus croissantK permet de « contenir» Y au dessus de

h en venant s’ajouter à celui-ci. L’équation
∫ T

0
(Yt−h(t,Xt))dKt = 0 autorise K

à « contenir » Y de façon optimale, c’est-à-dire seulement lorsque Yt = h(t,Xt).
Il est montré dans [6] le résultat suivant

Théorème 1.3.1 Supposons que

• b et σ sont uniformément lipschitziennes,
• g est continue et à croissance au plus polynômiale,
• f et h sont continues,
• il existe K ∈ R

+ et p ∈ N tels que pour tous t ∈ [0, T ], x, z, z′ ∈ R
d,

y, y′ ∈ R,
– |f(t, x, 0, 0)| ≤ K(1 + |x|p),
– |f(t, x, y, z)− f(t, x, y′, z′)| ≤ K(|y − y′|+ |z − z′|),
– h(t, x) ≤ K(1 + |x|p),

• h(T, x) ≤ g(x).
Alors, (ER) possède une unique solution (X,Y, Z,K) dans M 2([0, T ]),Rd) ×
M2([0, T ],R)×M2([0, T ],Rd)×M2([0, T ],R).
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1.3.2 EDP avec obstacle associée

Il est montré dans [6] que Y peut être vu comme l’interprétation probabiliste
de la solution de l’EDP avec obstacle suivante :

(ER)

{
max (Ltu(t, x) + f(t, x, u(t, x), (∇uσ)(t, x)), h(t, x) − u(t, x)) = 0
u(T, x) = g(x)

Comme précédemment, si u est une solution de (ER), alors u(t,Xt) = Yt. Les
auteurs de [6] traitent du cas plus général où l’on a une solution de viscosité.

1.3.3 Problème de temps d’arrêt optimal associé

Il est également possible de considérer Y comme la solution d’un problème
de temps d’arrêt optimal.

Proposition 1.3.2 Si (X,Y, Z,K) est une solution de (ER), alors

Yt = ess sup
τ∈Tt

E

[∫ τ

t

f(s,Xs, Ys, Zs)ds+ h(τ,Xτ ) � τ<T + g(XT ) � τ=T |Ft

]

,

avec Tt l’ensemble des temps d’arrêt à valeur dans (t, T ].

Démonstration : Soit τ ∈ Tt. On a alors

Yt = E

[∫ τ

t

f(s,Xs, Ys, Zs)ds+ Yτ +Kτ −Kt|Ft

]

≥ E

[∫ τ

t

f(s,Xs, Ys, Zs)ds+ h(τ,Xτ ) � τ<T + g(XT ) � τ=T |Ft

]

car K est croissante et Y ≥ h(., X). Pour obtenir l’inégalité réciproque, posons
maintenant le temps d’arrêt suivant

Dt = inf {u ∈ [t, T ];Yu = h(u,Xu) � u<T + g(XT ) � u=T } .

Comme
∫ T

0
(Yu−h(u,Xu))dKu = 0 et que K est continue, alors KDT −Kt = 0.

Ainsi

Yt = E

[
∫ Dt

t

f(s,Xs, Ys, Zs)ds+ h(Dt, XDt) � Dt<T + g(XT ) � Dt=T |Ft

]

.

ut

1.4 Quelques applications à la finance

Rappelons quelques notions sur les produits dérivés en finance. Une option
financière est un produit dérivé qui donne le droit, et non l’obligation, d’acheter
(option d’achat, appelée aussi « call ») ou de vendre (option de vente, appelée



14 CHAPITRE 1. LES EDSR

aussi « put ») une quantité donnée d’actifs financiers, appelés actifs sous-jacents,
à un prix précisé à l’avance (prix d’exercice) et à une date d’échéance donnée
(option européenne) ou avant une date donnée (option américaine). Ce droit lui
même s’achète ou se vend sur un marché d’options. De façon plus générale, on
peut considérer des contrats qui permettent le versement, à la date d’exercice,
d’une prime fonction des actifs financiers. Cette prime est appelée Payoff. Le but
pour la banque est alors de pouvoir fixer un prix pour ces contrats en utilisant
une modélisation mathématique du marché. Le fait que le prix du contrat soit
connu de manière certaine à la date d’exercice laisse envisager que la théorie
des EDSR soit applicable dans ce domaine : X serait le sous-jacent et Y le prix
de l’option. En pratique, les auteurs de [8] ont mis en lumière de nombreuses
applications des EDSR dans le domaine financier et notamment l’évaluation
d’options.

1.4.1 L’évaluation d’options européennes

L’exemple le plus simple concerne les options européennes sur actifs bour-
siers. On note X le sous-jacent : il représente d actifs boursiers. Nous le modé-
lisons comme un processus de diffusion classique :

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dBs.

On note Y le prix de l’option. Enfin, g représente le Payoff qui est fonction des
actifs boursiers. L’évaluation de l’option peut se faire à l’aide de la méthode de
réplication : on crée un portefeuille, constitué d’un actif sans risque A rémunéré
au taux r et des actifs risqués X , et qui sera égal à la valeur de l’option à la date
d’exercice. On note θ0 la quantité d’actif sans risque et θ1 les quantités d’actifs
risqués. Alors

Yt = θ0tAt + θ �t .Xt

Nous supposerons que le portefeuille est autofinancé, donc

dYt = rθ0tAtdt+ θ �t .dXt = r(Yt − θ �t .Xt)dt+ θ �t .dXt.

Ainsi, nous obtenons l’EDSR suivante :

Yt = g(XT )−
∫ T

t

r(Ys − θ �s .Xs) + θ �s .b(Xs)ds−
∫ T

t

θ �s .σ(Xs)dBs.

Remarques :
• Le contrôle est ici assuré par θ1, les quantités d’actifs risqués.
• Notons que cet exemple est très simple, nous n’avons pas forcément besoin

de la théorie des EDSR pour résoudre ce problème. En effet, en considérant
le prix actualisé e−rtYt au lieu de Yt, nous pouvons faire disparâıtre le

terme
∫ T

t rYsds. De plus, par l’intermédiaire du théorème de Girsanov, il
est possible de faire un changement de probabilité afin de transformer le
prix actualisé en une martingale6.

6Cette transformation nécessite tout de même certaines hypothèses sur b et σ.
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1.4.2 L’évaluation d’options américaines

Nous nous plaçons sous les mêmes hypothèses que précédemment mais cette
fois l’acheteur peut exercer son droit à tout moment jusqu’à la date d’échéance.
Supposons que l’acheteur divulgue sa stratégie à l’avance, c’est-à-dire le moment
d’exercice de son option. Ce moment est un temps d’arrêt τ . Dans ces conditions,
il suffit de reprendre les calculs précédents pour évaluer Y :

Y τ
t = g(Xτ )−

∫ τ

t

r(Y τ
s − θ �s .Xs) + θ �s .b(Xs)ds−

∫ τ

t

θ �s .σ(Xs)dBs.

Intuitivement, nous aurons donc

Yt = ess sup
τ∈Tt

Y τ
t .

Y devrait alors vérifier l’EDSR réfléchie suivante






Xt = x0 +
∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dBs

Yt = g(XT )−
∫ T

t
r(Y τ

s − θ �s .Xs) + θ �s .b(Xs)ds+KT −Kt −
∫ T

t
θ �s .σ(Xs)dBs, Yt ≥ g(Xt)

∫ T

0 (Yt − g(Xt))dKt = 0

Ce résultat est démontré proprement dans [7].

Remarque : Il apparâıt dans l’EDSR réfléchie la contrainte Yt ≥ g(Xt). Celle
ci se justifie par l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage. En effet, sup-
posons que Yt < g(Xt) : Il suffit alors d’exercer son droit au moment de l’achat
du contrat pour obtenir sûrement un gain strictement positif.

1.4.3 Exemples de portefeuilles sous contraintes

Supposons maintenant que la banque ne puisse pas prêter et emprunter au
même taux7. Notons r le taux d’intérêt du placement sans risque et R le taux
d’intérêt d’emprunt avec r < R. Alors on a

dYt = r(Yt − θ �t .Xt)
+dt+R(Yt − θ �t .Xt)

−dt+ θ �t .dXt

Yt = g(XT )−
∫ T

t

r(Ys−θ �s .Xs)
++R(Ys−θ �s .Xs)

−+θ �s .b(Xs)ds+θ �s .σ(Xs)dBs.

Contrairement aux exemples précédents, nous obtenons cette fois une fonction
f non-linéaire.

Les auteurs de [8] traitent également des problèmes d’évaluation dans des
marchés incomplets. Dans ce cas la banque ne peut pas se couvrir sur la totalité
des actifs ce qui pose des problèmes d’existence de statégie de couverture. Nous
renvoyons le lecteur à [8] pour plus de détails.

7Cet exemple est tiré de [8].
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1.5 Résolution numérique des EDSR

Dans le cas général, (X,Y, Z) ne peut être déterminé théoriquement. Le but
de notre travail va donc consister à calculer numériquement Y0. Pour cela, il
convient de faire des approximations. On a

X
tk,Xtk
tk+1

= Xtk
+

∫ tk+1

tk

b(X
tk,Xtk
s )ds+

∫ tk+1

tk

σ(X
tk,Xtk
s )dBs

Y
tk ,Xtk
tk

= E

[

Y
tk ,Xtk
tk+1

+

∫ tk+1

tk

f(s,X
tk,Xtk
s , Y

tk,Xtk
s , Z

tk,Xtk
s )ds

]

.

Posons tk = hk et simplifions les intégrales8 :

X̄
tk,X̄tk
tk+1

= X̄tk
+ hb(X̄tk

) + σ(X̄tk
)(Btk+1

−Btk
)

Ȳ
tk,X̄tk
tk

= E

[

Ȳ
tk ,X̄tk
tk+1

+ hf(tk, X̄tk
, Ȳ

tk,X̄tk
tk+1

, Z̄
tk,X̄tk
tk+1

)
]

.

Continuons à simplifier le problème en supposant que f ne dépend pas de Z9

Ȳ
tk,X̄tk
tk

= E

[

Ȳ
tk,X̄tk
tk+1

+ hf(tk, X̄tk
, Ȳ

tk ,X̄tk
tk+1

)
]

.

Pour les EDSR réfléchies nous simplifions le problème de temps d’arrêt optimal
en un problème de temps d’arrêt optimal à valeur dans un espace discrétisé :
on considère l’ensemble des temps d’arrêt à valeur dans {tk, 0 ≤ k ≤ n}. On a
alors l’approximation suivante

Ȳ
tk,X̄tk
tk

= sup
(

h(tk, X̄tk
),E

[

Ȳ
tk,X̄tk
tk+1

+ hf(tk, X̄tk
, Ȳ

tk ,X̄tk
tk+1

)
])

.

Malheureusement, dans les deux cas il reste à calculer des espérances condition-
nelles ce qui est extrêmement long numériquement. Nous allons donc passer par
une discrétisation spatiale en utilisant des méthodes de quantification optimale
afin de simplifier notablement la résolution numérique.

8Cela revient à prendre un schéma d’Euler pour X.
9Le problème général sera réintroduit dans une section du dernier chapitre.



Chapitre 2

La quantification optimale

Ce chapitre s’appuie sur les articles [1], [2], [17] et [16].

2.1 La quantification de vecteurs aléatoires

2.1.1 Présentation

Les méthodes de quantification optimale consistent à approcher de manière
discrète des vecteurs aléatoires sous la contrainte d’un critère d’optimalité. Ainsi,
l’idée de base est de remplacer un vecteur aléatoireX ∈ L2(Ω,Rd) par un vecteur
aléatoire Y ∗ prenant au plus N valeurs en minimisant l’erreur induite :

Y ∗ = arg min
{
‖X − Y ‖2, Y : Ω→ R

d,mesurable,Card(Y (Ω)) ≤ N
}

Notons Γ = Y (Ω) = {x1, . . . , xN} le support de Y et ProjΓ : R
d → Γ la

projection sur le plus proche voisin. Nous pouvons remarquer que

‖X − ProjΓ(X)‖2 ≤ ‖X − Y ‖2 .
Ainsi, le problème revient à déterminer uniquement le support Γ optimal car
l’on peut facilement en déduire un vecteur associé :

X̂Γ := ProjΓ(X) =

N∑

i=1

xi � Ci(Γ)(X), X ∈ R
d,

avec C1(Γ), . . . , CN (Γ) une partition borélienne de R
d telle que

Ci(Γ) ⊂
{

ξ ∈ R
d :
∣
∣ξ − xi

∣
∣ = min

xj∈Γ

∣
∣ξ − xj

∣
∣

}

.

Cette partition est appelée pavage de Voronöı.
Notre problème d’optimisation revient donc à minimiser la fonction

Q2
N (x1, ..., xN ) =

∥
∥
∥X − X̂Γ

∥
∥
∥

2

2
= E

[

min
1≤i≤N

|X − xi|2
]

.

17
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Celle-ci est appelée distorsion ou erreur de quantification L2. Comme c’est une
fonction continue, on montre facilement qu’elle atteint un minimum.

Remarque : Par la suite, nous appellerons « quantification de X » X̂Γ et
« quantificateurs de X » x1, . . . , xN .

2.1.2 Obtention de grilles de quantification

Il convient maintenant de se demander comment on obtient numériquement
une grille de quantification, c’est-à-dire un Γ optimal. L’idée est de dériver for-
mellement Q2

N pour ensuite construire un algorithme de gradient stochastique.
Réécrivons tout d’abord la fonction distorsion

Q2
N(x1, ..., xN ) :=

∫

q2N (x, ξ)PX(dξ)

avec

q2N (x, ξ) := min
1≤i≤N

|xi − ξ|2, x = (x1, ..., xN ) ∈ (Rd)N , ξ ∈ R
d.

Alors on a

∇Q2
N (x1, ..., xN ) = E

[
∇xq

2
N (x,X)

]

∇xq
2
N (x, ξ) = 2

(
(xi − ξ) � Ci(x)(ξ)

)

1≤i≤N

On définit donc l’algorithme de cette façon

Γn+1 = Γn − δn+1

2
∇xq

2
N (Γn, ξn+1)

avec (ξn)n>0 une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. de même densité que X et
(δn)n>0 une suite décroissante vérifiant

∑

n>0

δn = +∞ et
∑

n>0

δ2n < +∞.

De plus, les auteurs de [1] montrent que l’erreur de quantification Q2
N et les

poids πi = PX(Ci(Γ
∗)) peuvent être estimés en même temps. En pratique, si

l’on note Γn = {x1,n, ..., xN,n}, l’algorithme se déroule de la façon suivante :

1. sélection : jn+1 ∈ argmini |xi,n − ξn+1|
2. apprentissage de la grille :

{
xjn+1,n+1 = xjn+1,n − δn+1(x

jn+1,n − ξn+1)
xi,n+1 = xi,n, i 6= jn+1

3. apprentissage de l’erreur de quantification :

Q2,n+1
N = Q2,n

N − 1

n+ 1
(Q2,n

N − |xjn+1,n − ξn+1|2), Q2,0
N = 0,
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PSfrag replacements

x1,n

x2,nx3,n

x4,n

x5,n

x4,n+1

ξn+1

δn+1 �� x
4,n

− ξn+1 ��

Fig. 2.1 – Exemple d’itération à l’étape n pour l’algorithme de Kohonen.

4. apprentissage des poids de quantification :

πn+1
i = πn

i −
1

n+ 1
(πn

i − � i=jn+1), π0
i = 1/N, 1 ≤ i ≤ N.

Cet algorithme est connu sous le nom Competitive Learning Vector Quan-
tization (CLVQ) ou algorithme de Kohonen. Malheureusement, la convergence
de celui-ci n’a été démontrée qu’en dimension 1 pour le cas général et en dimen-
sion supérieure lorsque PX est à support compact. Les preuves se trouvent dans
l’annexe de [1] et ses références. Notons que les résultats généraux sur la conver-
gence des algorithmes stochastiques ne peuvent pas être appliqués dans ce cas
à cause du manque de régularité du gradient. Un exemple d’itération est donné
sur la figure 2.1. La figure 2.2 représente les quantificateurs obtenus à l’aide de
l’algorithme de Kohonen pour une gaussienne centrée réduite en dimension 2.1

Pour terminer, nous allons traiter quelques considérations pratiques sur l’im-
plantation de l’algorithme.
• Le premier problème concerne le choix de la suite (δn). Dans ce type d’al-

gorithme, on prend souvent un pas du type δn = 1/n. Ici, il est préférable
que le pas ne décroisse pas trop vite pour les premières itérations. Les
auteurs de [17] ont déterminé théoriquement et numériquement que, pour
une distribution uniforme, le pas suivant est bien adapté :

δn = δ0
a

a+ δ0bn

avec a = 4N1/d, b = π2N−2/d et δ0 = 1. Cela permet d’avoir un pas à
peu près constant lorsque n est petit et d’avoir un comportement asymp-
totique en O(1/n) lorsque n est grand. Selon ces mêmes auteurs, ce pas

1Le pavage de Voronöı a été calculé grâce à un algorithme de Steven Fortune disponible à
l’adresse http://cm.bell-labs.com/who/sjf/.
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Pavage de Voronoi
quantificateurs

Fig. 2.2 – 500 quantificateurs obtenus pour une gaussienne centrée réduite en
dimension 2 à l’aide de 108 itérations de l’algorithme de Kohonen. Le pavage de
Voronöı est également représenté.

reste adapté pour d’autres distributions, notamment les distributions gaus-
siennes. Nos investigations numériques viennent confirmer ce résultat :
le tableau suivant regroupe les distorsions obtenues en appliquant l’al-
gorithme de Kohonen à une distribution gaussienne centrée, réduite, en
dimension 1, avec 106 itérations, N = 100, pour différents pas δn.

a
a+bn

a
a+bn3/4

a
a+bn1/2

a
a+bn log n

1
n

1
n1/2

a
a+b1/2n

3, 1.10−4 7.0.10−4 5, 3.10−4 3, 2.10−4 8, 4.10−2 3, 7.10−3 8, 4.10−4

• Le deuxième point concerne l’initialisation de la grille. La solution la plus
simple consiste à choisir N vecteurs tirés aléatoirement suivant la loi de
X . Selon [17], il semblerait que cette méthode ne soit pas optimale lorsque
N devient trop grand. Dans ce cas, il peut être intéressant de procéder
par étapes successives, surtout lorsque la dimension d est importante :
l’algorithme est appliqué une première fois pour un nombre restreint N0

de quantificateurs puis N1 quantificateurs sont ajoutés2 au « centre » de
la distribution, ou aléatoirement, et l’algorithme est relancé une nouvelle
fois. Ces ajouts successifs sont réalisés jusqu’à obtenir

∑

iNi = N . Notons
qu’il convient de modifier le pas initial δ0 à chaque fois que l’algorithme est
relancé afin que le pas continue à diminuer. Nos essais numériques n’ont
pas permis de mettre en lumière ce phénomène, car trop limités en dimen-
sion (d ≤ 2) et en nombre de quantificateurs (N ≤ 500). Enfin, Sylvain
Maire nous a soumis l’idée d’initialiser la grille à l’aide de tirages quasi-
aléatoires3, et non plus pseudo-aléatoires. Nous n’avons malheureusement

2N1 � N0
3cf les suites d’Halton, de Warnock ou de Von der Corput par exemple.
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pas eu le temps de tester numériquement cette idée.
• Enfin, remarquons que les poids de quantification πi et la distorsion peuvent

être également estimés par des méthodes de Monte-Carlo une fois que l’al-
gorithme de Kohonen a été exécuté. Il s’avère que nos tests numériques
ont montrés que l’estimation « en ligne » des poids de quantification et
de la distorsion converge très lentement et qu’il est préférable de lancer
une estimation par Monte-Carlo une fois que l’algorithme de Kohonen est
terminé. Les figures 2.3 et 2.4 illustrent ce phénomène.

 0
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 0.015

 0.02

 0.025

-5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5

poids estimes "en ligne"
poids estimes par Monte-Carlo

poids optimaux

Fig. 2.3 – poids estimés « en ligne » et par Monte-Carlo pour une gaussienne
centrée réduite en dimension 1, 100 quantificateurs et 106 itérations de l’algo-
rithme de Kohonen.

2.1.3 Quelques résultats théoriques utiles pour la suite

Tout d’abord, on peut montrer4 qu’une quantification optimal de X vérifie
la propriété

X̂ = E[X |X̂]. (2.1)

Concrètement, cela signifie que les points de X̂(Ω) sont les barycentres de leurs
cellules de Voronöı.

En pratique, nous allons utiliser ces méthodes de quantifcation pour calculer
numériquement certaines intégrales. Ainsi, si l’on prend une fonction φ : R

d → R

mesurable, alors nous approcherons

E[φ(X)] =

∫

Rd

φ(ξ)PX (dξ)

4Il suffit d’utiliser les méthodes employée dans la partie 3.2.3.
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Fig. 2.4 – Estimation « en ligne » de la distorsion en dimension 1 pour 100
quantificateurs en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme de Kohonen
et estimation par Monte-Carlo, après 106 itérations de l’algorithme de Kohonen,
en fonction du nombre de tirages.

par

E[φ(X̂)] =

∫

Rd

φ(ξ)PX̂ (dξ) =

N∑

i=1

π̂iφ(xi)

Moyennant certaines hypothèses sur φ, nous pouvons contrôler l’erreur ainsi
commise.

Proposition 2.1.1 On suppose φ K-lipschitzienne. Alors

∣
∣
∣E[φ(X)]− E[φ(X̂)]

∣
∣
∣ ≤ K

∥
∥
∥X − X̂

∥
∥
∥

2
.

La démonstration est immédiate.

Proposition 2.1.2 On suppose φ différentiable et sa différentielle Dφ K-lipschitzienne.
On suppose également que X̂ est une quantification optimale de X. Alors

∣
∣
∣E[φ(X)]− E[φ(X̂)]

∣
∣
∣ ≤ K

∥
∥
∥X − X̂

∥
∥
∥

2

2
.

Démonstration : En appliquant une formule de Taylor nous obtenons

∣
∣
∣φ(X)− (φ(X̂) +Dφ(X̂).(X − X̂))

∣
∣
∣ ≤ K

∣
∣
∣X − X̂

∣
∣
∣

2

.

Ainsi

∣
∣
∣E[φ(X)] − E[φ(X̂)]− E[Dφ(X̂).(X − X̂)]

∣
∣
∣ ≤ K

∥
∥
∥X − X̂

∥
∥
∥

2

2
.
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Or, en utilisant (2.1) on a

E[Dφ(X̂).(X − X̂)] = E

[

Dφ(X̂).E[X − X̂|X̂]
]

= 0.

ut

Enfin, le théorème de Zador nous fourni le comportement asymptotique de la
distorsion optimale lorsque N tend vers l’infini. Ce théorème est du à Zador et
a été complété par Bucklew et Wise puis Graf et Luschgy.

Théorème 2.1.3 (Zador) Soit X ∈ L2(Ω,Rd) telle que PX(dξ) = g(ξ)λd(dξ)+
ν(dξ) avec λd la mesure de Lebesgue sur R

d et ν ⊥ λd. Alors

lim
N

(

N2/d min
|Γ|≤N

∥
∥
∥X − X̂Γ

∥
∥
∥

2

2

)

= Cd

(∫

Rd

g
d

d+2 (ξ)dξ

) d+2
d

Les références pour la démonstration sont disponibles dans [1], [2], [17] et [16].

2.2 Quantification des châınes de Markov

2.2.1 Présentation du problème

Nous avons déjà discrétisé en temps le processus forward X en considérant
le schéma d’Euler

X̄
tk,X̄tk
tk+1

= X̄tk
+ hb(X̄tk

) + σ(X̄tk
)(Btk+1

−Btk
).

Nous voulons maintenant approcher ce processus à temps discret par un pro-
cessus (X̂k) discrétisé en espace. On note Γk =

{
x1

k, . . . , x
qk

k

}
les quantificateurs

au temps tk et p̂i,j
k = P[X̂k = xj

k|X̂k−1 = xi
k−1] les probabilités de transition.

Alors, nous allons approximer

Ȳ
tk ,xi

k
tk

= E

[

Ȳ
tk ,xi

k
tk+1

+ hf(tk, x
i
k , Ȳ

tk,xi
k

tk+1
)
]

par5

Ŷ
tk,xi

k
tk

=

qk+1∑

j=1

p̂i,j
k+1

(

Ŷ
tk+1,xj

k+1

tk+1
+ hf(tk, x

i
k , Ŷ

tk+1,xj
k+1

tk+1
)

)

.

Cette fois, il est possible de calculer numériquement le processus discrétisé en
temps et en espace (Ŷtk

). Il reste alors à savoir comment nous allons discrétiser
X̄.

5Pour les EDSR réfléchies, il suffit de considérer le sup avec la fonction h.



24 CHAPITRE 2. LA QUANTIFICATION OPTIMALE

2.2.2 Quantification marginale

La première méthode consiste à chercher en même temps les quantifications
optimales des variables aléatoires X̄t0 , . . . , X̄tn . Ainsi, à chaque temps hk on
considère la grille de quantification Γk = {x1, ..., xqk} composée de qk points de
R

d, et on défini
X̂k = ProjΓk

(X̄k), k = 0, ..., n.

En pratique, l’algorithme de Kohonen est appliqué n fois en parallèle. Les proba-
bilités de transitions peuvent être estimées directement ou calculées par Monte-
Carlo. Pour une présentation complète de l’algorithme, il convient de se référer
à [1]. Malheureusement, ce processus X̂ ainsi construit n’est plus une châıne de
Markov. On sait néanmoins qu’il existe une châıne de Markov (X̂c

k) possédant

les mêmes probabilités de transition (p̂ij
k )i,j aux temps k = 1, ..., n.

2.2.3 Quantification markovienne

Le but de la seconde méthode est de conserver le caractère markovien du
processus. Cette fois, nous cherchons les quantifications optimales pas à pas.
Ainsi, si l’on écrit la châıne de Markov X̄ sous la forme

Xk = Fk(Xk−1, Btk
−Btk−1

), k = 1, ..., n,

alors on définit le nouveau processus (X̂k)k par

X̂k = ProjΓk
(Fk(X̂k−1, εk)), k = 1, ..., n,

et
X̂0 = ProjΓ0

(X0).

Le nouveau processus ainsi construit est encore une châıne de Markov associée à
la matrice de transition [p̂ij

k ] définie précédemment. Contrairement à la quantifi-
cation marginale, l’algorithme de Kohonen n’est plus appliqué n fois en parallèle
mais en série.

2.2.4 Application et limites

Le principal inconvénient de la première méthode est la perte du caractère
markovien du processus. La seconde méthode a tendance, quant à elle, à pro-
pager les erreurs. Néanmoins, selon [16] il n’existe pas de différence majeure
entre celles-ci. En pratique, elles nécessitent souvent des temps de calcul non
négligeables. Toutefois, elles s’avèrent extrêmement bien adaptées lorsqu’il est
possible de se ramener à des processus de référence que l’on peut quantifier puis
stocker une fois pour toute. C’est le cas par exemple des processus de Black-
Scholes du type

dXt = µXtdt+ σXtdBt.

Dans ce cas, il est possible d’écrire explicitement Xt en fonction de Bt. Ainsi,
il suffit de quantifier de façon optimale le mouvement brownien standard une
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fois pour toutes. En pratique on cherche juste la quantification optimale d’une
gaussienne centrée réduite, la quantification optimale des Btk

se déduisant alors
par dilatation. De façon plus générale, cette idée est applicable pour tout pro-
cessus s’écrivant explicitement en fonction du brownien. Les auteurs de [2] et
[16] l’utilisent pour évaluer le prix d’options américaines en grande dimen-
sion6. Notons que des quantifications optimales de gaussiennes centrées réduites
sont disponibles pour différentes dimensions et plusieurs nombres de quantifica-
teurs à l’adresse http://www.univ-paris12.fr/www/labos/cmup/homepages/
printems/n01/.

2.2.5 Utilisation de la quantification de la gaussienne

Une autre idée consiste à remplacer les gaussiennes ∆Bk = Btk+1
−Btk

par

des quantifications optimales ˆ∆Bk dans le schéma d’Euler :

X̂k+1 = X̂k + b(X̂k)h+ σ(X̂k) ˆ∆Bk.

Malheureusement, ce type de schéma est explosif : au temps tk on obtient Nk

points de grille, avec N le nombre de quantificateurs pour les gaussiennes. Afin
d’éviter ce phénomène, il est envisageable de réduire au fur et à mesure le nombre
de points de grille. Nous avons envisagé deux possibilités.

1. La première consiste à projeter les points de grilles obtenus à l’instant tk
sur une grille fixe du type δZd avec δ un pas constant. Si l’on note Π la
projection sur cette grille fixe, on a alors







X̂t0 = x0

X̂tk+1
= Π(X̂tk

+ T (tk, X̂tk
))

avec T (tk, x) = b(x)h+ σ(x) ˆ∆Bk

(2.2)

Cette méthode est intéressante algorithmiquement car la projection sur
une grille fixe a une complexité indépendante du nombre de points de
grille. Par contre elle ne semble pas topologiquement optimale car elle ne
tient pas compte de la répartition non uniforme des points de grilles avant
projection.

2. La seconde consiste à faire de la quantification markovienne sur le proces-
sus

X̂k+1 = X̂k + b(X̂k)h+ σ(X̂k) ˆ∆Bk.

Contrairement à ce que nous avons vu précédemment, on doit maintenant
quantifier de façon optimale des variables aléatoires dont le support est
déjà discret. Cette particularité fait que nous pouvons utiliser une nouvelle
méthode pour arriver à nos fins : celle-ci est l’objet du chapitre suivant.

6Les exemples numériques vont jusqu’à d = 10.





Chapitre 3

Le problème du k-mean

3.1 Motivations

En mettant au point un algorithme de résolution d’équations différentielles
stochastiques avec une quantification brownienne, nous avons été confronté au
problème suivant : nous souhaitions réduire fortement un ensemble contenant
un très grand nombre N de points pondérés de R

d en minimisant la perte d’in-
formation. L’idée la plus simple consiste à projeter les N points sur une grille
régulière du type δZd avec δ un pas constant. Néanmoins, on se rend compte
que cette solution n’est pas optimale car elle n’est pas flexible, c’est à dire que
l’on ne peut pas raffiner le maillage là où il y a le plus de points avec de « grosses
pondérations » et au contraire relacher le maillage là où les pondérations des
points sont faibles. Une autre solution consiste à fixer un entier k puis détermi-
ner k points qui minimisent l’erreur L2 entre les N points initiaux et leur plus
proche voisin parmi ces k points. Dans le cas particulier de poids équirépartis,
on tombe sur la problématique du k-mean.

3.2 Problématique initiale

3.2.1 Le problème du k-mean

Soient x1, . . . , xN N vecteurs de R
d que l’on cherche à approcher par k vec-

teurs y1, . . . , yk. Le but est alors de minimiser la fonction distorsion

D(y1, . . . , yk) =

N∑

i=1

‖xi − y(xi)‖22 (3.1)

avec
y(x) = argminy∈{y1,...,yk} ‖x− y‖2 . (3.2)

Ce problème se retrouve notamment dans la problématique plus générale de
l’apprentissage non supervisé où l’on cherche à classer N vecteurs donnés en k

27
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groupes distincts. Un exemple très simple consiste à prendre N points générés à
partir de k gaussiennes de centres y1, . . . , yk et de chercher à estimer ces centres
par ỹ1, ..., ỹk en minimisant la distorsion D. De façon générale, ce problème est
NP-complet, il est donc vain de tenter de le résoudre algorithmiquement de façon
exacte. Dans toute la suite on suppose N > k1 et les xi distincts deux à deux.

3.2.2 Nécessité de définitions supplémentaires

Avant toute chose, il convient de revenir sur l’équation (3.2). En effet, lors-
qu’il existe un point x qui est à égale distance de plusieurs points yi, il peut
apparâıtre un problème de choix dans la définition de la fonction argmin. Pour
régler ce problème, définissons tout d’abord la notion de voisinages ou pavages
de Voronöı.

Définition 3.2.1 (Pavages de Voronöı) Soient x1, . . . , xN N vecteurs de R
d

et y1, . . . , yk k vecteurs de R
d. On dit que {Γ(y1), . . . ,Γ(yk)} est un pavage de

Voronöı des points {y1, . . . , yk} si c’est une partition de {x1, . . . , xN} vérifiant

∀i ∈ {1, . . . , k} , ∀x ∈ Γ(yi), ‖x− yi‖2 = min
y∈{y1,...,yk}

‖x− y‖2

Pour la suite, nous allons privilégier un pavage de Voronöı particulier.

Définition 3.2.2 (Pavage de Voronöı) Soient x1, . . . , xN N vecteurs de R
d

et y1, . . . , yk k vecteurs de R
d. On dit que

{

Γ̂(y1), . . . , Γ̂(yk)
}

est le pavage de

Voronöı des points {y1, . . . , yk} si c’est une partition de {x1, . . . , xN} vérifiant

∀i ∈ {1, . . . , k} , ∀x ∈ Γ̂(yi),

{
‖x− yi‖2 < ‖x− yj‖2 si j < i
‖x− yi‖2 ≤ ‖x− yj‖2 sinon

Bien entendu, d’autres définitions eurent été acceptables. Nous pouvons main-
tenant définir proprement la fonction y :

∀x ∈ {x1, . . . , xN} , y(x) = yi si x ∈ Γ̂(yi). (3.3)

Remarque : Notons que (y1, . . . , yk) possède un unique pavage de Voronöı si,
et seulement si, il n’existe aucun point de {x1, . . . , xN} qui est à égale distance
de plusieurs points yi.

3.2.3 Quelques résultats théoriques

Certaines preuves présentes dans cette partie sont adaptées de [5]. Les ré-
sultats principaux concernent l’existence d’un minimum global pour D2 et la
caractérisation des minima locaux de D3.

1Sinon le problème est trivial.
2théorème 3.2.6
3théorème 3.2.8
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Dans la suite nous considérerons la fonction D suivante

D : R
d×k ×Pk → R

(y1, . . . , yk, V1, . . . , Vk) 7→ ∑k
i=1

∑

x∈Vi
‖x− yi‖2

(3.4)

avec Pk l’ensemble des partitions de {x1, . . . , xn} en k régions.

Lemme 3.2.3 Supposons que D est minimale en (y∗1 , . . . , y
∗
k, V

∗
1 , . . . , V

∗
k ), alors

les V ∗
i sont non vides.

Démonstration : Le lemme est trivial si k = 1. Sinon, supposons, sans perte
de généralité, que V ∗

1 est vide. Comme k < N , il existe un V ∗
i de cardinal

strictement supérieur à un : V ∗
2 par exemple4. Soit x ∈ V ∗

2 tel que x 6= y∗2 . Alors

D(x, y∗2 , . . . , y
∗
k, {x} , V ∗

2 \ {x} , . . . , V ∗
k ) < D(y∗1 , . . . , y

∗
k, V

∗
1 , . . . , V

∗
k )

ce qui est absurde. ut

Corollaire 3.2.4 Supposons que D est minimale en (y∗1 , . . . , y
∗
k, V

∗
1 , . . . , V

∗
k ),

alors les y∗i sont distincts deux à deux.

Démonstration : Si les yi ne sont pas distincts deux à deux, nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, que y∗1 = y∗2 . Alors

D(y∗1 , . . . , y
∗
k, V

∗
1 , . . . , V

∗
k ) = D(y∗1 , . . . , y

∗
k, V

∗
1 ∪ V ∗

2 , {∅} , . . . , V ∗
k )

Le lemme 3.2.3 achève la preuve. ut

Proposition 3.2.5 D possède un minimum global. De plus, une condition né-
cessaire pour que D soit minimale est que {V1, . . . , Vk} soit un pavage de Voronöı
de {y1, . . . , yk} et que, simultanément, les yi soient les barycentres des Vi.

Démonstration : Comme Pk est un ensemble fini, il suffit de montrer qu’à
V1, . . . , Vk fixés, D possède un minimum qu’elle atteint. Notons D{Vi} la fonction

D ou les Vi sont fixés. Il est évident queD{Vi} est une fonction continue sur R
d×k.

De plus D{Vi}(y1, . . . , yk) → +∞ lorsque
∑k

i=1 ‖yi‖2 → +∞. Ainsi, on peut se
restreindre à un compact sur lequel D{Vi} est bornée et atteint ses bornes.
On suppose maintenant que D atteint son minimum en (y∗1 , . . . , y

∗
k, V

∗
1 , . . . , V

∗
k ).

Alors, la dérivée directionnelle de D par rapport à y∗i suivant n’importe quel
vecteur v de R

d est nulle. En simplifiant l’écriture5, on a

1

ε
(D(y∗i + εv)−D(y∗i )) =

∑

x∈V ∗

i

−2〈x− y∗i , v〉+ ε ‖v‖22

4toujours sans perte de généralité
5On ne fait pas apparâıtre dans l’écriture de D les variables qui ne varient pas.



30 CHAPITRE 3. LE PROBLÈME DU K-MEAN

Lorsque ε→ 0, on trouve facilement, à l’aide du lemme 3.2.3, que

y∗i =

∑

x∈V ∗

i
x

∑

x∈V ∗

i
1
.

Ainsi les y∗i sont les barycentres des V ∗
i . Supposons maintenant que {V ∗

1 , . . . , V
∗
k }

ne soit pas un pavage de Voronöı de {y∗1 , . . . , y∗k}. Pour tout x ∈ {x1, . . . , xN},
il existe deux entiers i et j tels que x ∈ V ∗

i , x ∈ Γ̂(y∗j ) et ‖x− yj‖ ≤ ‖x− yi‖.
De plus, il existe au moins un x pour lequel l’inégalité est stricte car sinon
{V ∗

1 , . . . , V
∗
k } serait un pavage de Voronöı. Ainsi,

D(y∗1 , . . . , y
∗
k, Γ̂(y∗1), . . . , Γ̂(y∗k)) < D(y∗1 , . . . , y

∗
k, V

∗
1 , . . . , V

∗
k )

ce qui est absurde. Donc {V ∗
1 , . . . , V

∗
k } est un pavage de Voronöı de {y∗1 , . . . , y∗k}.

ut

Théorème 3.2.6 (Minimum global) La fonction D définie par (3.1) pos-
sède un minimum global qu’elle atteint en au moins un « point ». Si l’on note
(y∗1 , . . . , y

∗
k) un de ces « points », alors les y∗i sont les barycentres des pavés de

Voronöı Γ̂(y∗i ) associés.

Démonstration : Remarquons que

D(y1, . . . , yk) = D(y1, . . . , yk,Γ(y1), . . . ,Γ(yk))

pour n’importe quel pavage de Voronöı {Γ(y1), . . . ,Γ(yk)} de {y1, . . . , yk}. Or,
d’après la proposition 3.2.5, D atteint son minimum global en des « points »

de la forme (y1, . . . , yk,Γ(y1), . . . ,Γ(yk)). Ainsi D et D ont le même minimum
qu’elles atteignent aux mêmes (y1, . . . , yk). ut

On peut exprimer cette condition nécessaire différemment : Les points pour
lesquels D est minimale sont à chercher parmi les points fixes de ΦΓ̂ avec

ΦΓ̂ : R
d×k → R

d×k

(y1, . . . , yk) 7→ (φ1
Γ̂
(y1, . . . , yk), . . . , φk

Γ̂
(y1, . . . , yk))

(3.5)

φi
Γ̂
(y1, . . . , yk) =







yi si
∣
∣
∣Γ̂(yi)

∣
∣
∣ = 0

1

|Γ̂(yi)|
∑

x∈Γ̂(yi)
x sinon

Proposition 3.2.7 Pour tout (y1, . . . , yk) ∈ R
d×k,

• D(ΦΓ̂(y1, . . . , yk)) = D(y1, . . . , yk) si (y1, . . . , yk) est un point fixe de ΦΓ̂.
• D(ΦΓ̂(y1, . . . , yk)) < D(y1, . . . , yk) sinon.

Cette proposition sera très utile par la suite pour construire des algorithmes de
« résolution » du k-mean.
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Démonstration : Si (y1, . . . , yk) est un point fixe de Φ, le résultat est trivial.
Sinon, il suffit de voir que

D(φ1
Γ̂
(y1, . . . , yk), . . . , φk

Γ̂
(y1, . . . , yk), Γ̂(y1), . . . , Γ̂(yk)) < D(y1, . . . , yk).

Or

D(ΦΓ̂(y1, . . . , yk)) ≤ D(φ1
Γ̂
(y1, . . . , yk), . . . , φk

Γ̂
(y1, . . . , yk), Γ̂(y1), . . . , Γ̂(yk)).

ut
Nous allons maintenant caractériser les minima locaux de D.

Théorème 3.2.8 (Minima locaux) Considérons k vecteurs (y1, . . . , yk) deux
à deux distincts. Alors (y1, . . . , yk) est un minimum local de D si, et seulement
si, c’est un point fixe de ΦΓ̂ possédant un unique pavage de Voronöı.

Démonstration : Si k = 1 le résultat est trivial. Sinon, prouvons tout d’abord
le lemme suivant

Lemme 3.2.9 Soient y1, . . . , yk k vecteurs de R
d ayant un unique pavage de

Voronöı. Alors, (y1, . . . , yk) est un minimum local de D ssi c’est un point fixe
de Φ.

On suppose que {y1, . . . , yk} possède un unique pavage de Voronöı. Alors,

∃ε > 0 ∀i ∈ {1, . . . , k} ∀x ∈ Γ̂(yi), ‖x− yi‖2 ≤ ‖x− yj‖2 − ε j 6= i.

Pour tout (y′1, . . . , y
′
k) tels que sup1≤i≤k ‖yi − y′i‖2 < ε/2, on a

‖x− y′i‖2 ≤ ‖x− yi‖+ ‖yi − y′i‖ ≤ ‖x− yj‖ − ε/2 j 6= i.

Donc, {y′1, . . . , y′k} a le même pavage de Voronöı que {y1, . . . , yk}. Ainsi, D est
différentiable et convexe dans un voisinage de {y1, . . . , yk}. Donc, (y1, . . . , yk)
est un minimum local de D ssi toutes les dérivées directionnelles de D suivant
n’importe quel vecteur v de R

d×k sont nulles. En reprenant les calculs de la dé-
monstration de la proposition 3.2.5, on obtient que (y1, . . . , yk) est un minimum
local de D ssi les yi sont les barycentres des Vi. ut

Lemme 3.2.10 Si (y1, . . . , yk) est un minimum local de D, alors c’est un point
fixe de ΦΓ̂.

Supposons que (y1, . . . , yk) n’est pas un point fixe de ΦΓ̂ et notons g1, . . . , gk

les barycentres de Γ̂(y1), . . . , Γ̂(yk). Alors, les yi sont différents des gi, donc la
dérivée directionnelle de D dans la direction (g1−y1, . . . , gk−yk) est strictement
négative. Ainsi, il existe M > 0 tel que pout tout 0 < ε < M on a

D(y1 + ε(g1 − y1), . . . , yk + ε(gk − yk), Γ̂(y1), . . . , Γ̂(yk)) < D(y1, . . . , yk)
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Or, on a déjà vu dans la démonstration de la proposition 3.2.5 que

D(y1 + ε(g1 − y1), . . . , yk + ε(gk − yk))

≤ D(y1 + ε(g1 − y1), . . . , yk + ε(gk − yk), Γ̂(y1), . . . , Γ̂(yk)).

Ainsi,

D(y1 + ε(g1 − y1), . . . , yk + ε(gk − yk)) < D(y1, . . . , yk)

ce qui signifie que (y1, . . . , yk) n’est pas un minimum local de D. ut

Il reste maintenant à montrer que si (y1, . . . , yk) est un minimum local de
D tel que les yi sont distincts deux à deux, alors il possède un unique pavage
de Voronöı. Pour cela nous démontrerons la contraposée. Supposons donc que
{y1, . . . , yk} ne possède pas un unique pavage de Voronöı. Soit xi un point
équidistant de yj et yk. Sans perte de généralité, on peut supposer que x1 est
équidistant de y1 et y2. Notons que x1 est dans le pavé de Voronöı de y1. On
considère le pavage de Voronöı suivant

{Γ(y1), . . . ,Γ(yk)} =
{

Γ̂(y1) \ {x1} , Γ̂(y2) ∪ {x1} , . . . , Γ̂(yk)
}

.

L’idée est alors de « bouger » y2 vers son nouveau barycentre. Pour cela, il faut
d’abord s’assurer que y2 n’est pas confondu avec le barycentre de Γ̂(y2) ∪ {x1}
noté g2. D’après le lemme 3.2.10, y2 est le barycentre de Γ̂(y2). Il suffit donc de
montrer que Γ̂(y2) ∪ {x1} et Γ̂(y2) n’ont pas le même barycentre. On montre
facilement que ces deux ensembles ont le même barycentre si, et seulement si,
x1 est confondu avec le barycentre de Γ̂(y2), à savoir y2. Or x1 étant équidistant
de y1 et y2, cela est vrai si, et seulement si, y1 et y2 sont confondus, ce qui
est faux par hypothèse. Donc g2 − y2 6= 0. On peut alors reprendre l’idée de la
démonstration du lemme 3.2.10 : Il existe M > 0 tel que pout tout 0 < ε < M
on a

D(y1, y2 + ε(g2 − y2), . . . , yk),Γ(y1), . . . ,Γ(yk)) < D(y1, . . . , yk).

Or,

D(y1, y2 + ε(g2 − y2), . . . , yk) ≤ D(y1, y2 + ε(g2− y2), . . . , yk),Γ(y1), . . . ,Γ(yk)).

Ainsi,

D(y1, y2 + ε(g2 − y2), . . . , yk) < D(y1, . . . , yk).

Donc (y1, . . . , yk) n’est pas un minimum local de D. ut

Remarque : Le fait que les yi soient distincts est nécessaire dans la proposi-
tion 3.2.8. En effet, il est possible de trouver des contre-exemples lorsque cette
hypothèse est assouplie. Pour k = 3, on peut par exemple prendre y1 comme le
barycentre des xi et y2 = y3 « suffisamment » éloignés des xi.
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3.2.4 L’algorithme du k-mean ou algorithme de Lloyd gé-
néralisé

Les résultats obtenus dans la partie 3.2.3 nous permettent de donner une
méthode de résolution exacte du problème du k-mean :
• On parcourt l’ensemble des partitions de {x1, . . . , xN} en k régions.
• Pour chaque partition, on calcule les barycentres y1, . . . , yk associés.
• Pour chacun de ces k-uplets, on calcule la distorsion D(y1, . . . , yk).
• On conserve le k-uplé qui a la distorsion la plus faible.

Néanmoins, cet algorithme de résolution n’est pas applicable en pratique car le
nombre de partitions de N éléments en k régions est explosif. En effet, si l’on
note NN,k ce nombre, alors ce dernier vérifie la récurrence suivante :

NN,k = NN−1,k−1 + kNN−1,k.

Pour se donner une idée des ordres de grandeur, on trouve, par exemple, Nn,2 =
2n−1 − 1 et N12,5 > 106.

Une idée pour approcher un minimum de la distorsion consiste à vouloir pro-
fiter de la décroissance de ΦΓ̂ (proposition 3.2.7). C’est exactement ce qui est
utilisé dans l’algorithme du k-mean, également appelé algorithme de Lloyd gé-
néralisé6 :

1. On initialise l’algorithme en tirant les y0
i deux à deux distincts parmi les

{x1, . . . , xN}.
2. On itère (yn+1

1 , . . . , yn+1
k ) = ΦΓ̂(yn

1 , . . . , y
n
k ) tant que l’on a pas atteint un

point fixe.

Un exemple d’itération pour cet algorithme est illustré sur la figure 3.1.

PSfrag replacements

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

yn
1

yn
2

yn
3

yn+1
1

yn+1
2

yn+1
3

Fig. 3.1 – Exemple d’itération de l’algorithme du k-mean.

Théorème 3.2.11 L’algorithme du k-mean se termine.

6À l’origine, l’algorithme de Lloyd ne concerne que la dimension un.
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x3x1 x2

y2y1

x1 x2 x3

y1 y2

Fig. 3.2 – Cas où l’algorithme du k-mean classique ne se termine pas avec un
minimum local. La figure du haut représente l’initialisation et la figure du bas,
la première itération.

Démonstration : Posons dn = D(yn
1 , . . . , y

n
k ). D’après la proposition 3.2.7,

cette suite est strictement décroissante tant qu’un point fixe de ΦΓ̂ n’est pas
atteint. Ainsi, tant qu’un point fixe n’est pas atteint, les pavages de Voronöı Pi =
{

Γ̂(yi
1), . . . , Γ̂(yi

k)
}

sont deux à deux distincts. En effet, si Pi = Pj , alors di+1 =

dj+1 ce qui contredit la décroissance stricte de la suite (di)i. Pour conclure sur
la terminaison de l’algorithme, il suffit de rappeller qu’il existe un nombre fini
de partitions d’un ensemble de N éléments en k régions : l’algorithme a au plus
NN,k étapes. ut

Malheureusement, le point fixe atteint par l’algorithme présenté précédem-
ment n’est pas forcément un minimum local car on n’est pas certain que celui-ci
possède un unique pavage de Voronöı. La figure 3.2 montre justement un cas où
le point fixe atteint n’est pas un minimum local. En effet, on a

D(y1
1 − ε, y1

2) = (1− ε)2 + 1 = 2− 2ε+ ε2.

Donc pour ε > 0 suffisamment petit,

D(y1
1 − ε, y1

2) < 2 = D(y1
1 , y

1
2).

On peut néanmoins le modifier légèrement pour arriver à nos fins :

1. On initialise l’algorithme en tirant les y0
i deux à deux distincts parmi les

{x1, . . . , xN}.
2. On itère (yn+1

1 , . . . , yn+1
k ) = ΦΓ̂(yn

1 , . . . , y
n
k ) tant que l’on n’a pas atteint

un point fixe.

3. Si ce point fixe possède un unique pavage de Voronöı, l’algorithme est
fini. Sinon, on détermine deux points yn

i et yn
i+j tels qu’il existe un x ∈

{x1, . . . , xN} qui soit équidistant de ces deux points. On considère alors le
pavage de Voronöı suivant

Γ(yn
i ) = Γ̂(yn

i )\{x} , Γ(yn
i+j) = Γ̂(yn

i+j)∪{x} , Γ(yn
k ) = Γ̂(yn

k ) k 6= i, i+j

et on pose (yn+1
1 , . . . , yn+1

k ) = ΦΓ(yn
1 , . . . , y

n
k ). On retourne ensuite à

l’étape 2.
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x1 x2

x3 x4

y1 y2

x1 x2

x3 x4

y1

y2

Fig. 3.3 – Un minimum local (gauche) et un minimum global (droite) pour les
mêmes {x1, . . . , xN}.

Théorème 3.2.12 L’algorithme de k-mean modifié se termine et le point fixe
renvoyé est un minimum local de D.

Démonstration : Montrons tout d’abord qu’à chaque étape n, les yn
i sont

deux à deux distincts. Pour cela, considérons, sans perte de généralité, les deux
points yn

1 et yn
2 . On note En

1 et En
2 les deux demi-espaces ouverts séparés par

l’hyperplan médiateur de yn
1 et yn

2 . Alors, yn+1
1 ∈ Ēn

1 et yn+1
2 ∈ En

2 . En ef-

fet, tout élément de Γ̂(yn
1 ) ∪ Γ̂(yn

2 ) équidistant de yn
1 et yn

2 appartient à Γ̂(yn
1 ).

Ainsi, yn+1
1 et yn+1

2 sont distincts. Montrons maintenant que les itérations éven-
tuelles de l’étape 3. font décrôıtre la distorsion. Supposons que (yn

1 , . . . , y
n
k ) est

un point fixe ne possédant pas un unique pavage de Voronöı. Alors, comme
les yn

i sont deux à deux distincts, nous avons vu dans la démonstration de la
proposition 3.2.8 que (yn

1 , . . . , y
n
k ) n’est pas un point fixe de ΦΓ. Ainsi, la propo-

sition 3.2.77 nous assure que dn+1 < dn. Comme (di) est toujours une suite stric-
tement décroissante, on peut réappliquer la démarche de la proposition 3.2.11
pour démontrer la terminaison de l’algorithme du k-mean modifié. Enfin, le
point fixe renvoyé est un minimum local de D d’après la proposition 3.2.8. �

Malheureusement, en pratique nous ne sommes pas du tout assuré que la
distorsion du point fixe retourné soit proche de la distorsion minimale. Il est
même possible de trouver des exemples où la distorsion du point fixe retourné
est très éloignée de la distorsion minimale (figure 3.3). Nous ne pourrons donc
pas nous contenter de cet algorithme.

Remarque : Les auteurs de [22] proposent l’algorithme suivant :

7En théorie cette proposition n’est démontrée que pour Φ
Γ̂
, néanmoins on démontre très

facilement qu’elle reste valable pour ΦΓ
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1. On initialise l’algorithme en tirant les y0
i deux à deux distincts parmi les

{x1, . . . , xN}.
2. On itère (yn+1

1 , . . . , yn+1
k ) = ΦΓ̂(yn

1 , . . . , y
n
k ) jusqu’à ce que

• D(yn
1 , . . . , y

n
k ) = D(yn+1

1 , . . . , yn+1
k , Γ̂(yn

1 ), . . . , Γ̂(yn
k ))

• ou D(yn+1
1 , . . . , yn+1

k , Γ̂(yn
1 ), . . . , Γ̂(yn

k )) = D(yn+1
1 , . . . , yn+1

k )

Ces mêmes auteurs « démontrent » que cet algorithme se termine et que l’on ob-
tient un minimum local8. Malheureusement, ce résultat est faux : il est possible
de trouver des exemples comme celui de la figure 3.2 qui le contredisent.

3.3 l’algorithme de k-mean utilisé

L’algorithme de k-mean initial est le point de départ de nombreuses variantes
basées, le plus souvent, sur des heuristiques améliorant la vitesse de convergence.
Nous nous sommes intéressés à l’algorithme de [10] pour deux raisons.
• Cet algorithme est pensé pour optimiser les problèmes de recherche du

plus proche voisin, c’est-à-dire la phase qui demande le plus de temps.
• Une version codée de cet algorithme est disponible en C++ sous licence

GPL.
Avant de le présenter, il convient de justifier son utilisation en mettant en lu-
mière les problèmes rencontrés dans le codage du k-mean. Indéniablement, la
phase la plus délicate à coder est la recherche pour chaque xi d’un plus proche
voisin parmi les points yj

1, . . . , y
j
k. Reformulée de façon plus générale, la problé-

matique consiste à déterminer le plus proche voisin d’un point x parmi k points
p1, . . . , pk. En dimension 1, ce problème est facilement optimisable en classant
ces points. On peut alors utiliser une recherche dichotomique pour trouver le plus
proche voisin et ainsi obtenir une complexité en O(log k). Malheureusement, ce
procédé n’est pas facilement généralisable en dimension supérieure. Néanmoins,
une structure de données appelée kd-tree9 permet de garder une complexité en
O(log k). L’idée est de construire un arbre binaire qui partitionne l’espace par

des hyperplans. Évidemment, il est important que l’arbre soit bien équilibré,
c’est-à-dire que les hyperplans partagent l’espace restant en deux sous-espaces
contenant approximativement le même nombre de points. Concrètement, un
kd-tree est défini récursivement comme :
• soit un ensemble vide ∅,
• soit un couple {pt,Θ} composé d’un point de R

d et d’un domaine Θ de
R

d dont les frontières sont alignées avec les axes des coordonnées10,
• soit un quadruplé {pt,Θ, hp, fils gauche, fils droit} composé d’un point
pt de R

d, d’un domaine Θ de R
d dont les frontières sont alignées avec

les axes des coordonnées, d’un hyperplan hp de R
d et de deux kd-tree

fils gauche et fils droit.

8théorème 5 page 83 et théorème 11 page 85.
9Cette structure de données n’est qu’un exemple parmi d’autres. Elle fait partie de la classe

plus générale des BSP trees (Binary Space Partitioning) où l’on trouve également le Principal

Axis tree. On peut également citer d’autres classes comme les Quadtrees et les Octrees.
10Ce domaine peut-être vu comme un hyper-rectangle dont les bornes peuvent-être infinies.
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Algorithme 1 : Construction

Entrées : i un entier compris entre 1 et d, {pt1, . . . , ptj} un ensemble de
points de R

d et Θ un domaine de R
d dont les frontières sont

alignées avec les axes des coordonées.
Sorties : Un kd-tree.
si j ≤ 1 alors

si j = 0 alors
retourner ∅

sinon
retourner {pt1, D}

sinon
H ← l’hyperplan perpendiculaire à l’axe de la ie coordonnée, passant
par un des points x ∈ {pt1, . . . , ptj} et séparant les points restants en
deux ensembles E1 et E2 de même cardinal, à 1 près;
L’hyperplan partitionne Θ en deux sous-domaines Θ1 et Θ2 tels que
E1 ⊂ Θ1 et E2 ⊂ Θ2;
fils gauche← Construction(i[d] + 1, E1,Θ1);
fils droit← Construction(i[d] + 1, E2,Θ2);
retourner {x,D,H, fils gauche, fils droit}

Pour construire un kd-tree contenant les points p1, . . . , pk, il suffit alors d’utili-
ser l’algorithme 1 avec les bons arguments : Construction(1, {p1, . . . , pk} ,Rd).
Notons que le coût de création de l’arbre est en O(k log k). Un exemple de
construction est représenté sur la figure 3.4.

Une telle construction nous permet d’obtenir une partition de l’espace qui va
nous servir pour le problème du plus proche voisin. Supposons qu’un kd-tree a
été construit pour les points p1, . . . , pk et que l’on cherche le plus proche voisin
de x parmi ces points. La recherche va se dérouler en deux phases :

1. le kd-tree étant une partition de R
d, l’arbre est descendu jusqu’à la feuille

représentant le domaine où se situe x. Cette feuille est associée au point
pi.

11

2. On parcourt une nouvelle fois l’arbre en s’arrêtant uniquement sur les
nœuds représentant les domaines de R

d qui intersectent la boule de centre
x et de rayon |x− pi|.12

Un exemple de recherche du plus proche voisin basé sur l’exemple de la fi-
gure 3.4 est illustré sur la figure 3.5. Pour une présentation beaucoup plus consis-
tante de la structure kd-tree et de la recherche du plus proche voisin, le lecteur

11Si, l’on tombe sur une feuille ∅, on considère alors le point du nœud père.
12En pratique, l’arbre est « remonté » depuis le nœud contenant pi. De plus, lorsque l’algo-

rithme trouve un meilleur candidat pi′ , la suite de la recherche est simplifiée en ne considérant
plus que les domaines qui intersectent la boule de centre x et de rayon |x − pi′ | parmi les do-
maines restant à explorer.
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Fig. 3.4 – Exemple de construction de kd-tree en deux dimensions. Les hyper-
plans sont représentés à gauche et l’arbre correspondant à droite.

peut se reporter au rapport [15]. Il peut également consulter l’adresse http:

//fr.wikipedia.org/wiki/Principal_Axis_Tree pour une présentation du
Principal Axis tree, une variante du kd-tree.
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1.1.1 1.1.2 1.2.1 1.2.2

1.2.1.1
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1.1.1

1.1.2

1.2.1

1.2.1.1

1

Fig. 3.5 – Exemple de recherche de plus proche voisin à l’aide de la structure
kd-tree. La croix représente le point pour lequel on cherche le plus proche voisin.
La recherche dans l’arbre est représentée à droite.

Revenons maintenant au problème d’origine. Si l’on applique directement la
structure de kd-tree à l’algorithme du k-mean, on doit alors construire un nouvel
arbre à chaque itération puisque tous les yi sont modifiés. L’algorithme proposé
dans [10] propose une utilisation beaucoup plus intéressante de la structure
de kd-tree puisque l’arbre est, cette fois, construit sur les données xi qui, par
définition, ne sont pas modifiées. Vu que le problème n’est pas symétrique, il
faut alors retravailler sur la structure pour pouvoir résoudre le problème de plus
proche voisin. Cette fois, chaque nœud de l’arbre contient les éléments suivants :
• La somme des vecteurs xi associés au nœud,
• le nombre de vecteurs xi associés au nœud,
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• le plus petit hyper-rectangle de R
d aligné avec les axes des coordonnées et

contenant tous les points associés au nœud.

Dans un souci de clarté, nous appellerons cette structure kd-tree modifié. On
définit également un centre z comme :

• un vecteur z.y représentant un élément de
{
yn−1
1 , ..., yn−1

k

}
, si l’on est à

la nième itération,
• une somme z.somme de vecteurs de {x1, ..., xN} tels que z.y soit leur plus

proche voisin, c’est-à-dire z.somme =
∑

x∈Γ(z.y) x,

• le nombre z.nb de vecteurs sommés dans z.somme, z.nb = |Γ(z.y)|.
Zn représentera l’ensemble des centres à la nième itération, c’est-à-dire les k
centres représentant les k vecteurs yn−1

1 , ..., yn−1
k . Notons que pour passer à l’ité-

ration suivante il suffit de remplacer, pour chaque z ∈ Zn, z.y par z.somme/z.nb
(si z.nb > 0). Il convient donc de calculer, à chaque itération et pour chaque
centre z, les quantités z.nb et z.somme : c’est le rôle de l’algorithme 2.

Algorithme 2 : Traitement

Entrées : Z un sous-ensemble de
{
yn−1
1 , ..., yn−1

k

}
(lorsque l’on est à la

nième itération), T un kd-tree modifié.
si T est un nœud terminal alors

pour chaque xi associé au nœud faire
z ← le plus proche voisin de xi dans Z;
z.somme← z.somme+ xi;
z.nb = z.nb+ 1;

sinon
z∗ ← le point de Z le plus proche du centre de l’hyper-rectangle du
nœud courant;
pour chaque z ∈ Z \ {z∗} faire

On calcule l’hyperplan bissecteur de z − z∗;
si cet hyperplan n’intersecte pas l’hyper-rectangle du nœud courant
alors

Z ← Z \ {z};
(cf l’exemple de la figure 3.6.)

si Z = {z∗} alors
pour chaque xi associé au nœud faire

z∗.somme← z∗.somme+ xi;
z∗.nb = z∗.nb+ 1;

sinon
Traitement(Z,fils gauche de T );
Traitement(Z,fils droit de T );

Notons que l’initialisation de l’algorithme du k-mean proposé dans [10] est
faite en tirant au hasard k vecteurs dans les données. De plus, les critères d’arrêt



40 CHAPITRE 3. LE PROBLÈME DU K-MEAN

Z*

Z

H

C

Fig. 3.6 – Le candidat z est retiré de Z car l’hyperplan H n’intersecte pas
l’hyper-rectangle C.

sont différents des critères théoriques vus précédemment. En pratique, le pro-
gramme demande en paramètre le nombre d’itérations total désiré. Puis l’algo-
rithme est fragmenté en « phases », elles même fragmentées en « sous-phases ».
Chaque « phase » commence par une tirage aléatoire des {y1, . . . , yk} parmi les
{x1, . . . , xN}, puis la première « sous-phase» débute. Une « sous-phase» peut se
terminer seulement sous deux conditions : soit la variation relative de distorsion
est inférieure à un paramétre donné, soit le nombre d’itérations de l’algorithme
dans la « sous-phase » est supérieur à un autre paramètre donné. Une « phase »

se termine dès que la seconde condition est vérifiée. L’algorithme se termine
dès que le nombre d’itérations total désiré est atteint. Il retourne alors les can-
didats qui avaient la distorsion la plus faible. Notons que les auteurs de [10]
ont également implanté une version couplant l’algorithme du k-mean classique
avec une heuristique du type « recuit simulé ». Néanmoins, nous n’en parlerons
pas car, dans notre cas, elle n’apporte pas d’amélioration notable. Enfin, en ce
qui concerne la complexité, les auteurs de [10] ont démontré un résultat13 que
nous n’allons pas détailler, car trop compliqué. Néanmoins, comme le but d’une
structure kd-tree est d’effectuer une recherche de plus proche voisin en O(logN),
nous supposerons que la complexité de cet algorithme est en

O(N logN + niterk logN)

avec niter le nombre d’itérations. Le premier terme concerne la création de
l’arbre et le second terme, les parcours de cet arbre.

13théorème 1, page 884
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3.4 Le k-mean pondéré

3.4.1 Nouvelle problématique

Le problème est maintenant de quantifier de façon optimale une loi discrète
X : Ω → R

d. On note x1, ..., xN le support de cette loi et δ1, ..., δN les poids
associés, i.e. P(X = xi) = δi. On cherche à approcher cette loi par une nouvelle
loi discrète Y : Ω → R

d de support y1, ..., yk et dont les poids associés sont
p1, ..., pk. Le but est alors de minimiser la nouvelle fonction distorsion

D(y1, ...yk) =

N∑

i=1

δi ‖xi − y(xi)‖22 (3.6)

avec y(x) toujours défini par (3.3), les pi étant donnés par

pi =
∑

xj∈Γ̂(yi)

δj . (3.7)

On suppose toujours k < N et que les xi sont disjoints deux à deux. Cette
nouvelle problématique étant très proche de celle du k-mean, il semble naturel de
modifier l’algorithme du k-mean pour la résoudre. En fait, celui-ci est quasiment
identique, à la différence près qu’au lieu de calculer les barycentres simples des
pavés de Voronöı, on calcule les barycentres pondérés. Ainsi, on pose

Φ̃Γ̂ : R
d×k → R

d×k

(y1, . . . , yk) 7→ (φ̃1
Γ̂
(y1, . . . , yk), . . . , φ̃k

Γ̂
(y1, . . . , yk))

(3.8)

φ̃i
Γ̂
(y1, . . . , yk) =







yi si
∣
∣
∣Γ̂(yi)

∣
∣
∣ = 0�

xj∈Γ̂(yi)
δjxj�

xj∈Γ̂(yi)
δj

sinon

On utilise alors le même algorithme que précédemment mais en utilisant la
fonction Φ̃ :

1. On initialise l’algorithme en tirant les y0
i deux à deux distincts parmi les

{x1, . . . , xN}.
2. On itère (yn+1

1 , . . . , yn+1
k ) = Φ̃Γ̂(yn

1 , . . . , y
n
k ) tant que l’on n’a pas atteint

un point fixe.

3. Si ce point fixe possède un unique pavage de Voronöı, l’algorithme est
fini. Sinon, on détermine deux points yn

i et yn
i+j tels qu’il existe un x ∈

{x1, . . . , xN} qui soit équidistant de ces deux points. On considère alors le
pavage de Voronöı suivant

Γ(yn
i ) = Γ̂(yn

i )\{x} , Γ(yn
i+j) = Γ̂(yn

i+j)∪{x} , Γ(yn
k ) = Γ̂(yn

k ) k 6= i, i+j

et on pose (yn+1
1 , . . . , yn+1

k ) = Φ̃Γ(yn
1 , . . . , y

n
k ). On retourne ensuite à

l’étape 2.
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De plus, les poids des yi sont définis ainsi :

pn
i =

∑

xj∈Γ̂(yn
i )

δj . (3.9)

3.4.2 Convergence du nouvel algorithme

Tous les résultats démontrés dans la partie 3.2.3 restent valables, à la diffé-
rence près qu’il convient de considérer des barycentres pondérés et non plus des
barycentres « simples ». Ces résultats nous permettent d’avoir un équivalent du
théorème 3.2.12 pour le k-mean pondéré.

Théorème 3.4.1 L’algorithme du k-mean pondéré se termine et le point fixe
renvoyé est un minimum local de D.

3.5 Quelques résultats numériques

Pour tester l’algorithme en pratique, nous avons tout d’abord testé une ré-
duction du nombre de quantificateurs de quantifications optimales gaussiennes
en dimension 1 et 2 (figures 3.7 et 3.9). Les figures 3.8 et 3.10 permettent d’ap-
précier l’évolution des distorsions en fonction du nombre d’itérations de l’algo-
rithme. Ensuite, afin de se retrouver dans un cas plus proche de la quantification
de châıne de Markov, nous avons testé l’algorithme sur la quantification d’une
gaussienne N (0,

√
2) obtenue par un schéma d’Euler à deux pas (Xi)0≤i≤2 avec

Xi+1 = Xi + N (0, 1). Pour le premier pas, 500 quantificateurs optimaux de
N (0, 1) sont utilisés et 10 pour le second pas. Les 5000 quantificateurs ainsi
obtenus sont représentés sur la figure 3.11. Les figures 3.12 et 3.13 montrent
les résultats obtenus lorsque le nombre de quantificateurs passe de 5000 à 500
pour 100 et 1000 itérations. De plus, la figure 3.14 représente l’évolution des
distorsions en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme. Enfin, le tableau
suivant compare les distorsions obtenues à l’itération 991 avec les distorsions
des quantifications optimales.

Nombre de Distorsion Distorsion Distorsion
quantificateurs optimale expérimentale du k-mean

40 1, 6187.10−3 1, 6961.10−3 1, 6574.10−3

60 5.4231.10−2 6, 6824.10−2 5, 9480.10−2

500 7.44105.10−3 9, 8351.10−3 6, 2571.10−3
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Fig. 3.7 – Passage de 400 à 40 quantificateurs en dimension 1, comparaison avec
les 40 quantificateurs optimaux.
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Fig. 3.8 – Distorsion du k-mean (trait plein) et distorsion générale (trait poin-
tillé) en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme de k-mean pour une
réduction de 400 à 40 quantificateurs en dimension 1.
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Fig. 3.9 – Passage de 600 à 60 quantificateurs en dimension 2.
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Fig. 3.10 – Distorsion du k-mean (trait plein) et distorsion générale (trait poin-
tillé) en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme de k-mean pour une
réduction de 600 à 60 quantificateurs en dimension 2.
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Fig. 3.11 – 5000 quantificateurs browniens générés par 500 quantificateurs puis
10 quantificateurs.
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Fig. 3.12 – Passage de 5000 à 500 quantificateurs en dimension 2 avec 100
itérations.
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Fig. 3.13 – Passage de 5000 à 500 quantificateurs en dimension 2 avec 1000
itérations.
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Fig. 3.14 – Distorsion du k-mean (trait plein) et distorsion générale (trait
continu) en fonction du nombre d’itérations de l’algorithme de k-mean pour
une réduction de 5000 à 500 quantificateurs en dimension 2.





Chapitre 4

Convergence théorique du
schéma

Nous allons, dans ce chapitre, détailler le schéma de discrétisation d’EDSR
envisagé dans la partie 2.2.5 afin d’étudier théoriquement sa vitesse de conver-
gence (théorèmes 4.4.2 et 4.4.3). Rappelons que les équations (E) et (E) ainsi
que les hypothèses (H1) et (H2) sont définies dans le premier chapitre.

4.1 relation entre les EDSR et les EDP

Toutes les notations et les résultats utiles ont été établis dans le premier cha-
pitre. Rappelons tout de même les équations (E) et (E) ainsi que les hypothèses
(H1) et (H2) en ajoutant l’hypothèse que f est indépendante de z.

(E)

{

Xt = x0 +
∫ t

0 b(Xs)ds+
∫ t

0 σ(Xs)dBs

Yt = g(XT ) +
∫ T

t f(s,Xs, Ys)ds−
∫ T

t ZsdBs

(E)
{
∂tu(t, x) + 〈b(x),∇xu(t, x)〉+ 1

2 tr((σσ
∗)(x)∇2

x,xu(t, x)) + f(t, x, u(t, x)) = 0
u(T, x) = g(x)

Hypothèses (H1) :

1. b, f , g et σ sont bornées en espace et ont une croissance au plus linéaire
vis à vis des autres variables.

2. b, f , g et σ sont uniformément lipschitziennes vis à vis de toutes les va-
riables.

3. σσ∗ est uniformément elliptique.

4. g est bornée dans C2(Rd).

47
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Hypothèses (H2) :

1. b ∈ C3(Rd,Rd), σ ∈ C3(Rd,Rd×d), g ∈ C3(Rd).

2. Les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à 3 de b et σ sont bornées.

3. Les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à 3 de g sont à croissance
au plus polynômiale.

4. (x, y)→ f(s, x, y) est de classe C3 quelque soit s ∈ [0, T ] et de plus
• Pour tout s ∈ [0, T ], les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à 3

de f(s, ., 0) sont à croissance au plus polynômiale.
• ∂f/∂y ainsi que ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2 en x et y sont

bornées sur [0, T ]× R
d × R.

4.2 Discrétisation des processus

Dans toute la suite on suppose que les hypothèses (H1) ou (H2) sont vérifiées.
On note h = T/n avec n le nombre de pas de temps et Πk la projection sur la
k-ième grille notée Ck. Nous considérerons deux cas, celui de la projection sur
une grille fixe et celui de la projection à l’aide du k-mean. On note également

∆Bk = Btk+1
− Btk

et ˆ∆Bk une quantification optimale de ∆Bk ainsi que

N le nombre de quantificateurs1. En pratique, les ˆ∆Bk sont générées à l’aide
d’une quantification optimale de loi normale centrée réduite que l’on dilate de√
h. Ainsi les ˆ∆Bk sont indépendantes et de même loi. On approche X par le

processus discrétisé suivant :






X̂t0 = x0

X̂tk+1
= Πk+1(X̂tk

+ T (tk, X̂tk
))

avec T (tk , x) = b(x)h+ σ(x) ˆ∆Bk

(4.1)

Le processus discret (X̂tk
) peut-être prolongé sur [0, T ] de cette façon :

X̂t = X̂tk
+ b(X̂tk

)(t− tk) + σ(X̂tk
)(Bt −Btk

) (4.2)

Enfin, on approche (Y ) par le processus discrétisé suivant :

Ŷtk
= ū(tk, X̂tk

) (4.3)

avec






ū(T, x) = g(x)
ū(tk, x) = E [ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk, x)))

+f(tk, x, ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk, x))))h] ∀x ∈ Ck
(4.4)

Pour prouver la convergence du processus discrétisé vers le processus (Y ),
nous ferons appel dans la démonstration à un processus auxiliaire (Ȳt).

Ȳt = u(t, X̂t) (4.5)

1N est une constante, elle ne dépend pas de k.
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avec u la solution de (E).
On note (Z̄t) la parties martingale de (Ȳt). De plus, d’après le théorème de

représentation martingale ([11] partie 3.4) il existe un processus progressivement
mesurable et de carré intégrable (Ẑt) tel que Ŷtk+1

+ hf(tk, X̂tk
, Ŷtk+1

) = Ŷtk
+

∫ tk+1

tk
ẐsdBs pour tout k.

4.3 résultats préliminaires

Dans toute la suite on suppose les hypothèses suivantes vérifiées.

Hypothèses (H3) :

• Il existe une constante C0 telle que δ ≤ C0h lorsque les projections se font
sur une grille de pas fixe δ.

• E[X̂tk−1
+ T (tk, X̂tk−1

) − X̂tk
|X̂tk

] = 02 pour tout k ∈ {1, . . . , n} lorsque
les projections se font à l’aide du k-mean.

• Il existe une constante positive c et un entier q tels que ∀(x, x′) ∈ (Rd)2,
∀(t, t′) ∈ [0, T ]2, ∀y ∈ R,3

|f(t, x, y)− f(t′, x′, y)| ≤ c(1 + |x|q + |x′|q + |y|q)(|t− t′|+ |x− x′|).

De plus, nous noterons C les constantes réelles strictement positives ne dépen-
dant que des paramètres découlant des hypothèses (H1) ou (H2). Lorsque celles-
ci dépendent d’un paramètre supplémentaire, ce dernier est précisé en indice.
Insistons sur le fait que cette notation est générique.

Lemme 4.3.1 Soient S un vecteur aléatoire de R
d, Ŝ une quantification de S

telle que E[S − Ŝ|Ŝ] = 0 et φ une fonction convexe de R
d dans R. Alors on a

E

[

φ(Ŝ)
]

≤ E [φ(S)]

Démonstration : Il suffit d’appliquer l’inégalité de Jensen :

E

[

φ(Ŝ)
]

= E

[

φ
(

E[S|Ŝ]
)]

≤ E [φ(S)]

ut

Lemme 4.3.2 Pour tout p ∈ N
∗ il existe une constante Cp telle que

sup
0≤k≤n

E

∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p

≤ Cp

2Cette propriété signifie que la projection est réalisée sur une distribution discrète qui est
un point fixe pour l’algorithme du k-mean.

3Cette hypothèse est utile uniquement lorsque l’on suppose les hypothèses (H2) vérifiées.
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Démonstration Majorons dans un premier temps la quantité E

∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2p

:

∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣X̂tk

+ b(X̂tk
)h
∣
∣
∣

2

+
∣
∣
∣σ(X̂tk

) ˆ∆Bk
∣
∣
∣

2

+2
√
h

〈

X̂tk
+ b(X̂tk

)h, σ(X̂tk
)

ˆ∆Bk

√
h

〉

= A1 +
√
hA2

Or, E[Ap−1
1 A2|X̂tk

] = 0. En effet, ˆ∆Bk est une quantification optimale indé-

pendante de X̂tk
ce qui implique que E[ ˆ∆Bk|X̂tk

] = E[ ˆ∆Bk] = E[∆Bk ] = 0.
Ainsi,

E

∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2p

= E [Ap
1] + hE

[
p
∑

i=2

(
p

i

)

hi/2−1Ap−i
1 Ai

2

]

b et σ sont uniformément lipschitziennes donc |b(x)| ≤ |b(0)|+Lb |x| et |σ(x)| ≤
|σ(0)|+ Lσ |x|. De plus, d’après le lemme 4.3.1 on a

E





∣
∣
∣
∣
∣

ˆ∆Bk

√
h

∣
∣
∣
∣
∣

i


 ≤ E

[∣
∣
∣
∣

∆Bk

√
h

∣
∣
∣
∣

i
]

= αi.

Vu que h ≤ T , on trouve

E

[
p
∑

i=2

(
p

i

)

hi/2−1Ap−i
1 Ai

2

]

≤ Cp

(

1 + E

[∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p
])

(4.6)

De plus,

A1 =
∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2

+ h2
∣
∣
∣b(X̂tk

)
∣
∣
∣

2

+ 2h〈X̂tk
, b(X̂tk

)〉+ h

∣
∣
∣
∣
∣
σ(X̂tk

)
ˆ∆Bk

√
h

∣
∣
∣
∣
∣

2

︸ ︷︷ ︸

hB1

Ap
1 =

∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p

+ h

p
∑

i=1

(
p

i

)

hi−1
∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p−2i

Bi
1

En utilisant les mêmes arguments que précédemment on a

p
∑

i=1

(
p

i

)

hi−1
∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p−2i

Bi
1 ≤ Cp

(

1 + E

[∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p
])

Donc

E

∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2p

≤ Cph+ E(1 + Cph)
∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p

Avant de conclure la démonstration, il convient de considérer séparément les
deux types de projection :
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• Lorsque les projections se font à l’aide du k-mean, les hypothèses (H3)
ainsi que le lemme 4.3.1 nous assurent que

E

∣
∣
∣X̂tk+1

∣
∣
∣

2p

≤ E

∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2p

≤ Cph+ (1 + Cph)E
∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p

• Lorsque les projections se font sur une grille fixe de pas δ, on a
∣
∣
∣X̂tk+1

∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2p

+

2p
∑

i=1

(
2p

i

) ∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

i ∣
∣
∣X̂tk+1

− X̂tk
− T (tk, X̂tk

)
∣
∣
∣

2p−i

≤
∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

2p

+

2p
∑

i=1

(
2p

i

) ∣
∣
∣X̂tk

+ T (tk, X̂tk
)
∣
∣
∣

i
∣
∣
∣
∣
∣

√
d

2
δ

∣
∣
∣
∣
∣

2p−i

Les hypothèses (H3) nous assurent que
∣
∣
∣

√
d

2 δ
∣
∣
∣

2p−i

≤ Cph. En appliquant

les mêmes majorations que précédemment il vient

E

∣
∣
∣X̂tk+1

∣
∣
∣

2p

≤ Cph+ (1 + Cph)E
∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p

Pour conclure, on montre par récurrence sur k que

E

∣
∣
∣X̂tk

∣
∣
∣

2p

≤
k−1∑

i=0

Cph(1 + Cph)
i + |x0|2p (1 + Cp)

k

≤ Cp(1 + |x0|2p
)

ut
Lemme 4.3.3 Pour tout p ∈ N

∗ il existe une constante Cp telle que

E

[∣
∣
∣X̂t − X̂tk

∣
∣
∣

2p
]

≤ Cph
p ∀t ∈ [tk, tk+1[

Démonstration : On a
∣
∣
∣X̂t − X̂tk

∣
∣
∣

2p

≤
∣
∣
∣
∣
2(t− tk)2

∣
∣
∣b(X̂tk

)
∣
∣
∣

2

+ 2
∣
∣
∣σ(X̂tk

)(Bt −Btk
)
∣
∣
∣

2
∣
∣
∣
∣

p

≤ 22p−1

(

(t− tk)2p
∣
∣
∣b(X̂tk

)
∣
∣
∣

2p

+
∣
∣
∣σ(X̂tk

)(Bt −Btk
)
∣
∣
∣

2p
)

En utilisant la lipschitzité de b et σ, et en appliquant le lemme 4.3.2, on obtient
facilement le résultat. ut
Lemme 4.3.4 Pour tout p ∈ N

∗ il existe une constante Cp telle que

sup
0≤t≤T

E

∣
∣
∣X̂t

∣
∣
∣

2p

≤ Cp
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Démonstration : Il suffit d’appliquer les lemmes 4.3.2 et 4.3.3 en remarquant
que

X̂t = (X̂tk
) + (X̂t − X̂tk

)

et en utilisant les mêmes majorations que précédemment. ut

Lemme 4.3.5 Pour tout p ∈ N
∗ il existe une constante Cp telle que

E

[∣
∣
∣X̂tk

− X̂tk−1

∣
∣
∣

2p
]

≤ Cp(h
p + ε2p,k) ∀1 ≤ k ≤ n

avec
• ε2p,k = δ2p lorsque la projection se fait sur une grille fixe de pas δ.

• ε2p,k = E

[∣
∣
∣X̂tk

− (X̂tk−1
+ T (tk−1, X̂tk−1

))
∣
∣
∣

2p
]

lorsque la projection se

fait à l’aide du k-mean4.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le lemme 4.3.3 en remarquant que

X̂tk
− X̂tk−1

= (X̂tk
− X̂tk−1

− T (tk−1, X̂tk−1
)) + (T (tk−1, X̂tk−1

))

et en utilisant les mêmes majorations que précédemment. De plus, lorsque la
projection se fait sur une grille fixe de pas δ, On peut majorer le premier terme

par
√

d
2 δ ce qui nous assure le résultat. ut

Lemme 4.3.6 Soient S un vecteur aléatoire de R
d et Ŝ une quantification de

S telle que E[S − Ŝ|Ŝ] = 05. Soit φ : R
d → R une fonction différentiable telle

que
|dφ(x) − dφ(y)| ≤ g(x, y) |x− y| ∀(x, y) ∈ R

d × R
d

avec g une fonction continue de R
d×R

d dans R
+ ; Alors il existe Θ : Ω→ [0, 1]

telle que

∣
∣
∣E[φ(S)] − E[φ(Ŝ)]

∣
∣
∣ ≤ E

[

g(Ŝ,ΘS + (1−Θ)Ŝ))
∣
∣
∣S − Ŝ

∣
∣
∣

2
]

Démonstration : Les formules de Taylor nous assurent que quelque soit
(x, y) ∈ R

d × R
d, il existe θ ∈ [0, 1] telle que

φ(x) − φ(y) = dφ(θx + (1− θ)y).(x − y)

Ainsi, il existe Θ : Ω→ [0, 1] vérifiant

∣
∣
∣φ(S)− φ(Ŝ)− dφ(Ŝ)(S − Ŝ)

∣
∣
∣ ≤ g(Ŝ,ΘS + (1−Θ)Ŝ))

∣
∣
∣S − Ŝ

∣
∣
∣

2

∣
∣
∣E[φ(S)]− E[φ(Ŝ)]− E[dφ(Ŝ)(S − Ŝ)]

∣
∣
∣ ≤ E

[

g(Ŝ,ΘS + (1−Θ)Ŝ))
∣
∣
∣S − Ŝ

∣
∣
∣

2
]

.

On conclut comme pour la proposition 2.1.2. ut
4On trouve exactement la distorsion 2p de la kième projection
5Propriété vraie si Ŝ est une quantification optimale ou un point fixe du k-mean
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4.4 Convergence du schéma

Afin de prouver la convergence du schéma, nous allons reprendre la trame
présente dans [4] en l’adaptant. Notons que notre démonstration diffère néan-
moins de celle des auteurs de [4] sur deux points. Tout d’abord, leur modèle est
plus général car il suppose que b et σ dépendent de y et que f et b dépendent de
z6. Par contre, ces mêmes auteurs considèrent uniquement les hypothèses (H1)
et la projection sur la grille fixe. Les résultats que nous avons obtenus sur la
vitesse de convergence se trouvent à la fin du chapitre (théorèmes 4.4.2 et 4.4.3).

Le but de la démonstration est de comparer ū(0, x0) avec u(0, x0), c’est à dire
Ŷ0 avec Ȳ0. Pour cela, nous allons comparer les Ŷtk

avec Ȳtk
pour ensuite utiliser

le lemme de Gronwall discret.

Première étape : application de la formule d’Itô au processus Ȳ .
Comme u ∈ C1,2([0, T ],Rd), on peut appliquer la formule d’Itô au processus
Ȳ entre tk et tk+1 en utilisant le fait que u est solution de (E). On a alors pour
tout i ∈ {0, ..., n− 1},

Ȳti+1 − Ȳti = Ȳti+1 − Ȳt−i+1
+

∫ ti+1

ti

[F (s, X̂s, X̂ti)− F (s, X̂s, X̂s)]ds

−
∫ ti+1

ti

f(s, X̂s, Ȳs)ds+

∫ ti+1

ti

Z̄sdBs

avec

F (t, x, y) = 〈∇xu(t, x), b(y)〉+
1

2
tr((σσ∗)(y)∇2

x,xu(t, x)).

Deuxième étape : expression de la différence entre u et ū aux temps
discrétisés. A l’aide de l’expression obtenue précédemment et la définition de
Ŷ , on a

[Ȳti+1 − Ŷti+1 ]− [Ȳti − Ŷti ] = Ȳti+1 − Ȳt−i+1

+

∫ ti+1

ti

[F (s, X̂s, X̂ti)− F (s, X̂s, X̂s)]ds

−
∫ ti+1

ti

[f(s, X̂s, Ȳs)− f(ti, X̂ti , Ŷti+1)]ds

+

∫ ti+1

ti

[Z̄s − Ẑs]dBs

= ∆Ei+1(1) + ∆Ei+1(2) + ∆Ei+1(3) + ∆Ei+1(4)

6On parle alors d’équation différentielle stochastique progressive retrograde (forward ba-
ckward).
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Le but est alors d’exprimer (Ȳ0−Ŷ0) en fonction des ∆Ei+1(1) et des (Ȳtk
−Ŷtk

).
Pour cela, nous allons utiliser la formule d’Itô discrète tirée de [23] 7.

Proposition 4.4.1 (Formule d’Itô discrète) Soit S = (Sn)0≤n≤N une suite
de variables aléatoires avec S0 = 0. Soit f : R → R une fonction intégrable sur
tout compact de R et F une primitive de f . Alors

F (Sn) = F (S0)+

n∑

k=1

f(Sk−1)(Sk−Sk−1)+
1

2

n∑

k=1

(f(Sk)−f(Sk−1))(Sk−Sk−1)+Rn(S, f(S))

avec

Rn(S, f(S)) =

n∑

k=1

∫ Sk

Sk−1

[

f(x)− f(Sk−1) + f(Sk)

2

]

dx.

On applique la formule d’Itô discrète avec Si−1 = (Ȳi − Ŷi) et f : x 7→ x
pour obtenir

(ȲT − ŶT )2 = (Ȳ0 − Ŷ0)
2 +

n∑

i=0

(Ŷti−1 − Ȳti−1)(∆Ei(1) + ...+ ∆Ei(4))

+
1

2

n∑

i=1

(∆Ei(1) + ...+ ∆Ei(4))2 + 0

Comme E[(Ȳti−1 − Ŷti−1)∆Ei(4)] = 0, on obtient finalement l’inégalité suivante

∣
∣
∣Ȳ0 − Ŷ0

∣
∣
∣

2

≤ E

∣
∣
∣ȲT − ŶT

∣
∣
∣

2

+

n∑

i=1

∣
∣
∣E

[

(Ŷti−1 − Ȳti−1)(∆Ei(1) + ∆Ei(2) + ∆Ei(3))
]∣
∣
∣

(4.7)

Troisième étape : majoration de l’erreur Continuons la majoration de
(4.7) en appliquant la formule de Young.

∣
∣
∣Ȳ0 − Ŷ0

∣
∣
∣

2

≤ E

∣
∣
∣ȲT − ŶT

∣
∣
∣

2

+
n∑

i=1

∣
∣
∣E

[

(Ŷti−1 − Ȳti−1)(∆Ei(1))
]∣
∣
∣

+h

n∑

i=1

E

∣
∣
∣Ŷti−1 − Ȳti−1

∣
∣
∣

2

+
1

2h

n∑

i=1

E |∆Ei(2)|2

+
1

2h

n∑

i=1

E |∆Ei(3)|2

≤ D1 +D2 +D3 +D4 +D5

7chapitre VII, Section 9 page 556
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Tout d’abord, ȲT = ŶT donc D1 = 0. Ensuite, occupons nous de D4.

D4 =
1

2h

n∑

i=1

E

∣
∣
∣
∣

∫ ti

ti−1

[F (s, X̂s, X̂ti−1)− F (s, X̂s, X̂s)]ds

∣
∣
∣
∣

2

≤ 1

2h

n∑

i=1

E

[

h

∫ ti

ti−1

∣
∣
∣F (s, X̂s, X̂ti−1)− F (s, X̂s, X̂s)

∣
∣
∣

2

ds

]

≤ C

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

E

[∣
∣
∣〈∇xu(s, X̂s), b(X̂s − X̂ti−1)〉

∣
∣
∣

2

+
∣
∣
∣tr(((σσ∗)(X̂s)− (σσ∗)(X̂ti−1))∇2

x,xu(s, X̂s))
∣
∣
∣

2
]

ds

Sous les hypothèses (H1), b et σ sont bornés ainsi que le gradient et la hessienne
de u. La majoration ne pose donc pas de problèmes. Intéressons nous aux hy-
pothèses (H2). En utilisant le théorème 1.2.6, le lemme 4.3.3 et le lemme 4.3.4
on a

E

[∣
∣
∣〈∇xu(s, X̂s), b(X̂s − X̂ti−1)〉

∣
∣
∣

2
]

≤ E

[∣
∣
∣∇xu(s, X̂s)

∣
∣
∣

2 ∣
∣
∣b(X̂s)− b(X̂ti−1)

∣
∣
∣

2
]

≤
[

E

∣
∣
∣∇xu(s, X̂s)

∣
∣
∣

4
]1/2 [

E

∣
∣
∣b(X̂s)− b(X̂ti−1)

∣
∣
∣

4
]1/2

≤ C

[

E

∣
∣
∣
∣
1 +

∣
∣
∣X̂s

∣
∣
∣

q′
∣
∣
∣
∣

]1/2 [

E

∣
∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

4
]1/2

≤ Ch

En utilisant les mêmes arguments, et en s’assurant que |∇x,xu(t, .)| est à crois-
sance au plus polynomiale, on montre que

E

[∣
∣
∣tr(((σσ∗)(X̂s)− (σσ∗)(X̂ti−1))∇2

x,xu(s, X̂s))
∣
∣
∣

2
]

≤ Ch

On en conclut

D4 ≤ Ch

Regardons maintenant ce qui se passe pour D5.

D5 ≤ C

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

E

[

f(s, X̂s, Ȳs)− f(ti−1, X̂ti−1 , Ŷti)
]2

ds

≤ C

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

E

[(

1 +
∣
∣
∣X̂s

∣
∣
∣

q

+
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q

+
∣
∣Ȳs

∣
∣
q
)(

|s− ti−1|2 +
∣
∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

2
)

+
∣
∣
∣Ȳs − Ŷti

∣
∣
∣

2
]

ds
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On applique alors le résultat de croissance de u du théorème 1.2.6. Notons que
lorsque nous utilisons les hypothèses (H1), q = 0 et donc l’inégalité qui suit
reste vraie.

D5 ≤ C

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

E

[(

1 +
∣
∣
∣X̂s

∣
∣
∣

q′

+
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q′
)(

|s− ti−1|2 +
∣
∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

2
)

+
∣
∣
∣Ȳs − Ŷti

∣
∣
∣

2
]

ds

≤ C

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

E

[(

1 +
∣
∣
∣X̂s

∣
∣
∣

q′

+
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q′
)(

|s− ti−1|2 +
∣
∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

2
)

+
∣
∣
∣u(s, X̂s)− u(ti, X̂ti−1)

∣
∣
∣

2

+
∣
∣
∣u(ti, X̂ti−1)− u(ti, X̂ti)

∣
∣
∣

2

+
∣
∣
∣Ȳti − Ŷti

∣
∣
∣

2
]

ds

On a, en appliquant le lemme 4.3.3, le lemme 4.3.4 et le théorème de Cauchy-
Schwartz,

E

[(

1 +
∣
∣
∣X̂s

∣
∣
∣

q′

+
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q′
)(

|s− ti−1|2 +
∣
∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

2
)]

≤ Ch.

De plus, en appliquant le lemme 4.3.3, le lemme 4.3.4 et le théorème 1.2.5 ou
1.2.68, on obtient

E

∣
∣
∣u(s, X̂s)− u(ti, X̂ti−1)

∣
∣
∣

2

≤ E

(

1 +
∣
∣
∣X̂s

∣
∣
∣

q′
)(∣

∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

2

+ |s− ti|
)

≤ Ch

Enfin, pour l’avant-dernier terme nous utiliserons en plus le lemme 4.3.5

E

∣
∣
∣u(ti, X̂ti−1)− u(ti, X̂ti)

∣
∣
∣

2

≤ CE

(

1 +
∣
∣
∣X̂ti

∣
∣
∣

q′
) ∣
∣
∣X̂ti − X̂ti−1

∣
∣
∣

2

≤ C
√

h2 + ε4,i

Si sup1≤i≤n ε4,i < C1h
2 avec C1 une constante arbitraire, on obtient finalement

E

∣
∣
∣u(ti, X̂ti−1)− u(ti, X̂ti)

∣
∣
∣

2

≤ Ch

Notons que pour les hypothèses (H1), ε4,i est remplacé par ε2,i et l’inégalité
supposée devient sup1≤i≤n ε2,i < C1h. Finalement,

D5 ≤ C

(

h+ h

n∑

i=1

E

[∣
∣
∣Ȳti − Ŷti

∣
∣
∣

2
])

8Tout dépend des hypothèses envisagées
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Il reste à regarder le terme D2. Notons que pour celui-ci nous n’avons pas fait
de majoration large car nous voulons utiliser le lemme 4.3.6.

D2 =

n∑

i=1

∣
∣
∣E

[

(Ŷti−1 − Ȳti−1)(Ȳti − Ȳt−i
)
]∣
∣
∣

≤
n∑

i=1

∣
∣
∣E

[(

Ŷti−1 − Ȳti−1

)(

Ȳti − u(ti, X̂ti−1 + T (ti−1, X̂ti−1))

+E[u(ti, X̂ti−1 + T (ti−1, X̂ti−1))− Ȳt−i
|Fti−1 ]

)]∣
∣
∣

≤
n∑

i=1

E

[∣
∣
∣Ŷti−1 − Ȳti−1

∣
∣
∣

(∣
∣
∣Ȳti − u(ti, X̂ti−1 + T (ti−1, X̂ti−1))

∣
∣
∣

+
∣
∣
∣E[φi−1(∆B

i−1)− φi−1( ˆ∆Bi−1)|Fti−1 ]
∣
∣
∣

)]

avec φi−1(x) = u(ti−1, X̂ti−1+b(X̂ti−1)h+σ(X̂ti−1)x). On applique le lemme 4.3.6
au dernier membre
∣
∣
∣E[φi−1(∆B

i−1)− φi−1( ˆ∆Bi−1)|Fti−1 ]
∣
∣
∣ ≤ C

(

1 +
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q′
)

E

[(

1 +
∣
∣∆Bi−1

∣
∣
q′

+
∣
∣
∣

ˆ∆Bi−1
∣
∣
∣

q′
)

∣
∣
∣∆Bi−1 − ˆ∆Bi−1

∣
∣
∣

2

|Fti−1

]

≤ C

(

1 +
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q′
) ∣
∣
∣
∣
E

[∣
∣
∣∆Bi−1 − ˆ∆Bi−1

∣
∣
∣

4

|Fti−1

]∣
∣
∣
∣

1/2

≤ ChN−2/d

(

1 +
∣
∣
∣X̂ti−1

∣
∣
∣

q′
)

La dernière inégalité découle du théorème de Zador (2.1.3). Pour le premier
terme, on applique une n-ième fois les mêmes méthodes

n∑

i=1

E

[∣
∣
∣Ŷti−1 − Ȳti−1

∣
∣
∣

∣
∣
∣Ȳti − u(ti, X̂ti−1 + T (ti−1, X̂ti−1))

∣
∣
∣

]

≤ Ch
n∑

i=1

E

∣
∣
∣Ŷti−1 − Ȳti−1

∣
∣
∣

2

+
C

h

n∑

i=1

ε4,i(projection)1/2

Remarquons une nouvelle fois que sous les hypothèses (H1) ε
1/2
4,i est remplacé

par ε2,i. On a finalement

D2 ≤ Ch

n∑

i=1

E

∣
∣
∣Ŷti−1 − Ȳti−1

∣
∣
∣

2

+
C

h

n∑

i=1

ε
1/2
4,i +N−2/d

En rassemblant tous les résultats, on obtient

∣
∣
∣Ȳ0 − Ŷ0

∣
∣
∣

2

≤ C

(

h+
1

h

n∑

i=1

ε
1/2
4,i +N−2/d + h

n∑

i=0

E

∣
∣
∣Ŷti − Ȳti

∣
∣
∣

)
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|ū(0, x0)− û(0, x0)|2 ≤ C
(

h+ 1
h

∑n
i=1 ε

1/2
4,i +N−2/d

+h
∑n

i=0 supx∈Ci
|û(ti, x) − ū(ti, x)|2

) (4.8)

Quatrième étape : lemme de Gronwall L’inégalité (4.8) reste valable pour
n’importe quel point de départ (ti, x) avec 0 ≤ i ≤ n et x ∈ Ci. Donc, il existe
C2 et C3 deux constantes telles que pour h < C2 pour tout k ∈ {0, . . . , n} et
pour tout x ∈ Ck on a

|ū(tk, x)− û(tk, x)|2 ≤ C3

(

h+ 1
h

∑n
i=k+1 ε

1/2
4,i +N−2/d

+h
∑n

i=k+1 supx′∈Ci
|û(ti, x′)− ū(ti, x′)|2

) (4.9)

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall discret à l’inégalité (4.9) pour
obtenir les deux résultats qui suivent sur la convergence du schéma.

Théorème 4.4.2 On suppose les hypothèses (H1) et (H3) vérifiées. On suppose
également qu’il existe une constante positive C1 telle que sup1≤i≤n ε2,i < C1h.
Alors il existe deux constantes positives C2 et C3 telles que, pour h < C2 on a

|ū(0, x0)− û(0, x0)|2 ≤ C3

(

h+
1

h

n∑

i=1

ε2,i +N−2/d

)

Théorème 4.4.3 On suppose les hypothèses (H2) et (H3) vérifiées. On suppose
également qu’il existe une constante positive C1 telle que sup1≤i≤n ε4,i < C1h

2.
Alors il existe deux constantes positives C2 et C3 telles que, pour h < C2 on a

|ū(0, x0)− û(0, x0)|2 ≤ C3

(

h+
1

h

n∑

i=1

ε
1/2
4,i +N−2/d

)

Remarques :

1. Lorsque les projections se font sur une grille fixe, les conditions sup1≤i≤n ε2,i <
C1h et sup1≤i≤n ε4,i < C1h

2 sont toutes les deux identiques : δ2 < C1h.
S’il existe une constante positive Cδ telle que δ ≤ Cδ, alors il suffit juste de
vérifier les hypothèses (H3). En effet, l’existence d’une constante positive
C1 telle que δ ≤ C1h entrâıne que δ2 ≤ CqC1h.

2. Il est possible de prendre un autre schéma en modifiant (4.4) de la façon
suivante :

ū(tk, x) = E [ū(tk+1,Πk+1(x + T (tk, x)))

+f(tk,Πk+1(x+ T (tk, x)), ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk , x))))h] ∀x ∈ Ck

Dans ce cas, les majorations sont plus compliquées. En effet, dans la ma-

joration de D5 le terme
∣
∣
∣X̂s − X̂ti−1

∣
∣
∣

2

est remplacé par
∣
∣
∣X̂s − X̂ti

∣
∣
∣

2

ce

qui ajoute des termes contraignants dans le cas des projections à l’aide
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du k-mean9. Ainsi ce schéma ne sera pas étudié théoriquement même si,
numériquement, il fournit des résultats semblables.

3. En pratique, la projection sur une grille fixe n’est pas viable car la taille
des grilles explose lorsque h est trop petit. les auteurs de [4] considèrent
une grille fixe tronquée. Si l’on note R le rayon de troncature, alors ces
derniers ont montré qu’un terme supplémentaire en 1/R apparaissait dans
la majoration de l’erreur. Dans notre cas, il est très certainement possible
d’appliquer le même type de démonstration pour ajouter un terme en 1/R
dans les théorèmes 4.4.2 et 4.4.3.

9cf les lemmes 4.3.3 et 4.3.5





Chapitre 5

Résultats numériques

Rappel des notations :

• n : nombre de pas de temps.
• N : nombre de quantificateurs du brownien.
• d : dimension du processus forward.
• q : nombre total minimal de quantificateurs du processus forward.
• qi : nombre de quantificateurs effectif du processus forward au temps ti.
• δ le pas de la grille fixe.
• R le rayon de troncature dans le cas de la projection sur une grille fixe.

5.1 Complexité des algorithmes

L’étude de la complexité des deux algorithmes détaillés dans le chapitre
précédent peut nous permettre d’avoir un premier élément de comparaison. Bien
entendu, nous ne prétendons pas réaliser une étude fine de la complexité, étude
qui nécessiterait de définir une ou des opération(s) élémentaire(s)1 puis de les
dénombrer. Nous nous contenterons juste de considérer le nombre de boucles.
Pour faciliter l’étude, nous découperons les algorithmes en deux phases : la
phase de discrétisation temporelle et spatiale du processus forward X et la
phase de calcul du processus backward Y . Enfin nous évoquerons rapidement la
complexité spatiale.

5.1.1 Complexité de l’algorithme utilisant le k-mean

• La première phase consiste à générer, à chaque temps ti, qiN vecteurs
puis à leur appliquer l’algorithme du k-mean pour en créer qi+1. Si l’on
note kmean(qi, qi+1) la complexité de l’algorithme du k-mean créant qi+1

1Nous pourrions considérer les opérations arithmétiques par exemple.
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vecteurs à partir de qiN vecteurs, alors nous avons une complexité en

O(

n∑

i=1

(qi−1N + kmean(qi−1, qi)))

Nous avons vu dans le chapitre consacré au k-mean que

kmean(qi, qi+1) = O ((niterqi−1 +Nqi) log(qiN))

avec niter le nombre d’itérations de l’algorithme de k-mean. Une question
subsiste alors : comment allons nous fixer les qi sachant que l’on souhaite
avoir une quantité totale de quantificateurs à peu près égale à q ? Dans
le cas de la quantification marginale optimale de châıne de Markov, les
auteurs de [1] proposent la répartition suivante :

qi =







t
d

2(d+1)

i (q − 1)

t
d

2(d+1)

1 + . . .+ t
d

2(d+1)
n







, 1 ≤ i ≤ n. (5.1)

Ce choix s’appuie sur certains arguments d’optimalité qui ne sont pas
transposables à notre schéma. Cette question sera étudiée de nouveau
dans la partie 5.3.2 mais pour le moment nous nous contenterons de cette
répartition. Notons au passage que

q ≤
n∑

i=0

qi ≤ q + n.

En tenant compte de (5.1), on trouve finalement, après quelques calculs,
une complexité en

O ((niter +N)q log(q))

en supposant n� q et N � q, ce qui sera toujours vérifié en pratique.
• La seconde phase consiste, à chaque temps ti, à parcourir les qi quan-

tificateurs et, pour chaque quantificateur, l’ensemble des transitions vers
l’instant suivant. A première vue, cela représente O(qiqi+1) opérations.
Cependant, on aura souvent très en pratique N � qi, la matrice de tran-
sition est donc une matrice creuse. Il est alors possible de se ramener à
O(qiN) opérations. On obtient ainsi une complexité en

O(qN).

• En ce qui concerne la place mémoire nécessaire, l’algorithme a besoin de
stocker l’ensemble du processus forward discrétisé en temps et en espace
et l’ensemble des transitions entre deux instants consécutifs. Comme nous
l’avons déjà évoqué, il n’est pas nécessaire de stocker qiqi+1 réels pour
chaque instant ti, mais on peut se contenter de qiN entiers. Cela nous
donne finalement une complexité spatiale de
– (d+ 1)

∑n
i=0 qi flottants,
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– N
∑n−1

i=0 qi entiers.

Pour compléter ces considérations théoriques, il peut être intéressant d’utiliser
des outils permettant de profiler le programme, c’est à dire de déterminer com-
ment se réparti le temps d’exécution entre les différentes parties du programme.
Pour cela, nous avons utilisé l’outil gprof qui a le mérite d’être extrêmement
simple d’utilisation. Tous les cas testés montrent que la majeure partie du temps
d’exécution est utilisée par l’algorithme du k-mean et plus précisément la phase
de recherche du plus proche voisin.

5.1.2 Complexité de l’algorithme utilisant une grille fixe

• La première phase consiste à générer, à chaque temps ti, qiN vecteurs.
La projection sur la grille fixe se fait sans surcoût car, dans notre cas,
la recherche du plus proche voisin est triviale. Ainsi, nous obtenons une
complexité en

O(
n∑

i=1

qi).

Remarquons que, contrairement à l’algorithme précédent, nous n’avons
pas de contrôle direct sur les qi. Nous savons juste qu’ils sont bornés par
( 2R

δ )d.
• La seconde phase est, quant à elle, identique à celle déjà décrite dans

l’algorithme précédent. Cela nous donne une complexité en

O(
n∑

i=1

qiN).

• Enfin, la complexité spatiale est identique,
– (d+ 1)

∑n
i=0 qi flottants,

– N
∑n−1

i=0 qi entiers.

Cette fois, l’utilisation d’un profiler montre que le temps d’exécution est à peu
près équiréparti entre les deux phases. De plus, il est bon de noter que le nombre
de données à stocker sur le disque est bien plus important que dans le cas
précédent. En prenant, par exemple, n = 100 et δ = 0.01 en dimension 2, nous
avons eu sur le disque plus de 2 Go de données. Ce phénomène provient du fait
que l’on a pas de contrôle fort sur le nombre de quantificateurs à chaque étape.
En pratique, les qi évoluent de façon explosive avec la dimension comme le laisse
suggérer la borne supérieure ( 2R

δ )d.

5.2 Premiers tests

5.2.1 Cas-tests envisagés

On prendra pour tous les cas T = 1.
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Cas-test 1

u1(t, x) = sin(2x+ t)

avec






b1(x) = −0.5
σ1(x) = 1

f1(t, x, u) = 2u

Ce cas-test vérifie les hypothèses (H1) et (H2).

Cas-test 2

u2(t, x) = 0.1sh(2(1− e−x2

) + 2t)

avec







b2(x) = th(x)
σ2(x) = 1

f2(t, x, u) = −
[

2 + 4xe−x2

th(x) + 2(1− 2x2)e−x2
]√

u2 + 0.01− 8x2e−2x2

u

Ce cas-test vérifie les hypothèses (H2).

Cas-test 3

u3(t, x) = 0.1sh(4th(10x) + t)

avec







b3(x) = x
10

σ3(x) = 1
10

f3(t, x, u) = −
[
1 + 4x(1− th2(10x))− 4th(10x)(1− th2(10x))

]√
u2 + 0.01

−8(1− th2(10x))2u

Ce cas-test vérifie les hypothèses (H2).

Cas-test 4

u4(t, x, y) = sin(2x+ y + t)

avec






b4(x) = 1
3

σ4(x) = 1
f4(t, x, u) = 2.5u

Ce cas-test vérifie les hypothèses (H1) et (H2).



5.2. PREMIERS TESTS 65

Cas-test 5
u5(t, x, y) = 0.1sh(th(10x) + th(10y) + t)

avec






b5(x, y) =

(
x/10
y/5

)

σ5(x) =

(
1/10 0

0 1/5

)

f5(t, x, u) = −
[
1 + x(1− th2(10x)) + 2y(1− th2(10y))

−th(10x)(1− th2(10x))− 4th(10y)(1− th2(10y))
]√

u2 + 0.01
−
[
0.5(1− th2(10x))2 + 2(1− th2(10y))2

]
u

Ce cas-test vérifie les hypothèses (H2).
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Fig. 5.1 – Cas-test 2 (gauche) et cas-test 3 (droite)

Remarques :
• Tous ces cas-tests ont été construits artificiellement, ils n’ont pas de rela-

tions avec des équations classiques de la physique. Les premiers fabriqués
furent les cas-test 1 et 4. Ceux-ci ne nous ont pas paru pleinement satis-
faisant car les fonctions f1 et f4 sont linéaires vis-à-vis de la variable u ce
qui signifie que la formule de Feynman-Kac est applicable pour calculer ce
que l’on souhaite : cela diminue grandement l’utilité de notre algorithme.
Il convenait donc d’élargir notre batterie de tests en construisant des cas-
tests admettant une fonction f non-linéaire en u. Les cas-tests 2, 3 et 5
sont tous construits à partir d’un même modèle :

u(t, x) = λsh(φ(x) + ψ(t)).

On remarque alors que

λch(φ(x) + ψ(t)) =
√

u2(t, x) + λ2.

Nous nous sommes efforcés de prendre λ petit pour augmenter la non-
linéarité de f vis-à-vis de u. Pour exploiter au maximum la non-linéarité
de la fonction u 7→

√
u2 + λ2, nous avons choisis pour u3 une fonction qui

change de signe avec une forte pente.
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• Tous les tests numériques ont été effectués sur un PC Pentium III d’1
GHz avec 256 Mo de RAM. Les différents algorithmes ont été implantés
en C++ et compilés avec la version 3.4.4 de gcc en utilisant le niveau
d’optimisation -O3.

5.2.2 Sensibilité aux paramètres

Sensibilité à niter

niter est le nombre d’itérations souhaité pour l’algorithme du k-mean. En
jouant sur ce paramètre, le but est à la fois de réduire la distorsion pro-
duite par cet algorithme et de se rapprocher d’un point fixe à chaque pas
de temps2. A première vue, le nombre d’itérations optimal va dépendre des
paramètres pouvant influencer la vitesse de convergence de l’algorithme du
k-mean, à savoir, le nombre moyen par pas de temps de quantificateurs
pour le processus forward, le nombre N de quantificateurs pour le brow-
nien et la dimension d du processus forward. En pratique, tous les tests
numériques réalisés montrent qu’il n’en est rien : il suffit de choisir niter

entre 10 et 20 pour avoir des résultats quasiment optimaux en un mini-
mum de temps. Les figures 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 illustrent ce phénomène. A
première vue, un nombre d’itération compris entre 10 et 20 semble faible.
En guise de comparaison, les problèmes de classification non supervisée
classiques nécessitent en moyenne une centaine d’itérations afin d’obtenir
une solution satisfaisante. Ce phénomène peut s’expliquer par la nature des
données : dans notre cas, toutes les données sont agrégées sur un seul amas
et le rapport entre le nombre de données et le nombre de points à extraire
est plus faible que dans les cas d’application habituels de l’algorithme.
Ainsi, il y a une plus forte probabilité pour que les points tirés au hasard
lors de l’initialisation de l’algorithme soient proches d’un minimum local.
Le fait que nous puissions prendre un nombre d’itérations faible est une
bonne nouvelle car il permet de réduire sensiblement les temps de calcul :
La figure 5.6 illustre la dépendance linéaire de la complexité temporelle
de l’algorithme vis-à-vis du nombre d’itérations.

2Ces deux critères interviennent dans les résultats théoriques sur la convergence du schéma.
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Fig. 5.2 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre d’itérations
(Cas-test 2, n = 100, N = 10, q = 30000, x0 = 1, u(0, x0) = 0.1629).
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Fig. 5.3 – Sommes des distorsions 2, 4 et 8 du k-mean sur tous les pas de temps
en fonction du nombre d’itérations (Cas-test 2, n = 100, N = 10, q = 30000).



68 CHAPITRE 5. RÉSULTATS NUMÉRIQUES
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Fig. 5.4 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre d’itérations
(Cas-test 2, n = 1000, N = 100, q = 200000, x0 = 1, u(0, x0) = 0.1629).
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Fig. 5.5 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre d’itérations
(Cas-test 5, n = 100, N = 40, q = 20000, (x0, y0) = (−0.2, 0), u(0, x0, y0) =
−0.1120).
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Fig. 5.6 – Temps de calcul (secondes) en fonction du nombre d’itérations (Cas-
test 2, n = 100, N = 10, q = 30000, x0 = 1, u(0, x0) = 0.1629).
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sensibilité à N

Si nous nous référons aux résultats théoriques établis sur la convergence du
schéma, il conviendrait de prendre N de l’ordre de nd/2. Les résultats des
figures 5.7 et 5.8 semblent valider partiellement cette règle en dimension
1. Le fait de passer de n = 100 à n = 1000 nécessite effectivement un
changement d’ordre de grandeur pour le choix de N : N = 10 convient
pour le premier cas tandis qu’il s’agit de prendre N au moins égal à 60
pour le second cas. Par contre, les résultats de la figure 5.9 minimisent
l’importance de la dimension dans le choix de N : En effet, avec n = 100,
N = 30 semble suffire pour le cas étudié.

En regardant de plus près le schéma, il semble que le choix de q risque
également d’être corrélé avec le choix de N . En effet, si q est trop « pe-
tit »

3, alors il faudra peut-être plus de quantificateurs pour le brownien
afin d’améliorer substantiellement le calcul des transitions entre chaque
instant. Ainsi le nombre de quantificateurs N optimal pourrait varier en
fonction de q. Les résultats de la figure 5.10 semblent pourtant témoigner
du contraire : Si nous laissons de côté les problèmes de convergence qui
apparaissent lorsque q est beaucoup trop faible (q ≤ 4000), le N optimal
est indépendant de q. Il est également intéressant de noter que, pour tous
les tests numériques réalisés, les distorsions totales dues au k-mean ne va-
rient pas significativement avec N . Par conséquent, il est possible de fixer
q et N de façon indépendante.

Enfin, la figure 5.11 illustre la dépendance linéaire de la complexité tem-
porelle de l’algorithme vis-à-vis de N . Le fait que la pente de cette courbe
soit forte confirme l’importance de choisir N de façon optimale afin de
réduire substantiellement le temps de calcul. Notons également que cette
pente est bien plus importante que celle de la dépendance vis-à-vis du
nombre d’itérations (figure 5.6). Or, rappelons que la complexité tempo-
relle de l’algorithme du k-mean à l’instant ti est en O ((niterqi−1 +Nqi) log(qiN)),
le terme en N étant lié à la construction de l’arbre de recherche et le terme
en niter à l’algorithme même. Nous pouvons donc en déduire que la phase
de construction de l’arbre est prépondérante en temps par rapport à une
simple itération du k-mean.

3Ici, la notion de petitesse est fonction de n.
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Fig. 5.7 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre de quantifica-
teurs pour le brownien (Cas-test 2, n = 100, q = 20000, niter = 20, x0 = 1.5,
u(0, x0) = 0.2909).
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Fig. 5.8 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre de quantifica-
teurs pour le brownien (Cas-test 2, n = 1000, q = 400000, niter = 20, x0 = 1.5,
u(0, x0) = 0.2909).
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Fig. 5.9 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre de quanti-
ficateurs pour le brownien (Cas-test 5, n = 100, q = 20000, niter = 20,
(x0, y0) = (−0.2,−0.2), u(0, x0, y0) = −0.3365).
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Fig. 5.10 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre de quantifica-
teurs pour le brownien et du nombre total minimal de quantificateurs pour le
processus forward (Cas-test 2, n = 100, niter = 20, x0 = 1.5, u(0, x0) = 0.2909).
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Fig. 5.11 – Temps de calcul (en secondes) en fonction du nombre de quantifica-
teurs pour le brownien (Cas-test 2, n = 1000, q = 400000, niter = 20, x0 = 1.5,
u(0, x0) = 0.2909).

Sensibilité à q et n

A priori niter , N et q permettent de modifier les distorsions totales lorsque n
est fixé. En fait, nous avons vus que N n’intervient pas et que niter est fixé une
fois pour toute. Ainsi, q est le seul paramètre nous permettant d’intervenir sur
les distorsions totales et donc sur l’erreur spatiale. La figure 5.12 illustre cette
dépendance. Concernant la dépendance du temps de calcul vis-à-vis de q, la
figure 5.13 ne permets pas de confirmer ou d’infirmer la complexité temporelle
estimée.

En ce qui concerne n, l’existence d’une valeur optimale lorsque les autres pa-
ramètres sont fixés semble logique. En effet, si ce dernier est trop petit, l’erreur
de discrétisation temporelle devient trop importante et s’il est trop grand, le
nombre moyen de quantificateurs par pas de temps est trop faible et donc l’er-
reur de discrétisation spatiale devient prépondérante. La figure 5.14 illustre ce
phénomène. Une étude plus approfondie, s’appuyant sur des résultats de [2], est
menée dans la partie 5.3.2.
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Fig. 5.12 – Somme des distorsions 4 du k-mean sur tous les pas de temps en
fonction du nombre total de quantificateurs (Cas-test 2, n = 100, N = 10,
niter = 20).
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Fig. 5.13 – Temps de calcul (en secondes) en fonction du nombre total de
quantificateurs (Cas-test 2, n = 100, N = 10, niter = 20). Sont également
représentées, la régression linéaire et la régression du type ax log x+ bx+ c.
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Fig. 5.14 – Résultats numériques obtenus en fonction du nombre de pas de
temps (Cas-test 2, N = 10, q = 20000, niter = 20).
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5.2.3 Comparaisons entre les deux types de projections

Tous les tests réalisés en dimension 1 montrent que, à temps de calcul équi-
valent, les deux algorithmes fournissent des résultats similaires. Les figures 5.15,
5.16, 5.17, 5.18, 5.19 et 5.20 représentent les résultats obtenus pour les cas-tests
1, 2 et 3 à l’aide des deux types d’algorithmes. Ils ont été obtenus avec approxi-
mativement les mêmes temps de calcul, à savoir entre 10 et 30 secondes par
points. En ce qui concerne la dimension 2, nous n’aboutissons pas aux mêmes
conclusions. Les figures 5.21 et 5.22 représentent les résultats obtenus pour le
cas-test 5 à l’aide de l’algorithme du k-mean. Le temps de calcul moyen par point
fut d’environ 300 secondes. Par contre, nous n’avons pas pu obtenir de résultats
corrects pour l’algorithme utilisant la projection sur une grille fixe. Si l’on prend
des paramètres trop fins (δ = 0.01 par exemple), la complexité spatiale devient
trop importante ce qui a pour conséquence de faire exploser les temps de calcul.
En effet, lorsque le nombre de quantificateurs par pas de temps devient trop
important, la mémoire vive sature4 et le programme utilise le disque dur comme
de la mémoire virtuelle ce qui a pour conséquence de ralentir énormément la
vitesse d’exécution du programme5. Concrètement, une nuit complète de calcul
ne suffit pas pour l’obtention d’un point. Certes, en utilisant des paramètres un
peu plus grossiers et un ordinateur plus puissant, il doit être possible d’obte-
nir des résultats en un temps raisonnable. Néanmoins, ces problèmes montrent
que l’utilisation de grilles fixes est à proscrire, au profit du k-mean, pour les
dimensions supérieures à 1.

4Les programmes ont pourtant été codés avec l’idée de minimiser la quantité d’information
en mémoire vive. Ainsi, pour la quantification de X̄ à l’instant ti, la mémoire vive ne contient
« que » les Nqi−1 quantificateurs générés à partir de l’instant précédent, les qi quantificateurs
en cours de calcul et la matrice de transition entre les deux instants, de taille Nqi−1. Les
autres informations sont stockées sur le disque dur.

5Ce phénomène est amplifié par la faible capacité de la mémoire vive de l’ordinateur sur
lequel ont été menés les essais.
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Fig. 5.15 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 1 (n = 100, N = 10,
q = 20000, niter = 20).
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Fig. 5.16 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 1 à l’aide de la pro-
jection sur une grille fixe (n = 100, N = 10, δ = 0.001, R = 4).
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Fig. 5.17 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 2 (n = 1000, N = 10,
q = 100000, niter = 20).
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Fig. 5.18 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 2 à l’aide de la pro-
jection sur une grille fixe (n = 100, N = 10, δ = 0.001, R = 4).
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Fig. 5.19 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 3 (n = 100, N = 10,
q = 10000, niter = 20).
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Fig. 5.20 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 3 à l’aide de la pro-
jection sur une grille fixe (n = 100, N = 10, δ = 0.001, R = 4).
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Fig. 5.21 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 5 (n = 100, N = 10,
q = 20000, niter = 20). Les résultats théoriques et numériques sont représentés
par deux croix reliées par un segment.

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0  5  10  15  20  25

resultats numeriques
resultats theoriques

differences

Fig. 5.22 – Résultats numériques obtenus pour le cas-test 5 (n = 100, N = 10,
q = 20000, niter = 20). Ce sont ceux de la figure 5.21 présentés par « tranches ».
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5.3 Applications à la finance

Dans toute cette section, nous n’utiliserons que le schéma reposant sur l’uti-
lisation du k-mean. De plus, on note

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du.

5.3.1 Evaluation d’options européennes

L’évalution d’options européennes est, certes, une application possible de
notre algorithme, mais ce n’est pas un but en soi. En effet, par l’intermédiaire
de la formule de Feynman-Kac (1.1), il est possible d’utiliser des méthodes de
Monte-Carlo qui sont bien plus simples à mettre en œuvre. Néanmoins, l’exis-
tence de solutions analytiques nous permet de comparer les résultats obtenus.

Reprenons les calculs de la partie 1.4.1 en supposant que le processusX vérifie

dX i
t = X i

t



µidt+

d∑

j=1

σi,jdBj
t



 , 1 ≤ i ≤ d,

avec σ inversible. Alors,

Yt = g(XT )−
∫ T

t

rYsds+

∫ T

t

n∑

i=1

θ1,i
s X i

s



(µi − r)ds+

n∑

j=1

σi,jdBj
s



 .

D’après le théorème de Girsanov ([11]), il existe une probabilité P
∗ appelée

probabilité risque-neutre telle que, sous cette probabilité, le processus W , défini
par6

dWt = dBt + σ−1(µ− r � )dt,

est un mouvement brownien de dimension d. Alors, on a

dX i
t = X i

t



rdt+

d∑

j=1

σi,jdW j
t





et

Yt = g(XT )−
∫ T

t

rYsds+

∫ T

t

n∑

i=1

θ1,i
s X i

s.





n∑

j=1

σi,jdW j
s



 .

On peut donc appliquer notre algorithme avec






b(x) = rx
σ(x) = (σi,jxi)i,j

f(t, x, y) = −ry
g le payoff de l’option

Pour nos tests numériques nous allons considérer deux cas-tests en dimension 2.

6 � représente le vecteur de dimension d dont toutes les coordonnées sont 1.
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Digitale Le payoff vaut � X1
T >X2

T
. On a 7

Y0 = e−rT Φ

(

log(x1
0/x

2
0)− T

2 ((σ1,1)2 + (σ1,2)2 − (σ2,1)2 − (σ2,2)2)
√

T ((σ1,1 − σ2,1)2 + (σ1,2 − σ2,2)2)

)

.

Put géométrique Le payoff vaut
(

K −
√

X1
TX

2
T

)+

. Lorsque σ1,1 = σ2,2 = c

et σ1,2 = σ2,1 = 0, on montre que8

Y0 = Ke−rTΦ(−d2)−
√

x1
0x

2
0e

−c2T/4Φ(−d1)

avec

d1 =
log(

√

x1
0x

2
0/K) + rT

c
√

T/2
, d2 = d1 − c

√

T/2.

Les figures 5.23 et 5.24 représentent des résultats obtenus pour ces deux
exemples avec les paramètres







r = 0.04

σ =

(
0.2 0
0 0.2

)

K = 110

.

7cf [12] pour une démonstration du résultat.
8Pour démontrer le résultat il suffit de se ramener à un problème de dimension 1 et d’ap-

pliquer la formule de Black-Scholes.
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Fig. 5.23 – Résultats obtenus pour une digitale en dimension 2. Le prix est
donné en fonction de x1

0, x
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0 étant fixé à 100. On a N = 30 et niter = 20.
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Fig. 5.24 – Résultats obtenus pour un put géométrique en dimension 2. Le prix
est donné en fonction de x1

0, x
2
0 étant fixé à 100. On a N = 30 et niter = 20.
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5.3.2 Résultats complémentaires sur les paramètres

Le choix des qi

Les auteurs de [1] énoncent le résultats suivant :

Théorème 5.3.1 On suppose que b et σ sont infiniments différentiables, que
leurs différentielles sont bornées et qu’il existe ε > 0 tel que σ−εId soit positive.
Alors il existe deux constantes α et β telles que, pour h suffisamment petit, les
densités par rapport à la mesure de Lebesgue de X̄t0 , . . . , X̄tn, notées p̄t0 , . . . , p̄tn ,
vérifient

p̄ti(x) ≤
α

(2πtk)d/2
exp

(

−|x− x0|2
2βtk

)

les références pour la démonstrations sont données dans [1]. En introduisant
cette majoration dans le théorème de Zador (2.1.3), on obtient, pour h suffisam-
ment petit,

N2/d min
|Γ|≤N

∥
∥
∥X̄ − ˆ̄XΓ

∥
∥
∥

2

2
≤ Cd,α,βtk.

Il semble donc intéressant de prendre

qi =

⌈

t
d
2
i (q − 1)

t
d
2
1 + . . .+ t

d
2
n

⌉

, 1 ≤ i ≤ n. (5.2)

En pratique, tous les tests réalisés en dimension 1 et 2 avec les formules (5.1) et
(5.2) ne montrent pas de différences significatives entre ces deux types de répar-
titions. Pour ajouter des critères de jugement, nous avons également comparé
la propagation des erreurs dans le temps en regardant l’évolution de

etk
:=

qtk∑

i=1

P

[

X̂tk
= xi

tk

]
∣
∣
∣
∣
Y

xi
tk

tk
− Ŷ xi

tk
tk

∣
∣
∣
∣

2

.

La figure 5.25 illustre un exemple de résultat obtenu. Là encore, nous n’avons
pas noté de différences significatives entre les deux types de répartitions parmi
tous les tests réalisés. Ainsi, toute proportion gardée, le choix des qi ne semble
pas revêtir une importance extrême.

Retour sur la sensibilité au paramètre n

Les auteurs de [1] montrent empiriquement, en s’appuyant sur des résultats
établis théoriquement, qu’à q̄ = q/n fixé, il existe un n optimal qui minimise
l’erreur de leur schéma et que cette erreur est de la forme C1

n + C2n
q̄1/d avec C1 et C2

deux constantes qui dépendent des autres paramètres. Nous avons donc voulu
voir si nous pouvions obtenir empiriquement les mêmes types de conclusion. Les
résultats de la figure 1 semblent indiquer qu’à q̄ = q/n fixé, il existe bien un
n optimal qui minimise l’erreur mais que, dans notre cas, celle-ci se comporte
comme C1(q̄)/n + C2((q̄))

√
n. Les constantes interpolées sont regroupées dans

le tableau suivant :
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Fig. 5.25 – etk
en fonction de tn−k+1 pour les deux types de répartitions (5.1)

et (5.2). Les valeurs ont été obtenues pour un put géométrique européen en
dimension 2 avec r = 0.04, σ = 0.2Id, K = 110, x1

0 = x2
0 = 100, n = 20,

niter = 20 et q = 10000.

q̄ = 20 q̄ = 30 q̄ = 40 q̄ = 50

C1 0, 32 0, 41 0, 42 0, 46
C2 0, 078 0, 055 0, 044 0, 036
α 0, 86 0, 77 0, 91 ×

Dans ce tableau, α est l’estimation de la puissance de q̄ pour un modèle d’erreur

de la forme C1

n + C2
√

n
q̄α :

αi :=
log(C2(q̄i+1)/C2(q̄i))

log q̄i/q̄i+1
.

Contrairement aux valeurs de [1], les résultats obtenus fluctuent trop pour pou-
voir valider ce modèle d’erreur : C1 n’est pas une constante indépendante de q̄
et α a un comportement irrégulier. Pour compléter ces observations, il convien-
drait de faire des tests dans des dimensions supérieures afin d’étudier l’influence
de d.
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Fig. 5.26 – Variations de l’erreur en fonction de n pour différents q̄ (20, 30, 40
et 50). Les interpolations du type a/x + b

√
x sont également représentées. Ces

résultats ont été obtenus pour un put européen en dimension 1 avec r = 0.04,
σ = 0.2, K = 110, x0 = 100, niter = 20 et N = 30.

5.3.3 Evaluation d’options américaines

Au cours de la construction du schéma d’approximation pour Y , nous avons
vu qu’il était simple de le généraliser au cas d’EDSR réfléchies9. Ainsi, en re-
prenant les notations des chapitres 1 et 4, on a le nouveau schéma :

Ŷtk
= ū(tk, X̂tk

) (5.3)

avec






ū(T, x) = g(x)
ū(tk, x) = sup (h(tk, x),E [ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk, x)))

+f(tk, x, ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk, x))))h]) ∀x ∈ Ck
. (5.4)

Nous allons utiliser ce schéma pour l’évaluation d’options américaines. Contrai-
rement au cas européen, nous n’avons pas de solution explicite, il faudra donc
faire appel à d’autres méthodes de résolution afin de pouvoir comparer les ré-
sultats obtenus. Pour la dimension 1 nous avons à notre disposition un sol-
veur, utilisant la méthode des différences finies, développé en Matlab pour un
projet de Supaero 10. Pour des dimensions supérieures, nous avons téléchargé
le logiciel Premia développé par le projet MATHFI de l’INRIA et disponible

9cf la partie 1.5.
10Ce solveur utilise, au choix, un schéma explicite ou un θ-schéma implicite.
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Fig. 5.27 – Prix d’un put américain de dimension 1 en fonction du prix de l’actif
sous-jacent. On a r = 0, 4, σ = 0, 2, K = 110, n = 20, q = 10000, niter = 20 et
N = 30.

à l’adresse http://www-rocq.inria.fr/mathfi/Premia/down.html. Malheu-
reusement, nous n’avons pas eu le temps de l’utiliser. Ainsi, nous avons juste
à notre disposition les résultats obtenus pour un put américain en dimension
1. Dans ce cas, le payoff vaut (K − x)+ et h(t, x) = g(x). La figure 5.27 a été
obtenue avec les paramètres







r = 0.04
σ = 0.2
K = 110

.

5.3.4 Où l’on reparle du processus Z

Construction d’une approximation de Z

Les auteurs de [4] proposent une méthode pour approcher le processus Z,
nous allons donc reprendre leur démarche. Comme on l’a déjà fait dans la par-
tie 1.5, nous allons réécrire l’EDSR entre les instants tk et tk+1 :

Y
tk ,Xtk
tk

= Y
tk,Xtk
tk+1

+

∫ tk+1

tk

f(s,X
tk,Xtk
s , Y

tk ,Xtk
s , Z

tk,Xtk
s )ds−

∫ tk+1

tk

Z
tk,Xtk
s dBs.

En multipliant par ∆Bk et en prenant l’espérance, on a

E

[

Y
tk ,Xtk
tk

∆Bk
]

= 0
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et

E

[∫ tk+1

tk

Z
tk,Xtk
s dBs

∫ tk+1

tk

dBs

]

= E

[∫ tk+1

tk

Z
tk,Xtk
s ds

]

.

Donc

E

[∫ tk+1

tk

Z
tk,Xtk
s ds

]

= E

[

Y
tk,Xtk
tk+1

∆Bk
]

+E

[∫ tk+1

tk

f(s,X
tk,Xtk
s , Y

tk,Xtk
s , Z

tk,Xtk
s )ds∆Bk

]

.

Notons A le dernier terme. En appliquant plusieurs fois l’inégalité de Cauchy-
Schwartz, on trouve

|A| ≤ hE

[∫ tk+1

tk

f2(s,X
tk,Xtk
s , Y

tk ,Xtk
s , Z

tk,Xtk
s )ds

]1/2

.

Sous les hypothèses (H1), f est bornée vis-à-vis des deux premières variables.
De plus, le théorème 1.2.5 assure que Y et Z sont bornés, donc, comme f est
continue, on va pouvoir la majorer par une constante11 :

|A| ≤ Ch3/2.

Ainsi, nous allons approcher Z
tk,Xtk
tk

par le processus discrétisé en temps

Z̄
tk,X̄tk
tk

= h−1
E

[

Ȳ
tk,X̄tk
tk+1

∆Bk
]

.

Il reste alors à discrétiser en espace. On pose finalement

Ẑ
tk,X̂tk
tk

= h−1
E

[

Ŷ
tk,X̂tk
tk+1

∆̂B
k
]

.

On peut alors réécrire le schéma de discrétisation sous la forme

Ŷtk
= ū(tk, X̂tk

) (5.5)

Ẑtk
= v̄(tk, X̂tk

) (5.6)

avec






v̄(T, x) = σ∇g(x)
ū(T, x) = g(x)

v̄(tk, x) = h−1
E

[

ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk, x)))∆̂B
k
]

ū(tk, x) = E [ū(tk+1,Πk+1(x+ T (tk, x)))
+f(tk, x, ū(tk+1,Πk+1(x + T (tk, x))), v̄(tk, x), )h] ∀x ∈ Ck

(5.7)

tandis que X vérifie toujours (4.1). Notons que l’on pourrait également définir
un schéma où le calcul de Ŷtk

dépend de Ẑtk+1
au lieu de Ẑtk

.

11Sous les hypothèses (H2), les majorations sont plus difficiles à mener. De plus, Les résultats
de majoration des processus Y et Z établis par [18] ne sont pas suffisants pour aboutir à la
même majoration de A.
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Fig. 5.28 – Prix d’un put américain de dimension 1 en fonction du prix de l’actif
sous-jacent. L’évaluation est réalisée sans utiliser la probabilité risque neutre.
On a r = 0, 4, σ = 0, 2, K = 110, n = 20, q = 10000, niter = 20 et N = 30.

Résultat numériques

Afin de juger la pertinence de ce nouveau schéma, nous l’avons appliqué
pour évaluer des options sans utiliser la probabilité risque neutre. Par exemple,
prenons le cas d’un put américain12 en dimension 1 avec X qui suit un processus
de Black-Scholes. On a alors







b(x) = µx
σ(x) = σx

f(t, x, y, z) = −ry + z
σ (µ− r)x

g(x) = (K − x)+

La figure 5.28 a été obtenue avec les paramètres







r = 0.04
µ = 0.1
σ = 0.2
K = 110

.

Dans la pratique, l’évaluation du contrôleZ0 est aussi importante que la valeur
Y0 car c’est en connaissant ce contrôle que l’on peut mener à bien la stratégie

12Dans ce cas, le schéma est modifié en conséquence pour traiter les EDSR réfléchies.
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Fig. 5.29 – Delta d’un put américain de dimension 1 en fonction du prix de
l’actif sous-jacent. On a r = 0, 4, σ = 0, 2, K = 110, n = 20, q = 10000,
niter = 20 et N = 30.

de réplication13 (cf la partie 1.4.1). Notons que la quantité θ1
0 = Z∗

0σ
−1(x0) est

appelée le « delta » de l’option. Si l’on note u(t, x) = Y t,x
t , elle est également

égale à ∂u
∂x (0, x0). Ainsi, on peut utiliser l’estimateur de Z défini plus haut pour

approcher Z0 et donc le delta de l’option :

Ẑt0,x0

t0 = h−1
E

[

Ŷ t0,x0

t1
ˆ∆B0
]

.

Nous pouvons remarquer qu’il est possible d’utiliser cette approximation avec
le schéma défini initialement, c’est-à-dire lorsque f est indépendante de z. La
figure 5.29 représente les résultats obtenus pour le calcul du delta d’un put
américain en dimension 1, sous la probabilité risque neutre, avec les paramètres







r = 0.04
σ = 0.2
K = 110

.

5.3.5 Quelques développements envisageables

Utilisation de l’interpolation

En tentant d’améliorer les résultats de la figure 5.24, nous nous sommes
aperçus que ces derniers étaient très sensibles au paramètre N . Le tableau qui
suit illustre ce phénomène14.

13Rappelons que c’est cette stratégie qui justifie le prix de l’option.
14Les valeurs ont été obtenues pour un put géométrique européen en dimension 2 avec

r = 0.04, σ = 0.2Id, K = 110, x1
0

= x2
0

= 100, n = 20, niter = 20 et q = 20000.
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valeur théorique N = 40 N = 100 N = 500 N = 600
9, 71 9, 37 9, 41 9, 48 9, 54

Pour tenter de comprendre l’origine de ces résultats, nous avons étudié plus
en détail les matrices de transition obtenues. En se plaçant à un instant tk et en
prenant pour origine un quantificateur xi

tk
, nous nous sommes rendu compte que

le nombre de quantificateurs atteints à l’instant tk+1, parmi
{

x1
tk+1

, . . . , x
qtk+1

tk+1

}

,

n’évolue pas. Cela signifie que l’amélioration des résultats est uniquement due à
la meilleure approximation des probabilités de transition. À partir de ce constat,
plusieurs idées sont envisageables pour améliorer l’estimation de ces probabilités.
• La solution la plus simple qui consiste à augmenter N ne semble pas être

le remède le plus efficace car il accentue énormément les temps de calcul
de l’algorithme du k-mean.

• Une autre idée consiste à réaliser la quantification de X̄ par les mêmes
méthodes que précedemment, puis de réestimer les transitions à l’aide de
méthodes de Monte-Carlo. Malheureusement, cela nécessiterait d’appli-
quer

∑n
i=0 qi fois Monte-Carlo, ce qui demanderait encore plus de temps

que la solution précedente.
• Il est possible de coupler les deux idées précédentes : Dans un premier

temps, on réalise la quantification de X̄ avec N = N1, puis, les transitions
sont réevaluées en utilisant une quantification optimale de la gaussienne
avec N2 quantificateurs. Bien sur, on prend N1 � N2. Cela permet de ne
pas surcharger inutilement l’algorithme du k-mean dans la première phase
et d’avoir des temps de calcul beaucoup plus faibles que pour les méthodes
de Monte-Carlo dans la seconde phase.

• On peut remarquer que la mauvaise approximation des probabilités de
transition est due aux projections du k-mean. Il serait donc intéressant
d’éviter ces projections dans le calcul du processus Ŷ . Dans ce but, les au-
teurs de [3] proposent d’utiliser des fonctions interpolées dans l’algorithme
de résolution. En pratique, cela nous donne le schéma suivant

Ŷtk
= ū(tk, X̂tk

) (5.8)

avec






ū(T, x) = g(x)
ū(tk, x) = E [ũ(tk+1, x+ T (tk , x))

+f(tk, x, ũ(tk+1, x+ T (tk, x)))h] ∀x ∈ Ck
ũ(tk , .) L’interpolation linéaire de ū(tk, .) sur R

d

. (5.9)

Dans le cas de projections sur des grilles de pas fixe, Le calcul de cette
fonction interpolée ne pose pas de soucis car l’espace est alors « natu-
rellement » pavé par des hyper-rectangles de R

d. En ce qui concerne les
projections utilisant le k-mean, le problème est beaucoup plus complexe
car il faut construire une triangulation de Delaunay pour chaque grille Ck.
De plus, lorsque x ∈ Ck, alors x + T (tk, x) n’arrive pas forcément dans
l’enveloppe convexe de Ck.
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Pour finir, notons que le phénomène étudié au départ, à savoir la forte sensibilité
de la solution au paramètreN , vient contredire les conclusions de la partie 5.2.2.
Cela pourrait s’expliquer par le manque de régularité de la fonction g. En tout
état de cause, ces observations montrent que nos différents résultats sur la fixa-
tion des paramètres fluctuent suivant les différents cas-tests envisagés et doivent
donc être considérés avec circonspection.

Le calcul des grecs

En finance, l’évaluation du prix d’une option est souvent couplée à des cal-
culs de sensibilité. Les dérivées du prix vis-à-vis de différents paramètres15 sont
appelées les « grecs ». Nous avons déjà vu comment estimer directement le delta.
Pour les autres grecs, il est possible de faire des différences finies. Cependant,
cela nécessite de lancer deux fois l’algorithme de résolution : une fois avec le
paramètre et une seconde fois avec le paramètre légèrement modifié. Il serait
donc intéressant de pouvoir calculer directement les grecs, dès la première uti-
lisation de l’algorithme. Une voie prometteuse est l’utilisation des méthodes de
détermination des grecs appliquant le calcul de Malliavin. Sans rentrer dans la
théorie, il semble possible d’appliquer certains résultats établis dans l’article [9].
Par exemple, si l’on note u(t, x) = Y t,x

t , alors on a16, lorsque d = 1,

∂u

∂x
(0, x) = E

[

e−rT g(XT )
BT

xσT

]

et
∂2u

∂x2
(0, x) = E

[

e−rT g(XT )
1

x2σT

(
B2

T

σT
−BT −

1

σ

)]

.17

Or, une option de maturité T et de payoff g a le même prix u(0, x) qu’une option
sur le même sous-jacent, de maturité t1 et de payoff u(t1, .). Ainsi on a

∂u

∂x
(0, x) ' h−1

E

[

Ŷ 0,x
t1

ˆ∆B0

xσ

]

et
∂2u

∂x2
(0, x) ' h−1

E

[

Ŷ 0,x
t1

1

x2σ

(

h( ˆ∆B0)2

σ
− ˆ∆B0 − 1

σ

)]

.

On remarque tout de suite que, pour le delta, on retombe sur l’estimation éta-
blie dans la partie 5.3.4. Pour le gamma, nous avons tenté de l’estimer sur un
put européen. Malheureusement, les résultats, représentés sur la figure 5.30, ne
sont pas concluant. Il pourrait néanmoins être intéressant d’étudier les tech-
niques de réduction de variance développées dans [9] pour améliorer la vitesse
de convergence de l’estimation.

15Le prix du sous-jacent, la volatilité ou la maturité par exemple.
16cf [9], partie 4.
17Cette quantité est appelée « gamma ».
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Fig. 5.30 – Estimation du gamma pour un put européen de dimension 1 en
fonction du prix de l’actif sous-jacent. On a r = 0, 4, σ = 0, 2, K = 110, n = 20,
q = 10000, niter = 20. La légende « N = 100, N ′ = 30 » signifie que N = 100
pour la premier pas du schéma et N = 30 pour les autres pas.





Conclusions

En guise de conclusion, nous nous contenterons de souligner les forces et les
faiblesses du schéma étudié en traitant des solutions alternatives qui s’offrent à
nous.
• Lorsqu’il n’y a pas de réflexions, que f est indépendante du contrôle et

qu’elle est linéaire en y, alors on optera plutôt pour des méthodes de
Monte-Carlo en appliquant la formule de Feynman-Kac. Cette approche
est plus simple à mettre en œuvre, s’adapte bien aux grandes dimensions
et permet d’obtenir des intervalles de confiance pour la solution.

• Dans le cas où le processusX peut s’écrire comme une fonction explicite du
brownien, alors il est préférable de calculer une quantification du brownien
en utilisant des méthodes de quantification marginale. Cette phase est,
certes, plus longue que la phase de quantification de notre schéma, mais
elle a le grand mérite d’être réalisé une bonne fois pour toute. Par exemple,
cette méthode est bien adaptée pour l’évaluation d’options américaines en
grande dimension lorsque les sous-jacents sont des processus de Black-
Scholes.

• Pour les petites dimensions, les méthodes de résolution des équations aux
dérivées partielles, telles que les différences finies ou les éléments finis,
sont intéressantes car les paramètres sont plus simples à fixer grâce à
l’existence, notamment, de conditions du type CFL. De plus, les erreurs
sont beaucoup mieux majorées. Il conviendrait néanmoins de se pencher
sur la convergence de telles méthodes lorsque f dépend du contrôle et
manque de régularité.

Ainsi, le véritable enjeu des méthodes que nous avons développées dans ce rap-
port est la résolution d’EDSR réfléchies ou non réfléchies, pour des fonctions
f , b et σ ne permettant pas d’utiliser les deux premiers points, et pour des di-
mensions où les méthodes classiques de résolution des équations aux dérivées
partielles sont inapplicables.
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[4] François Delarue and Stéphane Menozzi. A forward-backward stochastic
algorithm for quasi-linear PDEs. Ann. Appl. Probab., 16(1) :140–184, 2006.

[5] Qiang Du, Vance Faber, and Max Gunzburger. Centroidal Voronoi tessella-
tions : applications and algorithms. SIAM Rev., 41(4) :637–676 (electronic),
1999.

[6] N. El Karoui, C. Kapoudjian, E. Pardoux, S. Peng, and M. C. Quenez.
Reflected solutions of backward SDE’s, and related obstacle problems for
PDE’s. Ann. Probab., 25(2) :702–737, 1997.

[7] N. El Karoui, E. Pardoux, and M. C. Quenez. Reflected backward SDEs
and American options. In Numerical methods in finance, Publ. Newton
Inst., pages 215–231. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1997.

[8] N. El Karoui, S. Peng, and M. C. Quenez. Backward stochastic differential
equations in finance. Math. Finance, 7(1) :1–71, 1997.
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