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1 Introduction

Mon domaine de recherche est 'énumération de corps de nombres par discrimi-
nant. Soit n un entier supérieur a 2 et notons %, 'ensemble des classes d’isomorphisme
de corps de nombres de degré n. Pour tout réel positif X, notons %,(X) ’ensemble
des éléments de ¥, de discriminant majoré par X en valeur absolue, et N, (X) son
cardinal. D’un point de vue théorique, on s’intéresse au comportement asymptotique
de N, (X) lorsque X — oo ; d'un point de vue pratique, on cherche des algorithmes
efficaces pour décrire tous les éléments de €,(X).

Ces deux problemes sont faciles lorsque n = 2, c’est-a-dire dans le cas des corps
quadratiques. En effet, on dispose d’une classification tres simple des corps quadra-
tiques : ce sont les Q(+/d) pour d # 1 entier sans facteur carré. De plus, le discriminant
de Q(v/d) est égal & d si d est congru & 1 modulo 4 et & 4d sinon. Cela permet de
démontrer que N,(X) ~ ﬁX, et d’énumérer %,(X) en temps optimal O(X'*®).

Une conjecture classique prédit que pour tout n > 2, il existe une constante
¢, > 0 telle que N, (X) ~ ¢, X. Cette conjecture reste ouverte pour n > 6. Ellenberg
et Venkatesh [16] ont démontré que N,(X) > X%"Lniz, et la meilleure majoration
connue en degré quelconque, due a Lemke Oliver et Thorne [23], est de la forme
N, (X) < XOlog*n),

D’un point de vue algorithmique, il est naturel de conjecturer I'existence d’une
méthode d’énumération de 6,(X) comportant O(X'*¢) opérations élémentaires, ce
qui correspondrait a la taille attendue de la sortie et serait donc optimal. Le meilleur
algorithme dont on dispose en général est celui de Hunter-Pohst-Martinet [20, 26, 24],
qui s’exécute en temps O(X%z“).

Les questions décrites ci-dessus sont résolues de facon satisfaisante pour n = 3,
et des progres importants ont été accomplis pour n = 4 et n = 5. Je commencerai
par décrire le cas des corps cubiques, qui est classique, puis je montrerai comment
les différents éléments se généralisent aux corps quartiques et quintiques. Ce sera
I'occasion de décrire les travaux que j’ai réalisés durant ma these. Enfin, jindiquerai
les directions dans lesquelles ceux-ci pourraient se poursuivre.

2 Corps cubiques

L’énumération des corps cubiques par discriminant est aujourd’hui un sujet bien
compris. Tout repose sur une bijection remarquable, découverte par Delone et Faddeev
[14], entre 'ensemble 65 des classes d’isomorphisme de corps cubiques et certaines
classes de formes cubiques binaires.



Plus précisément, soit V,, 'ensemble des formes cubiques binaires a coefficients
entiers. Le groupe G, = GL,(Z) agit sur V,, par changement de variables. L’irréduc-
tibilité et le discriminant d’une forme cubique ne dépendent que de sa classe pour
cette action, et il existe une bijection canonique, préservant le discriminant, entre 65
et 'ensemble des classes de formes irréductibles satisfaisant certaines conditions de
congruence.

Pour exploiter ce résultat, il est commode de disposer d'un domaine fondamental
9 pour l'action de G, sur 'espace Vi des formes cubiques binaires a coefficients réels,
ou du moins sur 'ouvert V; C Vi constitué des formes de discriminant non nul. On
peut construire un tel domaine fondamental en combinant les théories de la réduction
développées par Hermite [17, 19] en discriminant positif et par Mathews-Berwick
[25] en discriminant négatif.

Gréace a ce domaine fondamental, on obtient une bijection entre %4; et certains
points entiers irréductibles de 2, et, pour tout X > 0, une bijection entre %5(X) et
certains points entiers irréductibles de 2(X), ou 2(X) désigne 'ensemble des points de
2 de discriminant majoré par X en valeur absolue. Il est alors raisonnable de chercher
a estimer N5(X) a partir du volume de 2(X). C’est de cette facon que Davenport et
Heilbronn [12] on pu montrer, en s’appuyant sur des travaux antérieurs de Davenport
[10, 111, que N3(X) ~ zzX.

D’un point de vue algorithmique, énumérer 65(X) se ramene a énumérer les points
entiers irréductibles de 2(X). En utilisant cette approche, Belabas [1] a implémenté un
algorithme d’énumération des corps cubiques s’exécutant en temps optimal O(X'**¢),
ce qui lui a permis de construire une table des corps cubiques de discriminant inférieur
a 10" en valeur absolue.

Le domaine 2(X), qui intervient de facon essentielle dans I’étude des corps cu-
biques, est décrit par des inégalités polynomiales complexes. Il est utile de 'approcher
par un domaine légerement plus grand défini par des inégalités plus simples. Ainsi,
Davenport [10, 11] a montré que tout élément f = ax® + bx?y + cxy? + dy? de
9(X) vérifie un systeme monomial de la forme :

la| X%,  |b] <X,
lad| < Xz, |bc| < X2, (1
lac]| < X, |bd|<X.

Tout point entier irréductible de 2(X) correspond a une solution entiére du
systeme (1) telle que a # 0, et il n’est pas difficile de voir que le nombre de telles
solutions est O(X1og(X)). Or le systeme (1) étant monomial, ses solutions entieres
peuvent étre énumérées en temps optimal. Cela fournit un algorithme d’énumération
de %;(X) en temps O(X'*¢).

En plus des inégalités (1), Davenport a également démontré, sous les mémes
hypothéses, une inégalité supplémentaire non monomiale dépendant du signe de
disc(f) :

c?|lbc —9ad| <X  sidisc(f)>0,

2
cAlbc—ad| <X  sidise(f) < 0. 2)

Le nombre de solutions entiéres des inégalités (1) et (2) vérifiant a # O est
cette fois O(X). Cela permet d’améliorer I'algorithme d’énumération décrit plus haut.



Précisons que d’autres optimisations sont possibles, et que I'algorithme mis au point
par Belabas ne se réduit pas aux idées exposées ici.

3 Bijections de Bhargava

Dans sa these [2], Bhargava a donné une liste de paramétrisations d’objets arith-
métiques par des orbites entieres de représentations algébriques. Deux éléments de
cette liste, étudiés en détail dans des articles postérieurs [4, 6], concernent les corps
quartiques et quintiques et sont entierement analogues a la bijection de Delone et
Faddeev pour les corps cubiques.

Ainsi, dans le cas des corps quartiques, V,, est 'ensemble des couples de formes
quadratiques ternaires a coefficients entiers. Un tel couple peut étre vu comme
une application de Z* dans Z?, de sorte que V,, est muni d’une action naturelle de
Gy = GL,(Z) x SLy(Z). 1l existe sur V,; une notion d’irréductibilité et un polynome,
appelé discriminant, qui sont invariants par G, ; Bhargava construit alors une bijection
canonique préservant le discriminant entre 6, et 'ensemble des classes irréductibles
de V, satisfaisant certaines relations de congruence.

Le cas des corps quintiques est similaire ; V,, est cette fois 'ensemble des quadru-
plets de 2-formes alternées quinaires a coefficients entiers, muni de 1’action naturelle
de Gy = GL,(Z) x SLg(Z).

A partir de ces bijections, Bhargava est parvenu a démontrer la conjecture N, (X) ~
c,X pour n = 4 [5] et n = 5 [7], en donnant des formules pour les constantes.
La preuve s’appuie sur le méme principe de géométrie des nombres que celle de
Davenport et Heilbronn, mais est techniquement plus difficile et fait notamment
intervenir une famille continue de domaines fondamentaux.

Mentionnons que des paramétrisations et des méthodes de comptage similaires
ont ultérieurement permis a Bhargava d’obtenir d’autres résultats spectaculaires en
statistiques arithmétiques, dont des bornes sur le rang moyen des courbes elliptiques
sur Q [8, 9]. Ces avancées lui ont valu la médaille Fields en 2014.

Dans un court article [3], Bhargava a insisté sur les applications algorithmiques
potentielles de ses bijections. Celles-ci devraient notamment permettre d’énumérer
les corps quartiques et quintiques en temps O(X'**). Comme on le verra dans les
parties suivantes, je suis parvenu a réaliser une partie de ce programme pour n = 4,
en suivant une démarche parallele a celle exposée plus haut pour les corps cubiques.

4 Theories de la réduction

Pour exploiter algorithmiquement les bijections de Bhargava, il est utile de disposer
d’une bonne théorie de la réduction pour l'action de G, sur 'ouvert V; C V; constitué
des éléments de discriminant non nul. Il faut en particulier étre capable de vérifier
efficacement si un élément donné est réduit. Les domaines fondamentaux utilisés par
Bhargava ne satisfont pas cette condition et sont donc peu commodes en pratique.

L'idée des théories de la réduction d’Hermite et de Mathews-Berwick utilisées
dans le cas cubique est de se ramener a la réduction de Gauss des formes quadratiques
binaires définies positives. Soit f une forme cubique binaire a coefficients réels telle
que disc(f) > 0 (respectivement disc(f ) < 0). On lui associe une forme quadratique



définie positive c(f) = ax? + pxy + yy?, son covariant, de maniére équivariante
vis-a-vis de l'action de GL,(Z) au départ et a l'arrivée. On déclare alors que f est
réduite si et seulement si c(f ) appartient au domaine fondamental de Gauss, défini
par les inégalités 0 <P < a < ¥.

Le covariant d’Hermite, plus naturel que celui de Mathews-Berwick, se préte a
de nombreuses généralisations et réinterprétations. Tout d’abord, on peut I'étendre
a toutes les formes binaires f de degré d a coefficients complexes qui sont stables,
cest-a-dire dont tous les zéros dans P!(C) sont de multiplicité strictement inférieure
a %. Le covariant c(f ) est alors une forme hermitienne définie positive, qui dépend de
f de fagon équivariante vis-a-vis de I'action de GL,(C) et de la conjugaison complexe.
Cette construction est le fruit des travaux successifs d'Hermite [17, 18], de Julia [21],
et plus récemment de Stoll et Cremona [29], qui en ont donné une interprétation
géométrique remarquable.

Si f est a coefficients réels, par équivariance vis-a-vis de la conjugaison complexe,
son covariant c(f) I'est aussi. En déclarant que f est réduite si et seulement si c(f)
’est au sens de Gauss, on obtient donc une théorie de la réduction pour l'action de
GL,(Z) sur les formes binaires stables a coefficients réels. Lorsqu’on la restreint aux
formes cubiques de discriminant strictement négatif, cette théorie de la réduction
differe de celle de Mathews-Berwick, sur laquelle elle possede certains avantages.

Une forme binaire de degré d a coefficients complexes, considérée a constante mul-
tiplicative prés, correspond a une somme formelle de d points dans P!(C), autrement
dit a un zéro-cycle positif de degré d. On peut donc considérer le covariant étudié par
Stoll et Cremona [29] comme une application SL,(C)-équivariante de I'’ensemble des
zéro-cycles positifs stables de P!(C) vers ’ensemble des formes hermitiennes définies
positives de déterminant 1.

Il s’avere alors que ce covariant s’étend en une application SL,(C)-équivariante
de I'ensemble des zéro-cycles positifs de P"~!(C) vérifiant une certaine propriété de
stabilité vers 'ensemble des formes hermitiennes définies positives de déterminant
1 en n variables, pour tout n > 2. Cette généralisation est due a Stoll [28]. L'incon-
vénient de sa démarche, purement formelle, est que 'on n’y retrouve pas l'intuition
géométrique de Stoll et Cremona [29].

Le travail de Stoll fournit une théorie de la réduction pour 'action de SL,,(Z) sur les
zéro-cycles positifs stables de P"~!(C) invariants par conjugaison. En effet, le covariant
d’un tel zéro-cycle est a coefficients réels; or il existe, pour 'action de SL,(Z) sur les
formes quadratiques définies positives en n variables, des théories de la réduction qui
généralisent celle de Gauss, par exemple la réduction d’Hermite-Korkine-Zolotarev
ou celle de Minkowski.

Ce qui précéde permet d’obtenir une théorie de la réduction pour I'action de
GL,(Z) x SL4(Z) sur I'ensemble des couples de formes quadratiques ternaires a
coefficients réels de discriminant non nul, qui intervient dans la bijection de Bhargava
relative aux corps quartiques. En effet, a un tel couple (F,;,F,), on peut associer d'une
part la forme cubique binaire f (x, y) = det(xF, + yF,), qui est de discriminant non
nul, et d’autre part le zéro-cycle positif Z de P?(C) égal a l'intersection des zéros de
F, et de F,, qui est stable et invariant par conjugaison. Il suffit alors de déclarer que
(F,,E,) est réduit si et seulement si f et Z le sont pour les théories décrites ci-dessus.

En ce qui concerne les corps quintiques, il est trés probable que les idées de Stoll
permettent également de définir une théorie de la réduction satisfaisante, mais je ne



suis pas encore en mesure de la décrire en détail.

5 Réduction des zéro-cycles positifs dans la grassman-
nienne

Durant ma these, j’ai étendu le covariant de Stoll aux zéro-cycles positifs de la
grassmannienne Gr,(C), c’est-a-dire aux sommes formelles de sous-espaces vecto-
riels de C", vérifiant une certaine condition de stabilité. Mon approche, que je vais
briévement décrire, est inspirée des idées géométriques de Stoll et Cremona [29].

Tout d’abord, I'ensemble 7, des formes hermitiennes définies positives de déter-
minant 1 en n variables s’identifie au quotient SU(n)\ SL,(C). Il s’agit d’une variété
de Hadamard, c’est-a-dire une variété riemannienne compléete simplement connexe
a courbure sectionnelle négative. Son bord a l'infini au sens d’Eberlein et O’Neill
[15] s’identifie au complexe des drapeaux de C" et contient notamment tous les
sous-espaces vectoriels de C" propres, c’est-a-dire distincts de 0 et C".

A tout sous-espace vectoriel propre V de C", vu comme un point dans le bord
a l'infini de £, on associe le champ de vecteurs F, sur 5, de module constant a 1
et constamment dirigé vers V. Il est éclairant de voir F, comme un champ de force
auquel serait soumise une particule astreinte a se déplacer sur ¢, et attirée par le
point V. Il s’avere alors que cette force est conservative, c’est-a-dire égale a 'opposé
du gradient d’une énergie potentielle E,,, qui est en fait la fonction de Busemann de
V, définie a constante additive pres.

Ceci étant, a un zéro-cycle positif Z de Gr,(C), on associe un champ de vecteurs
E, sur €, égal a une certaine somme pondérée des champs F; correspondant aux
composantes propres de Z. On montre alors que si Z est stable, le champ F, posséde un
unique point d’équilibre, correspondant a un minimum global de I’énergie potentielle
associée E,. C’est ce point d’équilibre qui est, par définition, le covariant de Z.

Je me suis apercu que ce qui précede est en fait un cas particulier d'une construc-
tion trés générale due a Kempf et Ness [22]. Soient G un groupe algébrique réductif
connexe sur C, K un sous-groupe compact maximal, et V une représentation algé-
brique de dimension finie de G munie d’'une norme hermitienne invariante par K.
A tout vecteur non nul v € V, on associe la fonction de Kempf-Ness «, : K\G — R
donnée par k,(g) =log||g - v||.

On montre que v est stable, c’est-a-dire que I'application orbitale g — g - v est
propre, si et seulement si k, possede un unique minimum. L’application qui a un
élément stable v associe le minimum de k, est évidemment G-équivariante. De plus,
la stabilité de v et '’éventuel minimum de k, ne dépendent que de la droite Cv. On
obtient ainsi un covariant P(V) — K\G défini sur ’ensemble des droites stables. Cela
permet de définir des théories de la réduction dans de nombreux contextes.

Le lien avec ma construction est qu'un zéro-cycle positif Z de Gr,(C) peut étre vu,
via les plongements de Pliicker et de Segré, comme un point dans un certain espace
projectif, et que la fonction de Kempf-Ness associée, définie a constante additive pres,
n’est autre que E,. Mon covariant coincide donc avec celui de Kempf-Ness.



6 Systemes monomiaux

Revenons a la bijection de Bhargava concernant les corps quartiques. On a vu
comment obtenir une théorie de la réduction pour l'action de G5 sur I'ouvert V; C Vg
constitué des éléments de discriminant non nul. Soit 2 le domaine fondamental
correspondant. Comme dans le cas cubique, énumérer 6,(X) se ramene a énumérer
les points entiers irréductibles de 2(X).

Il existe une surapproximation du domaine 2(X) définie par des inégalités mono-
miales, qui est également valable, aux constantes pres, pour les domaines fondamen-
taux utilisés par Bhargava, et qui apparait dans son article [5]. J’ai montré que cette
surapproximation est décrite par 178 inégalités analogues a celles du systeme (1).

Il n’est plus question d’estimer a la main le nombre de solutions entieres de ces
inégalités. Heureusement, on peut le faire de maniere systématique a I'aide du résultat
suivant, qui découle de travaux de de la Breteche [13].

Théoréme 1. Soit (a; ;)1<i<m une famille d’entiers positifs, et pour X = 0, soit N(X) le
¥ 1<j<n
nombre de solutions en entiers strictement positifs du systeme :

Q11 Ay, o L
XMt < Xt

X;lm,l . x:lxm,n S Xam,l+"'+am,n.

Soit C le cone convexe de R" engendré par les m vecteurs (a; 1,...,Q; ), et posons :

W= min t;+---+t
(ty,...,t,)eC
216,21

ne

Pour tout € > 0, on a N(X) = O(X***).

Grace a ce résultat, j’ai pu montrer que le nombre de points entiers de la surap-
proximation monomiale de 2(X) vérifiant certaines conditions de non-annulation
nécessaires pour l'irréductibilité est O(X%”). Cela donne un algorithme d’énumération
de 6,(X) plus rapide que la méthode de Hunter-Pohst-Martinet, dont la complexité
est O(X%“) en degré 4. J’ai implémenté cet algorithme, et je I'ai utilisé pour produire
une table de tous les corps quartiques de discriminant inférieur a 10° en valeur
absolue [30].

Dans le cas des corps quintiques, une grave difficulté apparait : le théoreme 1,
appliqué au systéme monomial qui intervient implicitement dans le travail de Bhargava
[71, suggere que I'algorithme obtenu par la stratégie exposée ci-dessus est désormais
moins efficace que celui de Hunter-Pohst-Martinet, dont la complexité est cette fois
o(x#*e).

7 Perspectives
Mon travail de these pourrait se poursuivre dans plusieurs directions. Tout d’abord,

en ce qui concerne les corps quartiques, il existe une facon de raffiner la surapproxi-
mation de 2(X) a I'aide de quatre inégalités supplémentaires non monomiales, qui

6



dépendent de la signature, et sont analogues aux inégalités (2). Cela pourrait per-
mettre de diminuer le temps d’exécution de I'algorithme d’énumération, et peut-étre
d’obtenir la complexité optimale attendue O(X'*). Cette stratégie a déja été en partie
menée a bien dans le cas totalement réel [2, 27].

Une difficulté de ce projet est qu’il sera sans doute nécessaire d’étendre le théo-
reme 1 au cas ou certains exposants a,; ; sont négatifs. Il faudra alors vérifier que la
démarche de de la Breteche fonctionne toujours dans ce nouveau cadre.

Une fois le cas des corps quartiques bien compris, le cas quintique paraitra peut-
étre plus accessible. Je conjecture qu'’il y aura cette fois 16 inégalités non monomiales
qui permettront de raffiner la surapproximation de 2(X).

D’autre part, une généralisation treés naturelle des questions d’énumération de
corps de nombres est '’énumération des extensions d’un corps de nombres fixé, ou
méme d’un corps global quelconque. Un projet pertinent consisterait a étendre a ce
cadre les méthodes décrites dans ce document.

Je pourrais également poursuivre mes recherches en théorie de la réduction. En
effet, il semble que I'utilisation du travail de Kempf et Ness [22] dans ce contexte soit
nouvelle, et il serait intéressant d’expliciter et de comparer les théories de la réduction
que I'on peut en déduire, par exemple pour 'action de GL,(Z) sur les formes de degré
d en n variables a coefficients réels.

Enfin, je suis prét a travailler sur de nouveaux problemes d’énumération d’objets
arithmétiques, ou plus généralement sur de nouvelles questions de théorie algorith-
mique des nombres.
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