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Exercice 1
Soit H = [*(N, C), on considére Popérateur T' défini par

d.

(TU)n - 'U/n+1 .

1. Montrer que T est une application linéaire continue de H dans lui-méme.
2. Calculer la norme de T

3.
4

. Déterminer le noyau de T et I'image de T™.

Déterminer ’adjoint de 7.

Déterminer TT™* et T*T.

Exercice 2

Soit H = L3(]0,1]), soit g € C°([0,1]), on considére l'opérateur T' défini par

Tf=
1.
2.
3.

9f-
Montrer que T' € L(H) et calculer sa norme.
Calculer T™.

A quelle condition sur g 'opérateur T est-il un isomorphisme de H 7

Exercice 3
Pour tout n € N on définit sur [—1, 1] la fonction T),(x) = cos(n arccos x).

1.
2.

Calculer Ty et T7.
Etablir que pour tout n > 1

Toi1(x) + Tyoq(x) = 22T, (). (1)

En déduire que 7, est un polyndéme de degré n dont on précisera le terme
de plus haut degré. On appelle T, le polynoéme de Tchebichev de degré n.

4. Expliciter les racines de T}, ainsi que la valeur de max_; 17 |7'(x)|.

5. Montrer que les polynomes de Tchebichev sont orthogonaux pour le produit

scalaire défini sur les polyndémes par :

o= [ L0

Déterminer les réels a et b minimisant la fonctionnelle

[P (P —at —b)2dt
F(oz,b)—/1 % )




